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We introduce and investigate boundary-value problems generalized by a
system of m linear ordinary differential equations of the first order and
boundary-value conditions of the form By = c, where the linear operator
B : C(n)([a, b],Cm) → Cm is continuous, whereas m and n are positive
integers. The Fredholm property is proved for such problems. We find
sufficient and necessary conditions under which these problems are well-
posed.

В работе вводятся и исследуются краевые задачи, порожденные систе-
мой m линейных обыкновенных дифференциальных уравнений перво-
го порядка и краевыми условиями вида By = c, где линейный непре-
рывный оператор B : C(n)([a, b],Cm) → Cm, а m, n — натуральные чис-
ла. Доказана фредгольмовость таких краевых задач. Найдены необхо-
димые и достаточные условия их корректной разрешимости.

Пусть числа m,n ∈ N. Рассмотрим на конечном интервале (a, b)
векторное линейное дифференциальное уравнение первого порядка

y′ +A(t)y = f(t), (1)

где комплекснозначные (m × m)–матрица-функция A(·) и вектор-
функция f(·) суммируемы на отрезке [a, b]. Каждое решение диф-
ференциального уравнения (1) принадлежит пространству абсолют-
но непрерывных вектор-функций AC ([a, b],Cm). Поэтому можно рас-
смотреть вместе с уравнением (1) неоднородное краевое условие

By = c, (2)
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где вектор c ∈ Cm, а линейный непрерывный оператор

B : C ([a, b],Cm)→ Cm. (3)

Известно (см., например, [1]), что такой оператор допускает однознач-
ное аналитическое представление

By =

b∫
a

[dΦ(t)] y(t), (4)

где Φ(·) — (m×m)–матрица-функция, элементы которой непрерывны
справа на интервале (a, b) и имеют ограниченную вариацию на [a, b],
Φ(a) = 0m, а интеграл понимается по Риману-Стилтьесу.

Дополнительные условия вида (3) именуют общими. Они охваты-
вают все классические виды краевых условий. В частности, задачи
Коши, двухточечные и многоточечные, интегральные и смешанные
краевые условия (см. [2, гл. II, §5], где приведены соответствующие
ссылки). Известно (см., например, [3]), что краевая задача (1), (2) яв-
ляется фредгольмовой.

Пусть теперь коэффициент дифференциального выражения, опера-
тор B и правые части равенств (1), (2) зависят от параметра ε ∈ [0, ε0],
где ε0 > 0. Рассмотрим семейство неоднородных краевых задач

y′(t, ε) +A(t, ε)y(t, ε) = f(t, ε) (5)

B(ε)y(·, ε) = c(ε), (6)

где при каждом фиксированном значении параметра ε задача (5), (6)
является общей краевой. Тогда решение y(·, ε) также зависит от ε. В
работах [3, 4, 5, 6] найдены достаточные условия непрерывной зави-
симости от параметра ε → 0+ решений задачи (5), (6) в равномерной
норме ‖ · ‖∞. Вместе с тем оставался открытым вопрос о зависимо-
сти от параметра ε → 0+ производных решения y(·, ε) в равномерной
норме. Для существования таких производных необходимо сделать до-
полнительные предположения относительно гладкости коэффициента
дифференциального уравнения.

Будем предполагать далее, что в дифференциальном уравнении (1)

A(·) ∈ C(n−1) ([a, b],Cm×m) , f(·) ∈ C(n−1) ([a, b],Cm) .
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В этом случае каждое решение уравнения (1) принадлежит банахо-
вому пространству вектор-функций C(n) ([a, b],Cm). Поэтому можно
рассмотреть вместе с уравнением дополнительное неоднородное

”
кра-

евое“ условие (2), в котором линейный непрерывный оператор

B : C(n) ([a, b],Cm)→ Cm. (7)

Это краевое условие является неклассическим, так как может содер-
жать производные вектор-функции y(·) до порядка n включительно,
то есть не менее высокого порядка, чем порядок дифференциального
уравнения. Из строгих включений для пространств линейных непре-
рывных операторов

L
(
C(n)([a, b],Cm),Cm

)
⊃ L

(
C(n−1)([a, b],Cm),Cm

)
следует, что с увеличением числа n в (7) введенные нами классы кра-
евых условий расширяются. В частности, каждый из операторов в (3)
заведомо удовлетворяет условию (7). Из описания линейных непре-
рывных функционалов на пространстве C(n)([a, b],C) (см., например,
[7, с. 374]) следует, что каждый из операторов в (7) допускает одно-
значное аналитическое представление

By =

n∑
k=1

αky
(k−1)(a) +

b∫
a

[dΦ(t)] y(n)(t),

где матрицы αk ∈ Cm×m, а матрица-функция Φ(·) такая же, как и в
равенстве (4).

Хотя некоторые краевые задачи с такими операторами в дополни-
тельных условиях встречаются в ряде приложений, но в общей поста-
новке они, по-видимому, не исследовались. Их анализу и посвящена
данная работа.

Перейдем к строгим формулировкам. Обозначим через ‖ · ‖(n−1)
нормы в пространствах вектор-функций или матриц-функций на от-
резке [a, b], элементы которых принадлежат классу C(n−1), C(0) := C.
Они определяются как суммы соответствующих норм составляющих
их элементов.

Неоднородную краевую задачу (1), (2) удобно записать в виде ли-
нейного операторного уравнения

LBy = (f, c),
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где линейный оператор

LB := (L,B), Ly := y′ +A(t)y.

Основным результатом работы является

Теорема 1. В сделанных нами предположениях опера-
тор LB непрерывно действует из банахова пространства
C(n) ([a, b],Cm) в банахово пространство C(n−1) ([a, b],Cm) × Cm

и является фредгольмовым, то есть имеет индекс ind(LB) = 0.

Доказательство. Покажем непрерывность оператора LB . В силу
соотношения (7) она равносильна ограниченности линейного опера-
тора L : C(n)([a, b],Cm) → C(n−1)([a, b],Cm). Как известно, банахово
пространство C(n−1)([a, b],C) является мультипликативной алгеброй.
Поэтому существует постоянная c > 0, такая, что для всех вектор-
функций y(·) ∈ C(n−1) ([a, b],Cm)

‖A(t)y(t)‖(n−1) ≤ c · ‖A(·)‖(n−1)‖y(·)‖(n−1).

Откуда с учетом неравенства ‖·‖(n) ≥ ‖·‖(n−1) следует нужная оценка

‖Ly‖(n−1) ≤ ‖y′(·)‖(n−1) + ‖A(t)y(·)‖(n−1) ≤(1 + c)‖y(·)‖(n),
y ∈ C(n)([a, b],Cm).

Определим конечномерный непрерывный оператор
K : C(n)([a, b],Cm)→ Cm, положив

Ky := y(a).

Из теоремы о существовании и единственности глобального реше-
ния линейной задачи Коши (см., например, [8, с. 111]) и вытекаю-
щей из сделанных нами предположений гладкости ее решения следует,
что линейный оператор LK является биекцией банахова пространства
C(n)([a, b],Cm) на банахово пространство C(n−1)([a, b],Cm) × Cm. По-
скольку оператор LK является частным случаем введенных операто-
ров LB , то по уже доказанному он ограничен. По теореме Банаха об
обратном операторе этот оператор непрерывно обратим.

Пусть B — произвольный линейный непрерывный оператор из со-
отношения (7). Тогда

LB = LK + (LB − LK),
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где оператор LK непрерывно обратим, а линейный непрерывный опе-
ратор LB−LK конечномерен, так как его образ лежит в подпростран-
стве размерности m. По теореме Никольского (см., например, [9, гл. 5,
§ 21]) оператор LB фредгольмов. �

Следствие 2. Следующие утверждения эквивалентны:

1) Неоднородная краевая задача (1), (2) имеет одно решение при
любых f(·) ∈ C(n−1) ([a, b],Cm) и c ∈ Cm.

2) Однородная краевая задача вида (1), (2) имеет только триви-
альное решение.

Опишем теперь условия, при которых оператор LB непрерывно об-
ратим, то есть неоднородная краевая задача (1), (2) имеет ровно одно
решение, которое непрерывно зависит от правых частей дифференци-
ального уравнения и краевого условия.

Пусть матрица-функция Y (·) ∈ C(n)([a, b],Cm×m). Обозначим через
[BY (·)] квадратную матрицу из Cm×m, k–ый столбец которой совпада-
ет с действием оператора B на k–ый столбец матрицы-функции Y (·).

Пусть Y (·) — матрицант уравнения (1) на интервале (a, b), то есть

Y ′(t) = −A(t)Y (t), Y (a) = Im.

Теорема 3. Оператор LB непрерывно обратим тогда и только
тогда, когда квадратная матрица [BY (·)] невырождена, то есть
det [BY (·)] 6= 0.

Доказательство. В силу доказанной выше теоремы 1 непрерывная
обратимость оператора LB равносильна тому, что нуль-пространство
N(LB) = {0}. Из определения матрицанта Y (·) следует, что каж-
дый элемент y(·) ∈ N(LB) допускает однозначное представление вида
y(t) = Y (t) · y(a), где y(a) — произвольный вектор из Cm. Для такой
вектор-функции однородное краевое условие вида (2) равносильно то-
му, что B(Y (t) · y(a)) = 0. Нетрудно проверить, что

B(Y (t) · y(a)) = [BY (·)] y(a).

Поэтому N(LB) 6= {0} тогда и только тогда, когда det [BY (·)] = 0. �
В заключение работы отметим, что для рассмотренных в работе за-

дач достаточные условия непрерывности по параметру решений вме-
сте с их производными до порядка n в равномерной норме приведены
авторами в работе [10].
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