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We obtain exact order estimates of the best m-term and orthogonal tri-
gonometric approximations of functions of the classes Lψβ,p, 1 < p <∞ in
the space L∞.

Отримано точнi за порядком оцiнки найкращих m-членних та ор-
тогональних тригонометричних наближень функцiй iз класiв Lψβ,p,
1 < p <∞ у просторi L∞.

1. Вступ
У роботi встановлюються порядковi оцiнки найкращих m-членних
та ортогональних тригонометричних наближень функцiй iз класiв
Lψβ,p, 1 < p < ∞ у рiвномiрнiй метрицi. Наведемо спочатку необхi-
днi позначення та означення, якi будуть нами використовуватися.

Нехай Lq — простiр 2π-перiодичних i сумовних у степенi q,
1 ≤ q <∞, (вiдповiдно суттєво обмежених при q = ∞) на вiдрiзку
[−π, π] функцiй f . Норма в цьому просторi визначається таким чином:

‖f‖Lq = ‖f‖q =


(

1
2π

π∫
−π
|f(x)|qdx

) 1
q

, 1 ≤ q <∞,

ess sup
x∈[−π,π]

|f(x)| , q =∞.

c© В. В. Шкапа, 2014



306 В. В. Шкапа

Для функцiї f ∈ L1 розглянемо її ряд Фур’є∑
k∈Z

f̂(k)eikx,

де f̂(k) = 1
2π

π∫
−π

f(t)e−iktdt — коефiцiєнти Фур’є функцiї f.

Скрiзь нижче будемо вважати, що для f ∈ L1 виконується умова
π∫
−π

f(t)dt = 0.

Нехай далi ψ 6= 0 довiльна функцiя натурального аргументу, β —
довiльне фiксоване дiйсне число. Якщо ряд∑

k∈Z\{0}

ei
π
2 βsignk

ψ(|k|)
f̂(k)eikx

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї, то її, наслiдуючи О. I. Сте-
панця [1] (див. також [2, с. 25], [3, с. 132]), назвемо (ψ, β) - похiдною
функцiї f i позначимо fψβ . Множину функцiй f , що задовольняють та-
ку умову, позначатимемо Lψβ . Надалi будемо вважати, що функцiя f
належить класу Lψβ,p, якщо

f ∈ Lψβ i f
ψ
β ∈ Up = {ϕ : ϕ ∈ Lp, ‖ϕ‖p ≤ 1}, 1 ≤ p ≤ ∞.

Зауважимо, що при ψ(|k|) = |k|−r, r > 0, k ∈ Z \ {0}, класи Lψβ,p
спiвпадають з класами Вейля-Надя W r

β,p (див., наприклад, [2, с. 25]).
Нехай для фiксованої функцiї натурального аргументу ψ i числа

β ∈ R ряд ∑
k∈Z\{0}

ψ(|k|)e−iπ2 βsignkeikx

є рядом Фур’є деякої сумовної на [−π, π] функцiї Dβ
ψ(x). Тодi кожну

функцiю f ∈ Lψβ,p можна зобразити у виглядi згортки

f(x) =
1

2π

π∫
−π

ϕ(x− t)Dβ
ψ(t)dt, (1)

де ‖ϕ‖p ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞ (див., наприклад, [3, с. 135]). Зазначимо, що
функцiї Dβ

ψ називають аналогами ядер Бернуллi.
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Розглянемо для f ∈ Lq, 1 ≤ q ≤ ∞ апроксимативнi характеристики

em(f)q = inf
Θm

inf
T (Θm,·)

‖f(·)− T (Θm, ·)‖q , (2)

e⊥m(f)q = inf
Θm

∣∣∣∣∣∣∣∣f(·)− SΘm(f, ·)
∣∣∣∣∣∣∣∣
q

, (3)

де T (Θm, x) =
m∑
k=1

cke
inkx, Θm— набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm та ck

— довiльнi комплекснi числа, SΘm(f, x) =
m∑
k=1

f̂(nk)einkx.

Величину (2) називають найкращимm-членним тригонометричним
наближенням, а (3) — найкращим ортогональним тригонометричним
наближенням функцiї f ∈ Lq. Якщо F ⊂ Lq — деякий функцiональний
клас, то покладемо

em(F )q = sup
f∈F

em(f)q,

e⊥m(F )q = sup
f∈F

e⊥m(f)q.

Величину em(f)2 для функцiї однiєї змiнної було введено С. Б. Стє-
чкiним [4] при формулюваннi критерiю абсолютної збiжностi ортого-
нальних рядiв. Згодом величини em(f)q i em(F )q, 1 ≤ q ≤ ∞, почали
дослiджувати вже з точки зору апроксимацiї як iндивiдуальних фун-
кцiй так i класiв функцiй вiдповiдно. Першi оцiнки величини em(f)∞
для деяких конкретних функцiй були отриманi Р. С. Iсмагiловим [5].
Систематичне вивчення величини (2) на класах перiодичних функцiй
багатьох змiнних С. Л. Соболєва W r

p,α та С. М. Нiкольського Hr
p бу-

ло розпочато В. Н. Темляковим [6]. Подальшi дослiдження величин
em(F )q на класах функцiй W r

p,α та Hr
p отримали продовження у робо-

тах Е. С. Белiнського [7, 8], А. С. Романюка [9–13] та iн. Величина (3)
була введена Е. С. Белiнським (див., наприклад, [14]) i останнiм часом
дослiдження її на тих або iнших функцiональних класах отримало по-
тужний розвиток в роботах багатьох авторiв [15–23]. В цих роботах
можна ознайомитися з бiльш детальною бiблiографiєю.

Позначимо далi через B множину функцiй ψ, що задовольняють
умови:

1) ψ — додатнi i незростаючi;
2) iснує стала C > 0 така, що
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ψ(t)

ψ(2t)
≤ C, ∀t ∈ N.

Зазначимо, що до множини B належать, наприклад, функцiї 1
tr ,

r > 0; lnγ(t+1)
tr , γ > 0, r > 0 та iн.

Надалi для величин A i B запис A � B означає, що iснують дода-
тнi сталi C1 та C2 такi, що C1A ≤ B ≤ C2A. Якщо тiльки B ≤ C2A
(B ≥ C1A), то пишемо B � A (B � A). Всi константи Ci, i = 1, 2, ...,
якi будуть зустрiчатися у роботi, можуть залежати лише вiд тих пара-
метрiв, що входять в означення класу та метрики, в якiй здiйснюється
наближення.

2. Допомiжнi твердження

В цьому пунктi сформулюємо декiлька вiдомих тверджень, якi нам
знадобляться при доведеннi отриманих результатiв. Для s ∈ N розгля-
немо множину

ρ(s) = {k : 2s−1 ≤ |k| < 2s}

i для f ∈ L1 покладемо

δs(f, x) =
∑
k∈ρ(s)

f̂(k)eikx.

Теорема A (див., наприклад, [24, с. 132]). Нехай Tn— тригонометри-
чний полiном,

Tn(x) =
∑
k≤n

cke
ikx,

де n ∈ N, ck ∈ C. Тодi при 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ має мiсце спiввiдношення

‖Tn‖p � n
1
q−

1
p ‖Tn‖q. (4)

Спiввiдношення (4) було встановлено С. М. Нiкольським i отримало
назву "нерiвнiсть рiзних метрик".

Теорема Б (Марцинкевича) [25, т. 2, с. 346]. Нехай задано послiдов-
нiсть {λn}∞n=−∞, що задовольняє умови:

1) |λn| ≤M, n ∈ Z;
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2)
±2ν−1∑
µ=±2ν−1

|λµ+1 − λµ| ≤M, ν ∈ N. Тодi, якщо

f(x) =

+∞∑
k=−∞

f̂(k)eikx ∈ Lq, 1 < q <∞,

то

F (x) =

+∞∑
k=−∞

λkf̂(k)eikx ∈ Lq

i iснує константа C3, яка залежить тiльки вiд q, така, що

‖F‖q ≤ C3(q)M‖f‖q.

Теорема В [26]. Нехай 1 < q < ∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того,
iснує ε > 0 таке, що послiдовнiсть ψ(t)t1−

1
q+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi

справедлива порядкова оцiнка

e⊥m(Dψ
β )q � ψ(m)m1− 1

q .

3. Основнi результати
Має мiсце таке твердження.

Теорема 1. Нехай 1 < p <∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iснує ε > 0
таке, що послiдовнiсть ψ(t)ta+ε, a = max { 1

p ,
1
2}, t ∈ N, не зростає.

Тодi справедливе наступне спiввiдношення

em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+ ,

де b+ = max{b; 0}.

Доведення. Отримаємо оцiнку зверху. Спочатку розглянемо випадок
1 < p ≤ 2. Виберемо l ∈ N з нерiвностi 2l−1 ≤ m < 2l i для j ∈ N
покладемо

kj =


0, j ≤ l,[

2
j
p ψ(2j)

2
l
p ψ(2l)

2l
]

+ 1, l < j ≤ γl,

0, j > γl,

(5)
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де [d] — цiла частина числа d i γ > 1 — деяке число, яке буде вказано
нижче.

Тодi, враховуючи той факт, що ψ(t)t
1
p+ε не зростає, маємо

∞∑
j=1

kj �
2l

2
l
pψ(2l)

∑
l<j≤γl

2
j
pψ(2j) + γl =

=
2l

2
l
pψ(2l)

∑
l<j≤γl

2j(
1
p+ε)ψ(2j)2−jε + γl�

� 2l

2
l
pψ(2l)

2l(
1
p+ε)ψ(2l)

∑
l<j≤γl

2−jε + γl�

� 2l

2
l
pψ(2l)

2l(
1
p+ε)ψ(2l)2−lε + γl� 2l.

Таким чином, для f ∈ Lψβ,p можемо записати

em(f)∞ ≤
∑

l<j≤γl

ekj (δj(f))∞ +
∑
j>γl

‖δj(f)‖∞ = I1 + I2. (6)

Оцiнимо спочатку I1. Для проведення наступних мiркувань скори-
стаємось оцiнкою з [27, наслiдок 5.1], яка вiдповiдно до наших позна-
чень має вигляд

ekj (δj(f))∞ �
(

2j

kj

) 1
2

log
2j

kj
‖δj(f)‖2, (7)

(тут i нижче log := log2).
Далi, використавши (7) i теорему А можемо записати

I1 �
∑

l<j≤γl

(
2j

kj

) 1
2

log
2j

kj
‖δj(f)‖2 �

�
∑

l<j≤γl

(
2j

kj

) 1
2

log
2j

kj
2j(

1
p−

1
2 )‖δj(f)‖p. (8)

Для того, щоб продовжити оцiнку покажемо, що виконується спiв-
вiдношення

‖δj(f)‖p � ψ(2j)‖δj(fψβ )‖p. (9)
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З цiєю метою розглянемо δj(f
ψ
β ) i оператор Λ, що задається послiдов-

нiстю
{λk} =

{
ψ(|k|)
ψ(2j)

e−i
π
2 βsignk

}
, 2j−1 ≤ |k| < 2j ,

i який дiє, як мультиплiкатор.
Подiявши оператором Λ на δj(f

ψ
β ), отримаємо

Λδj(f
ψ
β ) = Λ

∑
k∈ρ(j)

ei
π
2 βsignk

ψ(|k|)
f̂(k)eikx =

=
∑
k∈ρ(j)

1

ψ(2j)
f̂(k)eikx =

1

ψ(2j)
δj(f). (10)

Переконаємось, що послiдовнiсть {λk} задовольняє умови теоре-
ми Б. Зауважимо, що для цього достатньо перевiрити виконання тео-
реми Б для додатнiх k таких, що 2j−1 ≤ k < 2j .

Оскiльки ψ ∈ B i 2j−1 ≤ k < 2j , то виконуються умови:

1) |λk| =
∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2j)
e−i

π
2 β

∣∣∣∣ =
ψ(k)

ψ(2j)
≤M,

2)

2j−1∑
k=2j−1

|λk − λk+1| =

=

2j−1∑
k=2j−1

∣∣∣∣ ψ(k)

ψ(2j)
e−i

π
2 β − ψ(k + 1)

ψ(2j)
e−i

π
2 β

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

ψ(2j)

2j−1∑
k=2j−1

(ψ(k)− ψ(k + 1)) ≤

≤ 1

ψ(2j)
(ψ(2j−1)− ψ(2j)) ≤ ψ(2j−1)

ψ(2j)
≤M.

Таким чином, за теоремою Б має мiсце нерiвнiсть

‖Λδj(fψβ )‖p ≤ C4(p)‖δj(fψβ )‖p. (11)

З iншого боку, в силу рiвностi (10)

‖Λδj(fψβ )‖p =
1

ψ(2j)
‖δj(f)‖p. (12)
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Спiвставивши (11) i (12), приходимо до оцiнки (9).
Далi, оскiльки виконується спiввiдношення (9), то з урахуванням

(5), i того, що ψ ∈ B i ψ(t)t
1
p+ε не зростає, продовжимо оцiнку (8):

I1 �
∑

l<j≤γl

(
2j2−

j
pψ−1(2j)2−l2

l
pψ(2l)

) 1
2

×

×
(

log 2j − log

(
2
j
pψ(2j)2−

l
pψ−1(2l)2l

))
2j(

1
p−

1
2 )ψ(2j)�

� 2−
l
2 2

l
2pψ

1
2 (2l)

∑
l<j≤γl

ψ
1
2 (2j)2

j
2p

(
j − j

p
+
l

p
− l
)
�

� 2−
l
2 2

l
2pψ

1
2 (2l)

∑
l<j≤γl

ψ
1
2 (2j)2

j
2 ( 1
p+ε)2−

jε
2 (j − l)�

� 2−
l
2 2

l
2pψ

1
2 (2l)ψ

1
2 (2l)2

l
2 ( 1
p+ε)

∑
l<j≤γl

2−
jε
2 (j − l)�

� ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 ). (13)

Перейдемо до оцiнки I2. Використовуючи послiдовно теорему А,
оцiнку (9), а також враховуючи, що ψ(t)t

1
p+ε не зростає, маємо

I2 =
∑
j>γl

‖δj(f)‖∞ �
∑
j>γl

2
j
p ‖δj(f)‖p �

∑
j>γl

2
j
pψ(2j)‖δj(fψβ )‖p �

�
∑
j>γl

2
j
pψ(2j)� ψ(2γl)2γl(

1
p+ε)

∑
j>γl

2−jε � ψ(2γl)2γl
1
p . (14)

Спiвставивши (6), (13) i (14), отримуємо

em(f)∞ � ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 ) + ψ(2γl)2γl

1
p =

= ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + ψ(2γl)2γl

1
p

(
ψ(2l)2l(

1
p−

1
2 )

)−1)
=

= ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + ψ(2γl)2γl(

1
p+ε)2−γlε

(
ψ(2l)2l(

1
p−

1
2 )

)−1)
. (15)
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Оскiльки ψ(t)t
1
p+ε не зростає, то з (15) приходимо до оцiнки

em(f)∞ �

� ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + ψ(2l)2l(

1
p+ε)2−γlε

(
ψ(2l)2l(

1
p−

1
2 )

)−1)
�

� ψ(2l)2l(
1
p−

1
2 )

(
1 + 2lε(1−γ)2

l
2

)
.

Таким чином, поклавши γ > ( 1
2ε +1), i врахувавши вибiр l, з останньої

оцiнки отримуємо
em(f)∞ � ψ(m)m

1
p−

1
2 . (16)

Нехай тепер 2 < p <∞. В такому випадку шукана оцiнка випливає
iз вкладення Lψβ,p ⊆ L

ψ
β,2 i оцiнки (16) при p = 2.

Оцiнку зверху доведено.
Для встановлення оцiнки знизу достатньо скористатися результа-

том отриманим в роботi [28]:

em(Lψβ,p)q � ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+ , 1 < q <∞,

та спiввiдношенням:

em(Lψβ,p)∞ � em(Lψβ,p)q.

Теорему 1 доведено.

Зауваження 1. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1
p порядок величини

em(Lψβ,p)∞, 1 ≤ p ≤ ∞ було встановлено у роботi [29].

Зауваження 2. В теоремi 1 вдалося покращити оцiнку зверху вели-
чини em(Lψβ,p)∞, яка отримана в роботi [28]:

ψ(m)m( 1
p−

1
2 )+ � em(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m( 1

p−
1
2 )+
√

logm.

В наступному твердженнi встановимо точну по порядку оцiнку ве-
личини e⊥m(Lψβ,p)∞, 1 < p <∞.

Теорема 2. Нехай 1 < p <∞, ψ ∈ B, β ∈ R i, крiм того, iснує ε > 0

таке, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε, t ∈ N, не зростає. Тодi має мiсце

оцiнка
e⊥m(Lψβ,p)∞ � ψ(m)m

1
p .
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Доведення. Доведемо оцiнку зверху. Нехай l i m такi, що
2l < m ≤ 2l+1. Використовуючи послiдовно нерiвнiсть Мiнковського,
теорему А та (9), маємо

e⊥m(Lψβ,p)∞ �
∥∥∥∥f −∑

j<l

δj(f)

∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∑
j≥l

δj(f)

∥∥∥∥
∞
�
∑
j≥l

‖δj(f)‖∞ �

�
∑
j≥l

2
j
p ‖δj(f)‖p �

∑
j≥l

2
j
pψ(2j)‖δj(fψβ )‖p �

∑
j≥l

2
j
pψ(2j). (17)

Прийнявши до уваги, що послiдовнiсть ψ(t)t
1
p+ε не зростає, продов-

жимо оцiнку (17)

e⊥m(Lψβ,p)∞ �
∑
j≥l

2j(
1
p+ε)ψ(2j)2−jε � 2l(

1
p+ε)ψ(2l)

∑
j≥l

2−jε �

� ψ(2l)2l
1
p � ψ(m)m

1
p .

Оцiнку зверху доведено.
Для доведення оцiнки знизу скористаємось теоремою В. Нехай Θm

є довiльний набiр iз m цiлих чисел n1, ..., nm, i для f ∈ Lψβ,p

SΘm(f, x) =

m∑
k=1

f̂(nk)einkx.

Тодi, враховуючи (1), можемо записати

I3 = sup
f∈Lψβ,p

∣∣∣∣∣∣∣∣f − SΘm(f)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞

=

= sup
‖ϕ‖p≤1

∥∥∥∥ϕ ∗Dβ
ψ − ϕ ∗

∑
k∈Θm

eikx ∗Dβ
ψ

∥∥∥∥
∞
. (18)

Далi, поклавши
tm(x) =

∑
k∈Θm

eikx ∗Dβ
ψ,

iз (18) будемо мати

I3 = sup
‖ϕ‖p≤1

‖ϕ ∗ (Dβ
ψ − tm)‖∞ = ‖Dβ

ψ − tm‖p′ ≥ e
⊥
m(Dβ

ψ)p′ ,
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де 1
p + 1

p′ = 1.
Звiдси, скориставшись теоремою В, приходимо до шуканої оцiнки

знизу величини e⊥m(Lψβ,p)∞.
Теорему 2 доведено.

Порiвняємо результати теорем 1 та 2. В першу чергу зазначимо,
що безпосередньо з означення величин em(Lψβ,p)∞ i e⊥m(Lψβ,p)∞ можемо
записати

em(Lψβ,p)∞ ≤ e
⊥
m(Lψβ,p)∞.

Далi, спiвставивши результати теореми 1 i 2 отримуємо, що мiж ве-
личинами em(Lψβ,p)∞ та e⊥m(Lψβ,p)∞ у випадку 1 < p ≤ 2 має мiсце
спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,p)∞ � m
1
2 em(Lψβ,p)∞

Якщо ж 2 < p <∞, то справедливе таке спiввiдношення

e⊥m(Lψβ,p)∞ � m
1
p em(Lψβ,p)∞.

Зауваження 3. У випадку ψ(|k|) = |k|−r, r > 1
p порядок величини

e⊥m(Lψβ,p)∞, 1 < p <∞ встановлено А. С. Романюком (див., наприклад,
[23, с. 140]).
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