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We establish the solvability of nonlocal two-point problem for a time
evolution equation with the conjugate operator of generalized differenti-
ation of Gelfond-Leontiev on space of generalized functions S′ type’s.

Встановлено розв’язнiсть нелокальної двоточкової за часом задачi для
еволюцiйного рiвняння з оператором, спряженим до оператора уза-
гальненого диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва, у просторi уза-
гальнених функцiй типу S′.

Вступ

У працi [1] I.М. Гельфанд та Г.Є Шилов виклали метод побудови фун-
кцiональних просторiв нескiнченно диференцiйовних функцiй, зада-
них на R, на якi накладаються умови спадання на нескiнченностi i
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зростання похiдних зi збiльшенням порядку, що виражаються за до-
помогою нерiвностей

|xkϕ(n)(x)| ≤ ckn, {k, n} ⊂ Z+, (1)

де {ckn} – подвiйна послiдовнiсть додатних чисел. Якщо цi числа змi-
нюються довiльним чином разом iз ϕ, то одержуємо простiр Л. Швар-
ца S швидко спадних на R функцiй. Якщо ckn = lkmn, де {lk, k ∈ Z+},
{mn, n ∈ Z+} – деякi послiдовностi, то маємо простори Smn

lk
, якi й

досi повнiстю ще не дослiдженi. Найбiльш детально вивчено випадок,
коли lk = kkα, α > 0, mn = nnβ , β > 0, вiдповiднi простори при цьо-
му позначають символом Sβα. При конкретному пiдборi послiдовностей
{lk, k ∈ Z+}, {mn, n ∈ Z+} (див. [2]) у просторах Smn

lk
мiстяться i вiдомi

простори типу W , введенi у [3] Б.Л. Гуревичем (див. також [4]). У цих
просторах для характеристики поведiнки функцiй на нескiнченностi
замiсть степеневих використовуються опуклi функцiї.

У [5] дослiдженi узагальненi простори Smn

lk
, що складаються з не-

скiнченно диференцiйовних на R функцiй, на якi накладаються умови
спадання на нескiнченностi та зростання похiдних iз збiльшенням по-
рядку, якi описуються нерiвностями (1).

Простори Sβα, а також простори типу W широко використовуються
при дослiдженнi проблеми про класи єдиностi та класи коректностi
задачi Кошi для рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими (чи за-
лежними лише вiд часу) коефiцiєнтами.

В теорiї аналiтичних у крузi функцiй вивчається питання про пред-
ставлення лiнiйних неперервних вiдображень у виглядi диференцiаль-
них або iнтегральних операторiв, операторiв узагальненого диферен-
цiювання та iнтегрування. Рiзнi аспекти цiєї проблеми дослiджували
Ж. Дельсарт, Ж.-Л. Лiонс, Ю.Ф. Коробейник, Н.И. Нагнибiда, В.В.
Напалков, В.А. Ткаченко, В.В. Подпорiн, С.С. Лiнчук та iншi мате-
матики. Важливий клас операторiв узагальненого диференцiювання
складають оператори Гельфонда-Лонтьєва, введенi в серединi XX сто-
лiття при вивченнi розкладiв цiлих функцiй в узагальненi ряди Фур’є.
Властивостi таких операторiв дослiджували та продовжуються дослi-
джувати математики в просторi A∞ однозначних i цiлих в C функцiй
iз топологiєю компактної збiжностi (A∞ – не нормований простiр, але в
той же час A∞ є простором Фреше). Прикладами iнших просторiв, що
складаються з цiлих функцiй, можуть бути простори Sβα, {α, β} ⊂ (0, 1)
[1], а також простори типу W [3, 4]. Функцiї з таких просторiв на дiй-
снiй осi разом з усiма своїми похiдними при |x| → ∞ спадають швидше
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за exp(−a|x|), a > 0, x ∈ R. Топологiя таких просторiв вiдмiнна вiд то-
пологiї простору A∞.

У [5] дослiдженi оператори узагальненого диференцiювання
Гельфонда-Леонтьєва скiнченного та нескiнченного порядкiв у просто-
рах Smn

lk
. Це дозволило розширити клас еволюцiйних рiвнянь, для яких

природним середовищем дослiдження задачi Кошi та нелокальних за
часом задач є простори типу S. В [6] за допомогою ”операторного ме-
тоду” встановлено розв’язнiсть задачi Кошi та двоточкової за часом
задачi для еволюцiйних рiвнянь з операторами узагальненого дифе-
ренцiювання в узагальнених просторах типу S. У данiй роботi вста-
новлюється розв’язнiсть двоточкової за часом задачi для еволюцiйних
рiвнянь, що мiстять оператори, спряженi до операторiв узагальнено-
го диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва, у просторах узагальнених
функцiй типу (Smn

lk
)′ (просторах, топологiчно спряжених до Smn

lk
), да-

ється формула, що визначає розв’язок задачi.
Дослiдження вказаної задачi у просторах (Smn

lk
)′ є природним,

оскiльки гранична функцiя може мати особливостi в однiй чи кiлькох
точках. Якщо цi особливостi степеневого порядку, то така функцiя до-
пускає регуляризацiю в просторах узагальнених функцiй скiнченного
порядку типу розподiлiв Соболєва-Шварца. Якщо ж порядок особли-
востей вищий за степеневий, то така функцiя є узагальненою функцi-
єю нескiнченного порядку (наприклад, ультрарозподiлом, гiперфун-
кцiєю). У роботi також описується оператор, спряжений до оператора
узагальненого диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва довiльного фi-
ксованого порядку.

1.

Розглянемо послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+} додатних чисел, що володiють
такими властивостями:

1) ∀n ∈ Z+: mn ≤ mn+1, m0 = 1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn ≥ cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 ≤Mhnmn;
4) ∀n ∈ Z+: m2

n ≤ mn−1 ·mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, k} ⊂ Z+: mn ·mk ≤ ALn+kmn+k.
Прикладами вказаних послiдовностей можуть бути послiдовностi

Жевреmn = nnβ imn = (n!)β , n ∈ Z+, де β > 0 – фiксований параметр
[7]. Тут також розглянемо послiдовнiсть {lk}, яка володiє властивостя-
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ми 1) – 5). Символом Smn

lk
позначимо сукупнiсть функцiй ϕ ∈ C∞(R),

що задовольняють умову:

∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnlkmn.

Smn

lk
спiвпадає з об’єднанням злiченно-нормованих просторiв Smn,B

lk,A

за всiма iндексами {A,B} ⊂ N [5]; система норм в Smn,B
lk,A

визначається
за допомогою формул

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,n

|xkϕ(n)(x)|
(A+ δ)k(B + ρ)nlkmn

, {δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,

1

3
, . . .

}
.

У введених просторах визначенi i є неперервними оператори мно-
ження на x та на всi многочлени, на деякi нескiнченно диференцiйовнi
функцiї, що задовольняють певнi умови (зокрема, на функцiї iз роз-
глянутих просторiв), оператори диференцiювання, зсуву та розтягу.

Розглянемо послiдовностi {mn}, {lk} спецiального вигляду, а саме
mn = n!ρn, lk = k!dk, де {ρn, n ∈ Z+} – послiдовнiсть додатних чи-
сел, що задовольняє умови: а) послiдовнiсть {ρn} монотонно спадає;
б) lim

n→∞
n
√
ρn = 0. Припускатимемо також, що послiдовнiсть {dk} воло-

дiє властивостями, аналогiчними до властивостей а), б). Послiдовностi
{n!ρn}, {k!dk} мають властивостi 1) – 5) (див. [5]).

Покладемо

γ(x) =


1, |x| < 1,

inf
k∈Z+

k!dk
|x|k

, |x| ≥ 1;
ρ(y) =


1, |y| < 1,

sup
n∈Z+

|y|n

n!ρn
, |y| ≥ 1.

Вiдмiтимо, що ρ – неперервно диференцiйовна, парна на R функцiя,
яка монотонно зростає на промiжку [1,+∞), при цьому [5]

∃c0 > 0 ∃c > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) : ρ(x) ≥ c0ec|x|.

Наприклад, якщо mn = nn(1−β) = nnρn, ρn = n−nβ , 0 < β < 1, то
ρ(x) ∼ exp(|x|1/(1−β)).

Функцiя γ – додатна, неперервно диференцiйовна, парна на R фун-
кцiя, яка монотонно спадає на промiжку [1,+∞); до того ж

∃c′0 > 0 ∃c′ > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) : γ(x) ≤ c′0e−c
′|x|.
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Наприклад, якщо lk = kk(1−α) = kkdk, dk = k−kα, 0 < α < 1, то γ
задовольняє нерiвностi [1]:

exp
(
− 1− α

e
|x|1/(1−α)

)
≤ γ(x) ≤ c exp

(
− 1− α

e
|x|1/(1−α)

)
,

c = e(1−α)e/2.

В [5] доведена така теорема: функцiя ϕ ∈ C∞(R) належить простору
Smn

lk
тодi й тiльки тодi, коли вона аналiтично продовжується на ком-

плексну площину до цiлої функцiї ϕ(z), z ∈ C, яка задовольняє умову

∃a, b, c > 0 ∀z = x+ iy ∈ C : |ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by).

Символом (Smn

lk
)′ позначимо простiр всiх лiнiйних неперервних

функцiоналiв на Smn

lk
зi слабкою збiжнiстю, елементи цього просто-

ру будемо називати узагальненими функцiями.

2.

Нагадаємо, що оператор узагальненого диференцiювання Гельфонда-
Леонтьєва (який позначимо символом Dm(F, ·), m ∈ N фiксоване) у
просторi AR, 0 < R ≤ +∞, – просторi однозначних i аналiтичних в
крузi KR = {z : |z| < R} функцiй з топологiєю компактної збiжностi
– визначається за допомогою фiксованої аналiтичної функцiї F (z) =
∞∑
k=0

akz
k, F ∈ Ar, таким чином [8]. Якщо ϕ(z) =

∞∑
k=0

bkz
k – довiльна

функцiя з простору AR, то за визначенням

Dm(F,ϕ)(z) =

∞∑
k=m

bk
ak−m
ak

zk−m, (2)

при цьому припускається, що lim
k→∞

k−m
√
|ak−m|/|ak| = 1.

Вiдмiтимо вiдомi властивостi оператора Dm(F, ·) [8]:
1) Dm(F,ϕ1 + ϕ2) = Dm(F,ϕ1) +Dm(F,ϕ2);
2) Dm(F, cϕ) = cDm(F,ϕ), c = const;
3) Dm(ez, ϕ) = dmϕ/dzm;
4) Dm(F,Dn(F,ϕ)) = Dm+n(F,ϕ).
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Цi властивостi вказують на те, що Dm(F,ϕ) дiйсно можна розумiти
як узагальнену похiдну порядку m функцiї ϕ, породжену функцiєю
F (z) (замiсть функцiї ez).

Нехай F (z) =

∞∑
k=0

akz
k – цiла функцiя, коефiцiєнти {ak, k ∈ Z+}

якої задовольняють умову

∃α > 0 ∃L > 1 ∀k ≥ m :
∣∣∣ ak
ak+m

∣∣∣ ≤ αLk+m (3)

(m ∈ N фiксоване). Визначимо оператор узагальненого диференцiю-

вання у просторi Smn
mk

за формулою (2), де z = x ∈ R, ϕ(x) =

∞∑
k=0

bkx
k

– довiльна функцiя iз простору Smn
mk

. В [5] доведено, що оператор уза-
гальненого диференцiювання Dm(F, ·) визначений коректно в Smn

mk
для

довiльного фiксованого m ∈ N та неперервно вiдображає цей простiр
у себе.

Прикладом оператора Dm(F, ·), що дiє в просторi Smn
mk

, може бу-
ти оператор узагальненого диференцiювання, побудований за цiлою
функцiєю

F (z) =

∞∑
k=0

akz
k ≡ 1 +

∞∑
k=1

zk

Q(1)Q(2) . . . Q(k)
,

де Q – полiном: Q(x) = apx
p+ · · ·+a1x, причому Q(k) 6= 0, k ∈ N (якщо

Q(k) = k, то F (z) = ez). У цьому випадку [8, с. 75]

Dm(F,ϕ) =

mp∑
k=m

∆
(m)
k

k!
zk−mϕ(k)(z),

де коефiцiєнти ∆
(m)
k мають спецiальний вигляд. Можна також пока-

зати, що коефiцiєнти ak, k ∈ N, задовольняють умову (3) зi сталою
L = γL0 > 1, де γ = max{1, α0p · 2p}, α0 = max

1≤i≤p
|ai|, L0 = ec0 > 1,

c0 > 0 (див. [5]).
Для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
= At, (t, x) ∈ [0, T ]× R ≡ Ω, (4)
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розглянемо нелокальну двоточкову за часом задачу

µ1u(t, ·)|t=0 − µ2u(t, ·)|t=T = ϕ,ϕ ∈ Smn
mk

, (5)

де T ∈ (0,∞), {µ1, µ2} ⊂ (0,∞) – фiксованi числа, µ1 > µ2.
Пiд розв’язком задачi (4), (5) розумiтимемо функцiю u(t, x), ди-

ференцiйовну по t, яка при кожному t ∈ [0, T ] є елементом просто-
ру Smn

mk
, задовольняє рiвняння (4) i умову (5) в тому розумiннi, що

µ1 lim
t→+0

u(t, ·) − µ2 lim
t→T−0

u(t, ·) = ϕ, де границi розглядаються у про-

сторi Smn
mk

; при цьому u неперервно залежить вiд ϕ.
У [9] доведено, що двоточкова задача (4), (5) розв’язна у просторi

Smn
mk

i розв’язок зображається формулою

u(t, x) = µ−1
2

∞∑
n=0

µ−(n+1)e(t+nT )Aϕ(x) =

= µ−1
2 etA

( ∞∑
n=0

µ−(n+1)enTAϕ(x)
)
, µ = µ1/µ2.

3.

Нехай An := Dn(F, ·), n ∈ N – фiксовано. Символом (An)∗ позначи-
мо оператор, спряжений до оператора узагальненого диференцiюван-
ня An. Оскiльки An: Smn

mk
→ Smn

mk
, то (An)∗: (Smn

mk
)′ → (Smn

mk
)′.

Кожнiй функцiї ϕ ∈ Smn
mk

поставимо у вiдповiднiсть послiдовнiсть
її коефiцiєнтiв Тейлора bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+} ∈ C0, де C0 – про-
стiр збiжних до нуля послiдовностей. При цьому рiзним функцiям
iз простору Smn

mk
вiдповiдають рiзнi послiдовностi з C0. Дiйсно, якщо

{ϕ1, ϕ2} ⊂ Smn
mk

, ϕ1 6= ϕ2, то iснує k ∈ Z+ таке, що bk(ϕ1) 6= bk(ϕ2).
Якщо б це було не так, то ϕ(k)

1 (0) = ϕ
(k)
2 (0) для кожного k ∈ Z+, тобто

ϕ1(x) =

∞∑
k=0

ϕ
(k)
1 (0)

k!
xk =

∞∑
k=0

ϕ
(k)
2 (0)

k!
xk = ϕ2(x), x ∈ R.

Отже, вiдображення

B : Smn
mk
3 ϕ→ bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+} ∈ C0
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iн’єктивне; B, як оператор, є, зрозумiло, лiнiйним i таким, що має
обернений, оскiльки KerB = {0}.

Вiдображення B спiвставляє функцiї ψn := Dn(F,ϕ) ≡ Anϕ ∈ Smn
mk

послiдовнiсть

bψn
=
{
bn
a0

an
, bn+1

a1

an+1
, bn+2

a2

an+2
, . . .

}
∈ C0.

Розглянемо оператор Ãn: C0 → C0, який ставить у вiдповiднiсть
кожнiй послiдовностi bϕ = Bϕ ∈ C0, ϕ ∈ Smn

mk
, послiдовнiсть Bψn,

тобто ÃnBϕ = bψn
= BAnϕ, ϕ ∈ Smn

mk
. З останнього спiввiдношення

отримаємо, що

(ÃnB)∗ = (BAn)∗, (An)∗B∗ = B∗(Ãn)∗.

Отже, оператор, спряжений до оператора An можна представити у
виглядi: (An)∗ = B∗(Ãn)∗(B∗)−1, при цьому

(Ãn)∗ : C ′0 → C ′0, B
∗ : C ′0 → (Smn

mk
)′,

(B∗)−1 : (Smn
mk

)′ → C ′0,

(Ãn)∗(B∗)−1 : (Smn
mk

)′ → C ′0.

Вiзьмемо будь-який функцiонал g ∈ C ′0. Вiдомо, що C ′0
∼= l1, де

l1 – простiр абсолютно сумовних послiдовностей g = {gk, k ∈ Z+}.
Дiя функцiоналу g ∈ C ′0

∼= l1 на елемент bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+} ∈ C0

задається формулою 〈g, bϕ〉 =

∞∑
k=0

bk(ϕ)gk. Отже, для будь-якого g ∈ C ′0
маємо, що

〈g,BAnϕ〉 = 〈g, ÃnBϕ〉 = 〈(Ãn)∗g,Bϕ〉 = 〈(Ãn)∗g, bϕ〉;

〈g, ÃnBϕ〉 = 〈g, Ãnbϕ〉 = 〈g, bψn〉 = bn
a0

an
g0 + bn+1

a1

an+1
g1+

+bn+2
a2

an+2
g2 + · · · = bn

a0

an
g0 + bn+1

a1

an+1
g1 + . . . (6)

Нехай
(Ãn)∗g := g∗ = {g∗0 , g∗1 , . . . } ∈ C ′0 ∼= l1;
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з (6) випливає, що

〈(Ãn)∗g, bϕ〉 = b0g∗0 + · · ·+ bn−1g∗n−1 + bng∗n+

+bn+1g∗n+1 + · · · = bn
a0

an
g0 + bn+1

a1

an+1
g1 + . . .

Отже,

g∗ =
{

0, . . . , 0,
a0

an
g0,

a1

an+1
g1, . . .

}
. (7)

4.
У просторi (Smn

mk
)′ розглянемо рiвняння

du(t)

dt
= (An)∗u(t), t ∈ [0, T ], 0 < T < +∞, (8)

пiд розв’язком якого розумiємо абстрактну функцiю параметра t зi
значеннями у просторi (Smn

mk
)′, яка задовольняє це рiвняння.

Якщо для рiвняння (8) задано умову

µ1u|t=0 − µ2u|t=T = ψ, ψ ∈ (Smn
mk

)′, (9)

(µ1, µ2 > 0, µ1 6= µ2 – фiксованi параметри), то пiд розв’язком двото-
чкової задачi (8), (9) розумiємо розв’язок рiвняння (8), який задоволь-
няє умову (9) у слабкому сенсi, тобто

µ1 lim
t→+0

〈u(t), ϕ〉 − µ2 lim
t→T−0

〈u(t), ϕ〉 = 〈ψ,ϕ〉

для будь-якої функцiї ϕ ∈ Smn
mk

.
Оскiльки (An)∗ = B∗(Ãn)∗(B∗)−1, то рiвняння (8) має вигляд

du(t)

dt
= B∗(Ãn)∗(B∗)−1u(t) (10)

Пiд дiєю вiдображення (B∗)−1 (10) перейде у рiвняння

(B∗)−1 du(t)

dt
= (Ãn)∗(B∗)−1u(t), (11)

а умова (9) набуде вигляду

µ1(B∗)−1u|t=0 − µ2(B∗)−1u|t=T = (B∗)−1ψ ∈ C ′0. (12)
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Введемо позначення: (B∗)−1u(t) := g(t) ∈ C ′0. Оскiльки C ′0 ∼= l1, то
g(t) = {g0(t), g1(t), . . . }. Використавши формулу (7) знайдемо, що

(Ãn)∗(B∗)−1u(t) = (Ãn)∗g(t) := g∗(t) =

=
{

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
a0

an
g0(t),

an
an+1

g1(t), . . .
}
. (13)

Функцiя g(t), як абстрактна функцiя параметра t iз значеннями в про-
сторi C ′0, диференцiйовна по t. Дiйсно,

dg(t)

dt
= lim

∆t→0

g(t+ ∆t)− g(t)

∆t
= lim

∆t→0
(B∗)−1

[u(t+ ∆t)− u(t)

∆t

]
=

= (B∗)−1
[

lim
∆t→0

u(t+ ∆t)− u(t)

∆t

]
= (B∗)−1 du

dt

(тут ми використали те, що
∆u

∆t
→ du

dt
при ∆t → 0 у просторi (Smn

mk
)′

внаслiдок диференцiйовностi u(t), t ∈ [0, T ], як абстрактної функцiї
параметра t зi значеннями в просторi (Smn

mk
)′). Отже,

(B∗)−1 du(t)

dt
=

d

dt
((B∗)−1u(t)) = {g′0(t), g′1(t), . . . }, t ∈ [0, T ]. (14)

Iз спiввiдношень (13), (14) та рiвняння (11) отримаємо, що

g′0(t) = 0, g′1(t) = 0, . . . , g′n−1(t) = 0, t ∈ [0, T ],

тобто
g0(t) = c0, g1(t) = c1, . . . , gn−1(t) = cn−1, t ∈ [0, T ],

де ci = const, i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Тодi

g′n(t) =
a0

an
g0(t) =

a0

an
c0,

g′n+1(t) =
an
an+1

g1(t) =
a1

an+1
c1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g′2n−1(t) =
an−1

a2n−1
gn−1(t) =

an−1

a2n−1
cn−1.
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Звiдси знаходимо, що

gn(t) =
a0

an
c0t+ cn,

gn+1(t) =
a1

an+1
c1t+ cn+1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g2n−1(t) =
an−1

a2n−1
cn−1t+ c2n−1.

Нехай (B∗)−1ψ = {ψ0, ψ1, . . . } ∈ C ′0 ∼= l1. Враховуючи умову (12), а
також неперервнiсть g(t) як абстрактної функцiї параметра t зi значе-
ннями в просторi C ′0, знайдемо, що

µ1g(t)|t=0 − µ2g(t)|t=T =

= µ1 lim
t→+0

{g0(t), g1(t), . . . } − µ2 lim
t→T−0

{g0(t), g1(t), . . . } =

= µ1{g0(0), g1(0), . . . } − µ2{g0(T ), g1(T ), . . . }.

Отже,
µ1gi(0)− µ2gi(T ) = ψi, i ∈ {0, 1, 2, . . . }. (15)

Якщо l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, то, внаслiдок отриманих ранiше спiввiд-
ношень, (15) набуде вигляду µ1cl −µ2cl = ψl, тобто cl = ψl(µ1−µ2)−1,
l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Якщо i ∈ {n, n+ 1, . . . , 2n− 1}, то

µ1ci − µ2

(al
ai
clT + ci

)
= ψi,

l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, i ∈ {n, n+ 1, . . . , 2n− 1},

або

ci(µ1 − µ2) =
alcl
ai

µ2T + ψi, ci =
ψi

µ1 − µ2
+
al
ai

µ2Tψl
(µ1 − µ2)2

.

Наприклад,

cn =
ψn

µ1 − µ2
+
a0

an

µ2Tψ0

(µ1 − µ2)2
,

cn+1 =
ψn+1

µ1 − µ2
+

a1

an+1

µ2Tψ1

(µ1 − µ2)2
, . . .
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Отже,

gn(t) =
a0

an

ψ0

µ1 − µ2
t+

ψn
µ1 − µ2

+
a0

an

µ2Tψ0

(µ1 − µ2)2
=

=
a0

an

ψ0

µ1 − µ2

[
t+

µ2

µ1 − µ2
T
]

+
ψn

µ1 − µ2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

g2n−1(t) =
an−1

a2n−1

ψn−1

µ1 − µ2

[
t+

µ2

µ1 − µ2
T
]

+
ψ2n−1

µ1 − µ2
.

Далi знаходимо, що

g′2n(t) =
an
a2n

gn(t) =
a0

a2n

ψ0

µ1 − µ2

[
t+

µ2

µ1 − µ2
T
]
+

+
an
a2n

ψn
µ1 − µ2

,

тобто

g2n(t) =
a0

a2n

ψ0

µ1 − µ2

[ t2
2

+
µ2T

µ1 − µ2
t
]

+
an
a2n

ψn
µ1 − µ2

t+ c2n.

Iз врахуванням (15) маємо спiввiдношення

µ1g2n(0)− µ2g2n(T ) = ψ2n,

яке рiвносильне спiввiдношенню

µ1c2n − µ2

[ a0

a2n

ψ0

µ1 − µ2

(T 2

2
+

µ2T
2

µ1 − µ2

)
+

+
an
a2n

ψn
µ1 − µ2

T + c2n

]
= ψ2n,

з якого знаходимо c2n, i, отже, g2n(t). Продовжуючи цей процес, зна-
йдемо всi координати gi(t), i ∈ Z+.

Отже, формальний розв’язок двоточкової задачi (8), (9) має вигляд

u(t) = B∗g(t) ≡ B∗{g0(t), g1(t), . . . } ⊂ (Smn
mk

)′.

Оскiльки u(t) задовольняє рiвняння (8) у слабкому сенсi (у сенсi уза-
гальнених функцiй), то з’ясуємо, як дiє функцiонал u(t) на будь-яку
функцiю ϕ ∈ Smn

mk
.
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Маємо, що

〈u(t), ϕ〉 = 〈B∗g(t), ϕ〉 = 〈g(t), Bϕ〉,

Bϕ = {bk(ϕ), k ∈ Z+}, де bk(ϕ), k ∈ Z+, – коефiцiєнти Тейлора функцiї
ϕ, g(t) ∈ C ′0 ∼= l1 при кожному t ∈ [0, T ]. Отже,

〈u(t), ϕ〉 =

∞∑
k=0

bkgk(t) =

∞∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
gk(t), t ∈ [0, T ], (16)

gk(t), k ∈ Z+, визначаються за вiдповiдними формулами. Формула (16)
задає функцiонал u(t) на Smn

mk
при кожному t ∈ [0, T ]; u(t) задовольняє

рiвняння (8) та умову (9), оскiльки

µ1 lim
t→+0

〈u(t), ϕ〉 − µ2 lim
t→T−0

〈u(t), ϕ〉 =

= µ1 lim
t→+0

〈g(t), Bϕ〉 − µ2 lim
t→T−0

〈g(t), Bϕ〉 =

= µ1〈g(0), Bϕ〉 − µ2〈g(T ), Bϕ〉 = µ1

∞∑
k=0

bkgk(0)− µ2

∞∑
k=0

bkgk(T ) =

=

∞∑
k=0

bk(µ1gk(0)− µ2gk(T )) =

∞∑
k=0

bkψk = 〈ψ,ϕ〉.

Останнi спiввiдношення випливають з того, що умова (9) еквiвалентна
умовi (12), (B∗)−1u(t) = g(t) як абстрактна функцiя параметра t зi
значеннями у просторi C ′0, неперервна по t ∈ [0, T ], тому g(t) → g(0)
при t→ +0, g(t)→ g(T ) при t→ T − 0 в C ′0.

Отже, доведено таке твердження.

Теорема 1. Двоточкова задача (8), (9) розв’язна в просторi (Smn
mk

)′,
при цьому

〈u(t), ϕ〉 =

∞∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!
gk(t), t ∈ [0, T ], ϕ ∈ Smn

mk
,

g(t) = {g0(t), g1(t), . . . } ∈ l1 ∼= C ′0 при кожному t ∈ [0, T ].
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Зауваження 1. Якщо u(t) при кожному t ∈ [0, t] – регулярна уза-
гальнена функцiя з простору (Smn

mk
)′, то

〈u(t), ϕ〉 =

∫
R

u(t)ϕ(t)dt, ∀ϕ ∈ Smn
mk

.

Очевидно, що формула (16) є бiльш придатною для застосувань.

Зауваження 2. Якщо µ2 = 0, µ1 = 1, то умова (9) вироджується у
початкову умову для рiвняння (8). Отже, у цьому випадку (8), (9) –
задача Кошi.

Як приклад, розглянемо задачу (8), (9) з граничним елементом ψ =
δ ∈ (Smn

mk
)′, де δ – дельта-функцiя Дiрака. Оскiльки 〈δ, ϕ〉 = ϕ(0), то

для будь-якої функцiї ϕ(x) =

∞∑
k=0

bkx
k ∈ Smn

mk
маємо ϕ(0) = b0. Звiдси

та з формули
∞∑
k=0

bkψk = 〈δ, ϕ〉 = 〈(B∗)−1δ,Bϕ〉 = ϕ(0) = b0

знаходимо елемент (B∗)−1δ ∈ C ′0
∼= l1: (B∗)−1δ = {1, 0, 0, . . . }.

Враховуючи спiввiдношення, якi визначають g(t) = (B∗)−1u(t) =
{g0(t), g1(t), . . . } ∈ C ′0 ∼= l1, знайдемо, що

g(t) =

{
1

µ1 − µ2
, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

,
a0

an(µ1 − µ2)

(
t+

µ2T

µ1 − µ2

)
, 0, . . . , 0,

a0

a2n

1

µ1 − µ2

( t2
2

+
µ2Tt

µ1 − µ2

)
+

a0

a2n

µ2T
2

(µ1 − µ2)2

(1

2
+

µ2

µ1 − µ2

)
, 0, . . .

}
.

Вiдмiтимо, що у випадку задачi Кошi (µ1 = 1, µ2 = 0)

g(t) =
{

1, 0, . . . , 0,
a0

an
t, 0, . . . , 0,

a0

2a2n
t2, . . .

}
.

Тодi для будь-якої функцiї ϕ(x) =

∞∑
k=0

bkx
k ∈ Smn

mk

〈u(t), ϕ〉 =
b0

µ1 − µ2
+

a0bn
an(µ1 − µ2)

(
t+

µ2T

µ1 − µ2

)
+ . . .
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Для того, щоб безпосередньо переконатися в тому, що u(t) –
розв’язок рiвняння (8), доведемо, що u(t) задовольняє спiввiдношення

(B∗)−1 du

dt
= (Ãn)∗(B∗)−1u(t) при кожному t ∈ [0, T ]. Оскiльки

(B∗)−1 du

dt
=

d

dt
((B∗)−1u(t)) = g′(t) = {g′0(t), g′1(t), . . . } ∈ l1,

то
g′(t) =

{
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
a0

an(µ1 − µ2)
, 0, . . . , 0,

a0

a2n(µ1 − µ2)

(
t+

µ2T

µ1 − µ2

)
, 0, . . .

}
.

З iншого боку,

(Ãn)∗(B∗)−1u(t) = (Ãn)∗g(t) ≡ g∗(t) =

=
{

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

,
a0

an
g0(t),

a1

an+1
g1(t), . . .

}
∈ l1.

З’ясуємо, чи виконується рiвнiсть g′(t) = g∗(t), t ∈ [0, T ]. Очевидно,
що першi n − 1 координат вказаних елементiв спiвпадають. Оскiльки
g0(t) = (µ1 − µ2)−1, то

g∗n(t) =
a0

an
g0(t) =

a0

an

1

µ1 − µ2
= g′n(t), t ∈ [0, T ].

Аналогiчно,

g∗n+1(t) =
a1

an+1
g1(t) = 0 = g′n+1(t), t ∈ [0, 1]

й т.д. Наприклад,

g′2n(t) =
a0

an

1

µ1 − µ2

(
t+

µ2T

µ1 − µ2

)
,

g∗2n(t) =
an
a2n

gn(t) =
an
a2n

a0

an

1

µ1 − µ2

(
t+

µ2T

µ1 − µ2

)
= g′2n(t).

Продовжуючи цей процес, знайдемо, що g′n(t) = g∗n(t), ∀n ∈ Z+, тобто
g′(t) = g∗(t) у кожнiй точцi t ∈ [0, T ], що й треба було довести. Аб-
страктна функцiя u(t) задовольняє також умову (9). Для перевiрки
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цього досить встановити, що координати елемента g(t) = (B∗)−1u(t),
t ∈ [0, T ], задовольняють спiввiдношення (15). При i = 0 маємо:

µ1g0(0)− µ2g0(T ) =
µ1

µ1 − µ2
− µ2

µ1 − µ2
= 1 = ψ0.

Якщо i ∈ {1, . . . , n− 1}, то

µ1gi(0)− µ2gi(T ) = 0 = ψi.

Вiзьмемо n-у координату g(t):

µ1gn(0)− µ2gn(T ) = µ1
a0µ2T

an(µ1 − µ2)2
−

−µ2
a0

an(µ1 − µ2)

(
T +

µ2T

µ1 − µ2

)
=

=
a0µ1µ2T

an(µ1 − µ2)2
− a0µ

2
2T

an(µ1 − µ2)2
− a0µ2T

an(µ1 − µ2)
=

=
a0µ2T (µ1 − µ2)

an(µ1 − µ2)2
− a0µ2T

an(µ1 − µ2)
= 0 = ψn

й т.д. Звiдси випливає спiввiдношення

µ1 lim
t→+0

u(t)− µ2 lim
t→T−0

u(t) = ψ,

яке виконується у просторi (Smn
mk

)′.
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