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The fundamental solution of the Cauchy problem for second order
degenerate parabolic equation was constructed and its properties were
investigated. Leading coefficients and lowest ones are respectively constants
and increasing functions.

Для виродженого параболiчного рiвняння другого порядку з коефiцi-
єнтами, сталими в групi старших i зростаючими в групi молодших його
членiв, побудовано та вивчено властивостi фундаментального розв’яз-
ку задачi Кошi.

1. Вступ
Важливим поняттям для параболiчних рiвнянь є фундаментальний
розв’язок задачi Кошi (ФРЗК), детальна iнформацiя про який дозво-
ляє одержувати досить точнi результати в теорiї задачi Кошi та навiть
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крайових задач. У монографiях [1, 2] пiдсумовано результати, що сто-
суються побудови, властивостей i застосувань ФРЗК для загальних
параболiчних за I.Г. Петровським i за С.Д. Ейдельманом рiвнянь з
обмеженими коефiцiєнтами, а також деяких рiвнянь зi зростаючими на
нескiнченностi коефiцiєнтами в групi молодших членiв. Якщо резуль-
тати ФРЗК для рiвнянь з обмеженими коефiцiєнтами досить точнi, то
не такими вони є у випадку зростаючих коефiцiєнтiв. Тим часом па-
раболiчнi рiвняння зi зростаючими коефiцiєнтами виникають при ма-
тематичному моделюваннi реальних процесiв (наприклад, у задачах
теорiї випадкових процесiв, статистичної радiотехнiки [3, 4, 5]). Так,
для нормальних марковських процесiв рiвняннями Фоккера–Планка–
Колмогорова є параболiчнi рiвняння другого порядку, в яких коефiцi-
єнти при похiдних першого порядку за просторовими змiнними є лiнiй-
ними функцiями цих змiнних, а iншi коефiцiєнти сталi [5, c. 177–179].
Такi рiвняння можуть бути як невиродженими, так i виродженими.

Для деяких невироджених рiвнянь указаного типу ФРЗК знайдено
в явному виглядi, дослiджено й застосовано до встановлення коректної
рзв’язностi задачi Кошi в [6]. Для вироджених рiвнянь, а саме рiвнянь
типу класичного рiвняння дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова з однi-
єю групою змiнних виродження i зростаючими коефiцiєнтами групи
молодших членiв у [7] також побудовано в явному виглядi ФРЗК та
вивчено його властивостi. У цiй статтi аналогiчнi результати одержано
для такого самого типу рiвнянь тiльки з двома групами змiнних ви-
родження. Наявнiсть додаткової групи змiнних значно ускладнює вiд-
повiднi мiркування. Застосуванню наведених тут результатiв будуть
присвяченi наступнi публiкацiї.

2. Основнi позначення та означення
Будемо використовувати позначення: n1, n2, n3 – заданi натуральнi
числа такi, що n3 ≤ n2 ≤ n1; n := n1 + n2 + n3;

ζ ′j :=

{
1, j ∈ {1, ..., n3},
0, j ∈ {n3 + 1, ..., n1};

ζ ′′j :=

{
1, j ∈ {n3 + 1, ..., n2},
0, j ∈ {1, ..., n3, n2 + 1, ..., n1};

ζ ′′′j :=

{
1, j ∈ {n2 + 1, ..., n1},
0, j ∈ {1, ..., n2};

змiнна x ∈ Rn складається з трьох груп змiнних xl := (xl1, . . . , xlnl) ∈
Rnl , l ∈ {1, 2, 3}, так що x := (x1, x2, x3); x1 := (x′1, x

′′
1 , x
′′′
1 ),
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x̂1 := (x′1, x
′′
1), де x′1 := (x11, ..., x1n3

), x′′1 := (x1(n3+1), ..., x1n2
),

x′′′1 := (x1(n2+1), ..., x1n1); x2 := (x′2, x
′′
2), де x′2 := (x21, ..., x2n3), x′′2 :=

(x2(n3+1), ..., x2n2); (y, z) – скалярний добуток у дiйсному евклiдовому
просторi, до якого належать елементи y i z; |y| :=

√
(y, y); i – уявна

одиниця.
Розглядатимемо рiвняння вигляду

(Lu)(t, x) :=

(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j
−

n1∑
j,s=1

ajs∂x1j
∂x1s
−

−b
n1∑
j=1

x1j∂x1j

)
u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rn, (1)

i спряжене до нього рiвняння

(L∗v)(τ, ξ) := −∂τv(τ, ξ) +

n2∑
j=1

ξ1j∂ξ2jv(τ, ξ) +

n3∑
j=1

ξ2j∂ξ3jv(τ, ξ)−

−
n1∑

j,s=1

ajs∂ξ1j∂ξ1sv(τ, ξ) + b

n1∑
j=1

∂ξ1j

(
ξ1jv(τ, ξ)

)
= 0,

τ < 0, ξ ∈ Rn, (2)

де ajs i b – дiйснi сталi, причому ajs = asj , {j, s} ⊂ {1, ..., n1}, i вико-
нується умова параболiчностi

∃ δ > 0 ∀σ1 := (σ11, ..., σ1n1
) ∈ Rn1 :

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s ≥ δ|σ1|2. (3)

Позначатимемо через Anlnk матрицю (ajs)
nl,nk
j,s=1, {l, k} ⊂ {1, 2, 3}. Умо-

ву (3) можна переписати у виглядi

∃ δ > 0 ∀σ1 ∈ Rn1 : (An1n1
σ1, σ1) ≥ |σ1|2. (4)

З цiєї умови, очевидно, випливають також умови

∃ δ > 0 ∀σl ∈ Rnl : (Anlnlσl, σl) ≥ |σl|2, l ∈ {2, 3}. (5)

Умови (4) i (5) гарантують iснування обернених матриць A−1
nlnl

:=

(ajsl )nlj,s=1, l ∈ {1, 2, 3}, та сталої δ0 > 0 такої, що

∀σl ∈ Rnl : (A−1
nlnl

σl, σl) ≥ δ0|σl|2, l ∈ {1, 2, 3}. (6)
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Означення. ФРЗК для рiвняння (1) називається функцiя
G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, така, що формула

u(t, x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ) dξ, t > τ, x ∈ Rn,

визначає розв’язок рiвняння (1) при t > τ , x ∈ Rn, який задовольняє
початкову умову

u(t, x)

∣∣∣∣
t=τ

= ϕ(x), x ∈ Rn,

для будь-якого τ ≥ 0 i довiльної неперервної та обмеженої функцiї ϕ.
Iншими словами, ФРЗК для рiвняння (1) – це розв’язок задачi Кошi

LG(t, x; τ, ξ) = 0, G(t, x; τ, ξ)

∣∣∣∣
t=τ

= δξ(x),

де число τ ≥ 0 довiльне, ξ – будь-яка точка в Rn, а δξ – дельта-функцiя
Дiрака, яка зосереджена в точцi ξ.

Поряд з рiвнянням (1) розглядатимемо рiвняння

L̃w := ∂tw −
n2∑
j=1

x1j∂x2jw −
n3∑
j=1

x2j∂x3jw −
n1∑

j,s=1

ajs∂x1j∂x1sw−

−b
n1∑
j=1

∂x1j

(
x1jw

)
= 0, t > 0, x ∈ Rn, (7)

За допомогою замiни w = en1btu рiвняння (7) зводиться до рiвняння
(1). Мiж ФРЗК G i G̃ вiдповiдно для рiвнянь (1) i (7), очевидно, iснує
такий зв’язок:

G(t, x; τ, ξ) = e−n1b(t−τ)G̃(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn. (8)

Оскiльки коефiцiєнти рiвнянь (1) i (7) не залежать вiд часової змiн-
ної t, то ФРЗК для цих рiвнянь залежатимуть лише вiд рiзницi t− τ ,
тобто

G(t, x; τ, ξ) = G0(t− τ, x, ξ), G̃(t, x; τ, ξ) = G̃0(t− τ, x, ξ),
0 ≤ τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, (9)



130 С. Д. Iвасишен, Г. С. Пасiчник

причому згiдно з (8)

G0(t, x, ξ) = e−n1btG̃0(t, x, ξ), t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn. (10)

Отже, для знаходження ФРЗК G досить знайти функцiю G̃0.
Далi будемо використовувати пряме та обернене перетворення

Фур’є у такому виглядi:

Fx→σ[f ] :=

∫
Rn

exp{−i(σ, x)}f(x) dx, σ ∈ Rn,

F−1
σ→x[f ] := (2π)−n

∫
Rn

exp{i(x, σ)}f(σ) dσ, x ∈ Rn.

Iншi позначення будуть наводитися в подальшому текстi.

3. Знаходження функцiй G̃0 i G0

Розглянемо задачу Кошi

(L̃w)(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rn, (11)
w(t, x)|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn, (12)

де ϕ вважатимемо такою функцiєю, що всi подальшi мiркування є
законними, зокрема, для неї iснує перетворення Фур’є

ψ(σ) := Fx→σ[ϕ], σ ∈ Rn. (13)

Шукаючи розв’язок задачi (11), (12) у виглядi

w(t, x) = F−1
σ→x[v(t, σ)], t > 0, x ∈ Rn, (14)

i використавши властивостi оберненого перетворення Фур’є, одержимо
для невiдомої функцiї v задачу Кошi(

∂t +

n2∑
j=1

σ2j∂σ1j +

n3∑
j=1

σ3j∂σ2j +

n1∑
j,s=1

ajsσ1jσ1s+

+b

n1∑
j=1

σ1j∂σ1j

)
v(t, σ) = 0, t > 0, σ ∈ Rn, (15)

v(t, σ)|t=0 = ψ(σ), σ ∈ Rn. (16)
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Рiвняння (15) – це лiнiйне неоднорiдне рiвняння з частинними по-
хiдними першого порядку. Задача Кошi для такого рiвняння розв’язу-
ється методом характеристик. Згiдно з цим методом складаємо вiдпо-
вiдну систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dt =
dσ11

σ21 + bσ11
= ... =

dσ1n2

σ2n2
+ bσ1n2

=
dσ21

σ31
= ... =

dσ2n3

σ3n3

=

=
dσ1(n2+1)

bσ1(n2+1)
= ... =

dσ1n1

bσ1n1

= − dv
n1∑

j,s=1

ajsσ1jσ1sv

i знаходимо її n1 + n3 + 1 незалежних iнтегралiв. Такими iнтегралами
є

σ1je
−bt −

t∫
0

e−bτσ2j(τ) dτ = Cj , j ∈ {1, . . . , n2};

σ1je
−bt = Cj , j ∈ {n2 + 1, . . . , n1};

σ2j − tσ3j = C ′j , j ∈ {1, . . . , n3};

v exp

{ t∫
0

n1∑
j,s=1

ajsσ1j(τ)σ1s(τ)) dτ

}
= C ′′, (17)

де Cj , C ′j , C ′′j – довiльнi сталi. З рiвностей (17) знаходимо

σ1j =

[
Cje

bt + C ′jαb(t) +
1

b
(αb(t)− t)σ3j

]
ς ′j

+

[
Cje

bt + αb(t)σ2j

]
ς ′′j + Cje

b(t)ς ′′′j , j ∈ {1, ..., n1},

σ2j =

[
C ′j + tσ3j

]
ς ′j + σ2jς

′′
j , j ∈ {1, ..., n2},

v = C ′′ exp

{
−

t∫
0

n1∑
j,s=1

ajsσ1j(τ)σ1s(τ)) dτ

}
, (18)

де αb(t) :=

{
(ebt − 1)/b, b 6= 0,

t, b = 0,
t > 0.
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Нехай σ̄1j , σ̄2j i v̄ – значення при t = 0 вiдповiдно σ1j , σ2j i v.
Тодi σ̄1j = Cj , j ∈ {1, ..., n1}; σ̄2j = C ′j , j ∈ {1, ..., n3}; σ̄2j = σ2j ,
j ∈ {n3 + 1, ..., n2}; v̄ = C ′′. Але оскiльки v̄ = ψ(σ̄1, (σ̄

′
2, σ
′′
2 ), σ3), σ̄1 :=

(σ̄11, . . . , σ̄1n1
), σ̄′2 := (σ̄21, . . . , σ̄2n3

), σ′′2 := (σ2(n3+1), . . . , σ2n2
), то маємо

C ′′ = ψ
(
C̄, (C̄ ′, σ′′2 ), σ3

)
, C̄ := (C1, . . . , Cn1

), C̄ ′ := (C ′1, . . . , C
′
n3

).

Враховуючи це, з рiвностей (17) i (18) отримуємо

v(t, σ) = exp
{
−

t∫
0

n1∑
j,s=1

ajsσ1j(τ)σ1s(τ) dτ
}
ψ
(
C̄, (C̄ ′, σ′′2 ), σ3

)
=

= exp
{
−

t∫
0

n1∑
j,s=1

ajs

[(
σ1je

−b(t−τ) − σ′2jβb(t− τ) + σ3jγb(t− τ)
)
ς ′j+

+
(
σ1je

−b(t−τ) − σ′2jβb(t− τ)
)
ς ′′j + σ1je

−b(t−τ)ς ′′′j

]
×

×
[(

σ1se
−b(t−τ) − σ′2sβb(t− τ) + σ3sγb(t− τ)

)
ς ′s+

+
(
σ1se

−b(t−τ) − σ′2sβb(t− τ)
)
ς ′′s + σ1se

−b(t−τ)ς ′′′s

]
dτ
}
×

×ψ
(

(σ′1e
−bt − σ′2βb(t) + σ3γb(t), σ

′′
1 e
−bt − σ′′2βb(t), σ′′′1 e

−bt),

(σ′2 − tσ3, σ
′′
2 ), σ3

)
, t > 0, σ ∈ Rn,

де βb(t) := e−btαb(t), γb(t) :=

{
(t− βb(t))/b b 6= 0,

t2/2, b = 0,
t > 0.

Тодi на пiдставi (14) маємо

w(t, x) = (2π)−n
∫
Rn

exp
{
i(x, σ)−

n1∑
j,s=1

ajs

t∫
0

[(
σ1je

−b(t−τ)−

−σ′2jβb(t− τ) + σ3jγb(t− τ)
)
ς ′j+

(
σ1je

−b(t−τ) − σ′2jβb(t− τ)
)
ς ′′j +

+σ1je
−b(t−τ)ς ′′′j

][(
σ1se

−b(t−τ) − σ′2sβb(t− τ) + σ3sγb(t− τ)
)
ς ′s+

+
(
σ1se

−b(t−τ) − σ′2sβb(t− τ)
)
ς ′′s + σ1se

−b(t−τ)ς ′′′s

]
dτ
}
×

×ψ
(

(σ′1e
−bt − σ′2βb(t) + σ3γb(t), σ

′′
1 e
−bt − σ′′2βb(t), σ′′′1 e

−bt),

(σ′2 − tσ3, σ
′′
2 ), σ3

)
dσ, t > 0, σ ∈ Rn.
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Зробивши замiну змiнних iнтегрування за формулами

σ1e
−bt − σ′2βb(t) + σ3γb(t) = η′1,

σ′′1 e
−bt − σ′′2βb(t) = η′′1 , σ′′′1 e

−bt = η′′′1 ,

σ′2 − tσ3 = η′2, σ′′2 = η′′2 , σ3 = η3,

змiнивши порядок iнтегрування та скориставшись (13), прийдемо до
формули

w(t, x) =

∫
Rn

G̃0(t, x, ξ)ϕ(ξ) dξ, t > 0, x ∈ Rn,

де

G̃0(t, x, ξ) := (2π)−nen1bt

∫
Rn

exp

{
i
(
x′1, η

′
1e
bt + η′2αb(t)− η3

t− αb(t)
b

)
+

+i
(
x′′1 , η

′′
1 e
bt + η′′2αb(t)

)
+i
(
x′′′1 , η

′′′
1 e

bt
)

+i
(
x′2, η

′
2 + tη3

)
+

+i
(
x′′2 , η

′′
2

)
+i
(
x3, η3

)
−

n1∑
j,s=1

ajs

t∫
0

[(
η1je

bτ + η2jαb(τ)−

−η3j
αb(τ)− τ

b

)
ς ′j+

(
η1je

bτ + η2jαb(τ)
)
ς ′′j +

(
η1je

bτ
)
ς ′′′j

]
×

×
[(

η1se
bτ + η2sαb(τ)− η3s

αb(τ)− τ
b

)
ς ′s+

(
η1se

bτ + η2sαb(τ)
)
ς ′′s +

+
(
η1se

bτ
)
ς ′′′s

]
dτ

}
exp{−i(ξ, η)} dη. (19)

У внутрiшньому iнтегралi з виразу (19), який позначимо через
I0(t, η), зробимо замiну змiнної iнтегрування τ за допомогою рiвностi
τ = ts̃. Одержимо

I0(t, η) = t

1∫
0

[(
η1je

bts̃ + η2jαb(ts̃) + η3j
αb(ts̃)− ts̃

b

)
×

×
(
η1se

bts̃ + η2sαb(ts̃) + η3s
αb(ts̃)− ts̃

b

)
ζ ′jζ
′
s+

+
(
η1je

bts̃ + η2jαb(ts̃) + η3j
αb(ts̃)− ts̃

b

)(
η1se

bts̃ + η2sαb(ts̃)
)
ζ ′jζ
′′
s +
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+
(
η1je

bts̃ + η2jαb(ts̃) + η3j
αb(ts̃)− ts̃

b

)(
η1se

bts̃
)
ζ ′jζ
′′′
s +

+
(
η1je

bts̃ + η2jαb(ts̃)
)(

η1se
bts̃ + η2sαb(ts̃) + η3s

αb(ts̃)− ts̃
b

)
ζ ′′j ζ
′
s+

+
(
η1je

bts̃ + η2jαb(ts̃)
)(

η1se
bts̃ + η2sαb(ts̃)

)
ζ ′′j ζ
′′
s +

+
(
η1je

bts̃ + η2jαb(ts̃)
)(

η1se
bts̃
)
ζ ′′j ζ
′′′
s +

+
(
η1je

bts̃
)(

η1se
bts̃ + η2sαb(ts̃) + η3s

αb(ts̃)− ts̃
b

)
ζ ′′′j ζ

′
s+

+
(
η1je

bts̃
)(

η1se
bts̃ + η2sαb(ts̃)

)
ζ ′′′j ζ

′′
s + η1jη1se

2bts̃ ζ ′′′j ζ
′′′
s

]
ds̃,

а тому

n1∑
j,s=1

ajsI0(t, η) =

= c1

n1∑
j,s=1

ajsη1jη1s + c2

n1∑
j=1

n2∑
s=1

ajsη1jη2s + +c4

n1∑
j=1

n3∑
s=1

ajsη1jη3s+

+c2

n2∑
j=1

n1∑
s=1

ajsη2jη1s + c3

n2∑
j,s=1

ajsη2jη2s + c5

n2∑
j=1

n3∑
s=1

ajsη2jη3s+

+c4

n3∑
j=1

n1∑
s=1

ajsη3jη1s + c5

n3∑
j=1

n2∑
s=1

ajsη3jη2s + c6

n3∑
j,s=1

ajsη3jη3s,

де

c1 := c1(t) :=t

1∫
0

e2bts̃ds̃ = α2b(t),

c2 := c2(t) :=t

1∫
0

αb(ts̃)e
bts̃ ds̃ =

1

2
α2
b(t),

c3 := c3(t) :=t

1∫
0

α2
b(ts̃) ds̃ =

1

2b3

(
2bt+ e2bt − 4ebt + 3

)
,
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c4 := c4(t) :=
t

b

1∫
0

ebts̃
(
αb(ts̃)− ts̃

)
ds̃ =

1

2b3

(
e2bt − 2btebt − 1

)
,

c5 := c5(t) :=
t

b

1∫
0

αb(ts̃)
(
αb(ts̃)− ts̃

)
ds̃ =

1

2b2

(
αb(t)− t

)2

c6 := c6(t) :=
t

b2

1∫
0

(
αb(ts̃)− ts̃

)2

ds̃ =

=
1

2b5

(
2bt+ e2bt − 1− 4btebt + 2b2t2 +

2

3
b3t3

)
, (20)

Пiдставивши отриманий результат для
n1∑

j,s=1

ajsI0(t, η) у формулу

(19), матимемо

G̃0(t, x, ξ) = (2π)−nen1bt

∫
Rn

exp

{
i
(
ebtx1 − ξ1, η1

)
+

+i
(
x2 + x̂1αb(t)− ξ2, η2

)
+i
(
x3 + tx′2 +

αb(t)− t
b

x′1 − ξ3, η3

)
−

−
(
c1

n1∑
j,s=1

ajsη1jη1s + c2

n1∑
j=1

n2∑
s=1

ajsη1jη2s + c4

n1∑
j=1

n3∑
s=1

ajsη1jη3s+

+c2

n2∑
j=1

n1∑
s=1

ajsη2jη1s + c3

n2∑
j,s=1

ajsη2jη2s + c5

n2∑
j=1

n3∑
s=1

ajsη2jη3s+

+c4

n3∑
j=1

n1∑
s=1

ajsη3jη1s + c5

n3∑
j=1

n2∑
s=1

ajsη3jη2s + c6

n3∑
j,s=1

ajsη3jη3s

)}
dη.

В останньому iнтегралi зробивши замiну змiнних iнтегрування за до-
помогою формул η1 = (c1)−1/2η̃1, η2 = (c3)−1/2η̃2, η3 = (c6)−1/2η̃3 та
замiсть η̃1, η̃2 i η̃3 знову записавши вiдповiдно η1, η2 i η3, отримаємо
рiвнiсть

G̃0(t, x, ξ) = (2π)−nen1btc
−n1/2
1 c

−n2/2
3 c

−n3/2
6 I(t, x, ξ). (21)
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Тут

I(t, x, ξ) :=

∫
Rn

exp

{
i
(

(c1)−1/2(ebtx1 − ξ1), η1

)
+

+i
(

(c3)−1/2(x2 + x̂1αb(t)− ξ2), η2

)
+

+i
(

(c6)−1/2(x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1 − ξ3), η3

)
−

−
[ n1∑
j,s=1

ajsη1jη1s +

n2∑
j,s=1

ajsη2jη2s +

n3∑
j,s=1

ajsη3jη3s+

+d0

( n1∑
j=1

n2∑
s=1

ajsη1jη2s +

n2∑
j=1

n1∑
s=1

ajsη2jη1s

)
+

+f0

( n1∑
j=1

n3∑
s=1

ajsη1jη3s +

n3∑
j=1

n1∑
s=1

ajsη3jη1s

)
+

+g0

( n2∑
j=1

n3∑
s=1

ajsη2jη3s +

n3∑
j=1

n2∑
s=1

ajsη3jη2s

)]}
dη, (22)

де

d0 := (c1 c3)−1/2c2, f0 := (c1 c6)−1/2c4, g0 := (c3 c6)−1/2c5. (23)

Перепишемо вираз [...] з (22) у виглядi

[...] =(An1n1
η1, η1) + (d0An1n2

η1, η2) + (f0An1n3
η1, η3)+

+ (d0An2n1
η2, η1) + (An2n2

η2, η2) + (g0An2n3
η2, η3)+

+ (f0An3n1η3, η1) + (An3n3η3, η3) = (Ãη, η), (24)

де

Ã :=

 An1n1 d0An1n2 f0An1n3

d0An2n1
An2n2

g0An2n3

f0An1n1
g0An1n2

An1n3

 , η :=

 η1

η2

η3

 ,

Iз (22) i (24) випливає рiвнiсть

I(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

exp
{
i(Z(t, x, ξ), η)− (Ãη, η)

}
dη, (25)
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в якiй

Z(t, x, ξ) := (Z1, Z2, Z3) =
(

(c1)−1/2(x1e
bt − ξ1),

(c3)−1/2(x2 + x̂1αb(t)− ξ2), (c6)−1/2(x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1 − ξ3)

)
.

(26)

Для iнтеграла (25) використаємо формулу (38) з книги [8, c. 172]
для перетворення Фур’є функцiї exp{−(Ãη, η)}, η ∈ Rn. Тодi одержимо

I(t, x, ξ) =
πn/2√
detÃ

exp

{
−1

4
(Z(t, x, ξ), Ã−1Z(t, x, ξ)

}
. (27)

Знайдемо обернену матрицю до Ã. Для цього для матрицi Ã скори-
стаємось такими результатами з книги [9, c. 55–57] для блочних ква-

дратних матриць вигляду M :=

(
A B
C D

)
, де A, D – квадратнi ма-

трицi:
detM = detA · detH, (28)

M−1 =

(
A−1 +A−1BH−1CA−1 −A−1BH−1

−H−1CA−1 H−1

)
, (29)

де H := D − CA−1B.
Записавши

Ã =

 An1n1

(
d0An1n2

f0An1n3

)(
d0An2n1

f0An1n1

)
M1

 ,

де

M1 :=

(
An1n2

g0An2n3

g0An1n2 An1n3

)
,

та застосувавши двiчi формули (28) i (29), для блокiв матрицi Ã−1 =
(Ãlm)3

l,m=1 отримаємо

Ã11 = A−1
n1n1

+

+

 d2
0A
−1
n2n2

+
p2

mk

(
A−1
n3n3

On3,n2−n3

On2−n3,n3
On2−n3,n2−n3

)
On2,n1−n2

On1−n2,n2 On1−n2,n1−n2

 ,
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Ã12 =

 − d0

1− d2
0

A−1
n2n2

+
p

mk

(
A−1
n3n3

On3,n2−n3

On2−n3,n3 On2−n3,n2−n3

)
On1−n2,n2

 ,

Ã13 =

(
− p

m
A−1
n3n3

On1−n3,n3

)
,

Ã21 =

=

(
− d0

1− d2
0

A−1
n2n2

+
p

mk

(
A−1
n3n3

On3,n2−n3

On2−n3,n3 On2−n3,n2−n3

)
On2,n1−n2

)
,

Ã22 =
d0

1− d2
0

A−1
n2n2

+
1

mk

(
A−1
n3n3

On3,n2−n3

On2−n3,n3
On2−n3,n2−n3

)
,

Ã23 = − 1

m

(
A−1
n3n3

On2−n3,n3

)
, Ã31 = − p

m

(
A−1
n3n3

On3,n1−n3

)
,

Ã32 = − 1

m

(
A−1
n3n3

On3,n2−n3

)
, Ã33 =

k

m
A−1
n3n3

, (30)

де

l := g0−d0f0, k :=
1− d2

0

g0 − d0f0
, m := (1−f2

0 )k−l, p := d0−kf0, (31)

Or,s – нульова матриця розмiру r × s, i

det Ã = (1− d0)2
(

1− f2
0 −

l

k

)
detAn1n1

detAn2n2
detAn3n3

. (32)

Використовуючи вирази (30) для елементiв матрицi Ã−1, запишемо

(Z,Ã−1Z) = (A−1
n1n1

Z1, Z1) + d2
0(A−1

n2n2
Ẑ1, Ẑ1) +

p2

mk
(A−1

n3n3
Z ′1, Z

′
1)−

− d0

1− d2
0

(A−1
n2n2

Z2, Ẑ1)− p

mk
(A−1

n3n3
Z ′2, Z

′
1) +

p

m
(A−1

n3n3
Z3, Z

′
1)−

− d0

1− d2
0

(A−1
n2n2

Ẑ1, Z2)− p

mk
(A−1

n3n3
Z ′1, Z

′
2) +

1

1− d2
0

(A−1
n2n2

Z2, Z2)+

+
1

mk
(A−1

n3n3
Z ′2, Z

′
2)− 1

m
(A−1

n3n3
Z3, Z

′
2) +

p

m
(A−1

n3n3
Z ′1, Z3)−

− 1

m
(A−1

n3n3
Z ′2, Z3) +

k

m
(A−1

n3n3
Z3, Z3). (33)
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Скориставшись позначеннями

e0 :=
ebt + 1

αb(t)
, P :=

ebtx1 − ξ1
e0

, Q := x2 +
x̂1 + ξ̂1
e0

− ξ2,

R := x3 +
t

2
(x′2 + ξ′2) +

1

b2
(
t

2
e0 − 1)(x′1 − ξ′1)− ξ3,

(34)

з яких випливають рiвностi

ebtx1 − ξ1 = e0P, P̂ +Q = x2 + αb(t)x̂1 − ξ2,

R+
t

2
Q′ +

(
e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)
P ′ = x3 + tx′2 +

αb(t)− t
b

x′1 − ξ3,

та виразами для компонент Z з (26), отримаємо

(A−1
n2n2

Ẑ1, Ẑ1) =
e2

0

c1
(A−1

n2n2
P̂ , P̂ ),

(A−1
n3n3

Z ′1, Z
′
1) =

e2
0

c1
(A−1

n3n3
P ′, P ′),

(A−1
n2n2

Z2, Ẑ1) =
e0

(c1c3)1/2

[
(A−1

n2n2
P̂ , P̂ ) + (A−1

n2n2
Q, P̂ )

]
,

(A−1
n3n3

Z3, Z
′
1) =

e0

(c1c6)1/2

[
(A−1

n3n3
R,P ) +

t

2
(A−1

n3n3
Q′, P ′)+

+
(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)
(A−1

n3n3
P ′, P ′)

]
,

(A−1
n2n2

Z2, Z2) =
1

c3

[
(A−1

n2n2
P̂ , P̂ ) + (A−1

n2n2
Q, P̂ ) + (A−1

n2n2
P̂ , Q)+

+ (A−1
n2n2

Q,Q)
]
,

(A−1
n3n3

Z3, Z
′
2) =

1

(c3c6)1/2

[
(A−1

n3n3
R,P ′) + (A−1

n3n3
R,Q′)]+

+
t

2

(
(A−1

n3n3
Q′, P ′) + (A−1

n3n3
Q′, Q′)

)
+
(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)(
(A−1

n3n3
P ′, P ′) + (A−1

n3n3
P ′, Q′)

)]
,

(A−1
n3n3

Z3, Z3) =
1

c6

[
(A−1

n3n3
R,R) +

t

2

(
(A−1

n3n3
R,Q′) + (A−1

n3n3
Q′, R)

)
+

+
(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)(
(A−1

n3n3
R,P ′) + (A−1

n3n3
P ′, R)

)
+
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+
t

2

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)(
(A−1

n3n3
Q′, P ′) + (A−1

n3n3
P ′, Q′)

)
+

+
t2

4
(A−1

n3n3
Q′, Q′) +

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)2

(A−1
n3n3

P ′, P ′)
]
.

Використовуючи цi вирази, запишемо (27) у виглядi

(Z, Ã−1Z) =

=
e2

0

c1
(A−1

n1n1
P, P ) + (A−1

n2n2
P̂ , P̂ )

[d2
0e

2
0

c1
− 2d0e0√

c1c3
+

1

(1− d2
0)c3

]
+

+(A−1
n3n3

P ′, P ′)
1

m

[ (e0p)
2

kc1
+

2e0p√
c1c6

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)
− 2e0p

k
√
c1c3

+

+
1

c3k
− 2
√
c3c6

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)
+
k

c6

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)2]
+

+
(

(A−1
n2n2

P̂ , Q) + (A−1
n2n2

Q, P̂ )
) 1

1− d2
0

[ 1

c3
− d0e0√

c1c3

]
+

+
(

(A−1
n3n3

P ′, Q′) + (A−1
n3n3

Q′, P ′)
) 1

m

[ te0p

2
√
c1c6

− e0p

k
√
c1c3

+

+
1

kc3
− 1
√
c3c6

( t
2

+
e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)
+

kt

2c6

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)]
+

+
(

(A−1
n3n3

R,P ′) + (A−1
n3n3

P ′, R)
) 1

m

[ e0p√
c1c6

− 1
√
c3c6

+

+
k

c6

(e0

b2
− 2tebt

(ebt − 1)2

)]
+ (A−1

n2n2
Q,Q)

1

c3(1− d2
0)

+

+(A−1
n3n3

Q′, Q′)
1

m

[ 1

kc3
− t
√
c3c6

+
kt2

4c6

]
+

+
(

(A−1
n3n3

Q′, R) + (A−1
n3n3

R,Q′)
) 1

m

[ kt
2c6
− 1
√
c3c6

]
+

+(A−1
n3n3

R,R)
k

c6m
. (35)

За допомогою формул (20) для cj , j ∈ {1, ..., 6}, (23) для d0, f0 i g0,
(31) для m, k, l i p та (34) для e0, переконуємось, що вирази iз ква-
дратних дужок в (35) дорiвнюють нулевi. Тому з (27), з урахуванням
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(32), одержуємо

I(t, x; τ, ξ) =
πn/2(1− d2

0)−n2/2
(

1− f2
0 −

l

k

)−n3/2√
detAn1n1

· detAn2n2
detAn3n3

×

× exp
{
− e2

0

4c1
(A−1

n1n1
P, P )− 1

4c3(1− d2
0)

(A−1
n2n2

Q,Q)−

− k

4c6m
(A−1

n3n3
R,R)

}
. (36)

Скориставшись виразами (20), (23), (31), (34) i (36), згiдно з (21)
остаточно отримуємо

G̃0(t, x, ξ) = (4π)−n/2(detAn1n1
detAn2n2

detAn3n3
)−1/2×

×(p(t))−n1/2(q(t))−n2/2(r(t))−n3/2en1bt×

× exp
{
− 1

4p(t)

n1∑
j,l=1

ajl1
(
ebtx1j − ξ1j

) (
ebtx1l − ξ1l

)
− 1

4q(t)

n2∑
j,l=1

ajl2 ×

×
(
x2j − ξ2j + f(t)(x1j + ξ1j)

)(
x2l − ξ2l + f(t)(x1l + ξ1l)

)
−

− 1

4r(t)

n3∑
j,l=1

ajl3

(
x3j − ξ3j +

t

2
(x2j + ξ2j) + g(t)(x1j − ξ1j)

)
×

×
(
x3l − ξ3l +

t

2
(x2l + ξ2l) + g(t)(x1l − ξ1l)

)}
,

t > 0, x ∈ Rn, (37)

де

p(t) :=
e2bt − 1

2b
, q(t) :=

t

b2
− 2(ebt − 1)

b3(ebt + 1)
,

r(t) :=
t

b4
+

t3

12b2
− t2

b3
ebt + 1

2(ebt − 1)
,

f(t) :=
ebt − 1

b(ebt + 1)
, g(t) :=

1

b2

( tb(ebt + 1)

2(ebt − 1)
− 1
)
.

(38)

З рiвностей (10) i (37) випливає така остаточна формула для функ-
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цiї G0:

G0(t, x, ξ) = (4π)−n/2(detAn1n1detAn2n2detAn3n3)−1/2×
×(p(t))−n1/2(q(t))−n2/2(r(t))−n3/2×

× exp
{
− 1

4p(t)

n1∑
j,l=1

ajl1 (ebtx1j − ξ1j)(ebtx1l − ξ1l)−
1

4q(t)

n2∑
j,l=1

ajl2 ×

×
(
x2j − ξ2j + f(t)(x1j + ξ1j)

)(
x2l − ξ2l + f(t)(x1l + ξ1l)

)
−

− 1

4r(t)

n3∑
j,l=1

ajl3

(
x3j − ξ3j +

t

2
(x2j + ξ2j) + g(t)(x1j − ξ1j)

)
×

×
(
x3l − ξ3l +

t

2
(x2l + ξ2l) + g(t)(x1l − ξ1l)

)}
,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn. (39)

4. Властивостi ФРЗК для рiвняння (1)
Наведемо властивостi функцiї G, означеної формулами (9) i (39). З
цих властивостей випливатиме, що ця функцiя G є справдi ФРЗК для
рiвняння (1), який має встановленi властивостi.

Спочатку зауважимо, що з умов (6) випливає, що

1

4p(t)

n1∑
j,l=1

ajl1 (ebtx1j − ξ1j)(ebtx1l − ξ1l) +
1

4q(t)

n2∑
j,l=1

ajl2 ×

×
(
x2j − ξ2j + f(t)(x1j + ξ1j)

)(
x2l − ξ2l + f(t)(x1l + ξ1l)

)
+

+
1

4r(t)

n3∑
j,l=1

ajl3

(
x3j − ξ3j +

t

2
(x2j + ξ2j) + g(t)(x1j − ξ1j)

)
×

×
(
x3l − ξ3l +

t

2
(x2l + ξ2l) + g(t)(x1l − ξ1l)

)
≥ δ0ρ(t, x, ξ), (40)

де

ρ(t, x, ξ) :=
1

4p(t)
|ebtx1 − ξ1|2 +

1

4q(t)
|x2 − ξ2 + f(t)(x̂1 + ξ̂1)|2+

+
1

4r(t)
|x3 − ξ3 +

t

2
(x′2 + ξ′2) + g(t)(x′1 − ξ′1)|2,
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Покладемо

X1(t) := ebtx1, X2(t) := x2 + αb(t)x̂1,

X3(t) := x3 + tx′2 +
αb(t)− t

b
x′1

(41)

i запишемо ρ(t, x, ξ) у виглядi

ρ(t, x, ξ) =
1

4p(t)
|X1(t)− ξ1|2 +

1

4q(t)
|X2(t)− ξ2 + f(t)(X̂1(t)− ξ̂1)|2+

+
1

4r(t)
|X3(t)− ξ3 −

t

2
(X ′2(t)− ξ′2) + g(t)(X ′1(t)− ξ′1)|2.

Скориставшись нерiвнiстю |a + b|2 ≥ 2−1|a|2 − |b|2 з a = X2(t) − ξ2 i
b = f(t)(X̂1(t)− ξ̂1) та нерiвнiстю |a+ b+ c|2 ≥ 4−1|a|2 − 2−1|b|2| − |c|2
з a = X3(t)− ξ3 i b = −t(X ′2 − ξ′2)/2, c = g(t)(X ′1(t)− ξ′1), маємо

ρ(t, x, ξ) ≥ 1

4p(t)
|X1(t)− ξ1|2+

+
δ1
q(t)

(1

2
|X2(t)− ξ2|2 − (f(t))2|X̂1(t)− ξ̂1|2

)
+

+
δ2
r(t)

(1

4
|X3(t)− ξ3|2 −

t2

8
|X ′2(t)− ξ′2|2 − (g(t))2|X ′1(t)− ξ′1|2

)
=

=

(
1

4
− δ1p(t)(f(t))2

q(t)
− δ2p(t)(g(t))2

r(t)

)
|X1(t)− ξ1|2

p(t)
+

+

(
δ1
2
− δ2t

2q(t)

8r(t)

)
|X2(t)− ξ2|2

q(t)
+
δ2|X3(t)− ξ3|2

4r(t)
, (42)

де δj ∈ (0, 1/4), j ∈ {1, 2}, буде пiдiбрано нижче. Оцiнимо зверху вира-
зи

Bb(t) :=
p(t) (f(t))2

q(t)
, Γb(t) :=

p(t) (g(t))2

r(t)
, Db(t) :=

δ2t
2 q(t)

4r(t)
,

t > 0, β ∈ R. (43)

У [7] доведено, що

Bb(t) =


(ebt − 1)3

2(ebt(bt− 2) + bt+ 2)
, t > 0, b ∈ R \ {0},

3, t > 0, b = 0.
≤
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≤
{
M, t > 0, b ≤ 0,
MT , t ∈ (0, T ], b > 0,

(44)

де T – довiльно фiксоване додатне число, M i MT – додатнi сталi,
причому MT залежить вiд T .

Аналогiчно, використовуючи (38) i те, що за допомогою правила
Лопiталя

lim
b→0

p(t) = t, lim
b→0

q(t) =
t5

720
, lim

b→0
g(t) =

t2

12
,

маємо

Γb(t) =

=


(ebt + 1)(e2bt(b2t2 − 4bt+ 4) + 2ebt(b2t2 − 4) + b2t2 + 4bt+ 4)

2

3
b (ebt(12t+ b2t3 − 6bt2)− 12t− b2t3 − 6bt2)

,

t > 0, b ∈ R \ {0},
5, t > 0, b = 0.

Звiдси випливає, що функцiя Γb(t), t > 0, є додатною i неперервною,
причому за допомогою правила Лопiталя lim

t→0
Γb(t)) = 5, b ∈ R, i

lim
t→∞

Γb(t)) =

{
∞, якщо b > 0,
0, якщо b < 0.

Тому справджуються нерiвностi

Γb(t)) ≤
{
K, t > 0, якщо b ≤ 0,
KT , t ∈ (0, T ], якщо b > 0,

(45)

де T – довiльно фiксоване додатне число, M i KT – додатнi сталi,
причому KT залежить вiд T i KT > 0.

Аналогiчно розглядаємо

Db(t) =


3tb (ebt − 1)(ebt(bt− 2) + bt+ 2)

(ebt + 1)(ebt(12 + b2t2 − 6bt)− 12− b2t2 − 6bt)
,

t > 0, b ∈ R \ {0},
15, t > 0, b = 0.

Оскiльки при b 6= 0 lim
t→0

Db(t)) = 21 i lim
t→∞

Db(t)) = 3, то

Db(t) ≤ 21, t > 0. (46)
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З (42)–(46) випливає оцiнка

ρ(t, x, ξ) ≥ C̄b
|X1(t)− ξ1|2

p(t)
+ ¯̄Cb

|X2(t)− ξ2|2

q(t)
+
δ2
4

|X3(t)− ξ3|2

r(t)
,

t ∈ Hb, {x, ξ} ⊂ Rn,

де

C̄b :=
1

4
−Mδ1 −Kδ2, Hb := (0,∞) для b ≤ 0;

C̄b :=
1

4
−MT δ1 −KT δ2, Hb := (0, T ] для b > 0;

¯̄Cb :=
δ1
2
− δ2

2
21.

Якщо тепер узяти δ1 i δ2 такими, щоб C̄b > 0 i ¯̄Cb > 0, то отримаємо

ρ(t, x, ξ) ≥ Cb
( |X1(t)− ξ1|2

p(t)
+
|X2(t)− ξ2|2

q(t)
+
|X3(t)− ξ3|2

r(t)

)
,

t ∈ Hb, {x, ξ} ⊂ Rn, (47)

де Cb := min{C̄b, ¯̄Cb, δ2/4}.

Властивiсть 1. Для довiльного T > 0 i будь-яких мультиiндексiв
{kl,ml} ⊂ Znl+ , l ∈ {1, 2, 3}, справджуються оцiнки

|∂k1x1
∂k2x2

∂k3x3
∂m1

ξ1
∂m2

ξ2
∂m3

ξ3
G(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck1k2k3m1m2m3×

×(p(t− τ))−(n1+|k1|+|m1|)/2 (q(t− τ))−(n2+|k2|+|m2|)/2×
×(r(t− τ))−(n3+|k3|+|m3|)/2 Ec(t− τ, x, ξ),

0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (48)

де Ck1k2k3m1m2m3 i c – додатнi сталi, якi залежать лише вiд коефi-
цiєнтiв ajl, b, n1, n2 i n3, а також вiд T тiльки у випадку, коли
b > 0;

Ec(t, x, ξ) := exp
{
−c
( |X1(t)− ξ1|2

p(t)
+
|X2(t)− ξ2|2

q(t)
+
|X3(t)− ξ3|2

r(t)

)}
.

(49)
Доведення. Для kl = 0 i ml = 0, l ∈ {1, 2, 3}, оцiнка (48) безпосе-

редньо випливає з (9), (39), (40) i (47).
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Оцiнки (48) у загальному випадку випливають iз результатiв дифе-
ренцiювання виразу для G, оцiнок (40) i (47) та такого твердження:

∀ r > 0 ∃Cr > 0 ∀ z ∈ Rp : |z|r exp{−c1|z|2} ≤ Cr exp{−c|z|2},
(50)

де c – фiксована стала з промiжку (0, c1). �

Властивiсть 2. Функцiя G(t, x; τ, ξ), 0 ≤ τ < t ≤ T , {x, ξ} ⊂ Rn, як
функцiя t i x є розв’язком рiвняння (1), а як функцiя τ i ξ – розв’язком
рiвняння (2).

Твердження доводиться безпосереднiм пiдрахунком.

Властивiсть 3. Справджуються рiвностi∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ = 1, t > τ, x ∈ Rn, (51)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dx = e−n1b(t−τ), t > τ, ξ ∈ Rn. (52)

Доведення. Згiдно з формулами (9), (10), (21), (25) i (26) маємо

G(t, x; τ, ξ) =e−n1b(t−τ)G̃(t, x; τ, ξ) =

=(2π)−nen1btc̄
−n1/2
1 c̄

−n2/2
3 c̄

−n3/2
6 I(t− τ, x, ξ) =

=c̄
−n1/2
1 c̄

−n2/2
3 c̄

−n3/2
6 F−1

η→Z(t−τ,x,ξ)[exp{−(Ãη, η)}], (53)

де c̄i := ci(t− τ), i ∈ {1, 3, 6}.
Розглянемо iнтеграл iз (51). Використаємо рiвнiсть (53) i зробимо

замiну змiнних iнтегрування ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) за формулами

(c̄1)−1/2(x1e
b(t−τ) − ξ1) = ξ̂1;

(c̄3)−1/2(x2 + x̂1αb(t− τ)− ξ2) = ξ̂2;

(c̄6)−1/2(x3 + (t− τ)x′2 +
αb(t− τ)− (t− τ)

b
x′1 − ξ3) = ξ̂3,

ξ̂ := (ξ̂1, ξ̂2, ξ̂3).

Маємо ∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ =

∫
Rn

F−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}] dξ̂ =
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=

∫
Rn

exp{−i(0, ξ̂)}F−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}] dξ̂ =

=Fξ̂→0[F−1

η→ξ̂
[exp{−(Ãη, η)}]] = exp{−(Ãη, η)}

∣∣∣
η=0

= 1.

Аналогiчно за допомогою замiни змiнних iнтегрування x =
(x1, x2, x3) за формулами

(c̄1)−1/2(x1e
b(t−τ) − ξ1) = x̂1,

(c̄3)−1/2(x2 + x̂1αb(t− τ)− ξ2) = x̂2,

(c̄6)−1/2(x3 + (t− τ)x′2 +
αb(t− τ)− (t− τ)

b
x′1 − ξ3) = x̂3,

x̂ := (x̂1, x̂2, x̂3),

маємо∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dx =e−n1b(t−τ)

∫
Rn

F−1
η→x̂[exp{−(Ãη, η)}] dx̂ =

=e−n1b(t−τ)Fx̂→0[F−1
η→x̂[exp{−(Ãη, η)}]] =

=e−n1b(t−τ) exp{−(Ãη, η)}
∣∣∣
η=0

= e−n1b(t−τ). �

Властивiсть 4. Для будь-якої неперервної та обмеженої в Rn
функцiї ϕ функцiя

u(t, x; τ) :=

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(ξ) dξ, t > τ, x ∈ Rn,

задовольняє умову

lim
t→τ

u(t, x; τ) = ϕ(x), x ∈ Rn, (54)

а функцiя

v(τ, ξ; t) :=

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)ϕ(x) dx, τ < t, ξ ∈ Rn,

– умову
lim
τ→t

v(τ, ξ; t) = ϕ(ξ), ξ ∈ Rn.
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Доведення. Доведемо тiльки спiввiдношення (54). Нехай Bδ(x) –
куля в просторi Rn з центром у точцi x радiуса δ > 0. Використавши
рiвнiсть (51), запишемо

u(t, x; τ)− ϕ(x) =

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ)(ϕ(ξ)− ϕ(x)) dξ =

=

∫
Bδ(x)

G(t, x; τ, ξ)(ϕ(ξ)− ϕ(x)) dξ+

+

∫
Rx\Bδ(x)

G(t, x; τ, ξ)(ϕ(ξ)− ϕ(x)) dξ =: I1 + I2. (55)

Оскiльки функцiя ϕ є рiвномiрно неперервною в Bδ(x), то маємо
|ϕ(ξ) − ϕ(x)| ≤ ω(δ), де lim

δ→0
ω(δ) = 0, а оскiльки вона обмежена, то

iснує стала Φ > 0 така, що

|ϕ(ξ)− ϕ(x)| ≤ |ϕ(ξ) + ϕ(ξ)| ≤ 2Φ, ξ ∈ Rn\Bδ(x).

Тодi з використанням оцiнки (48), рiвностi (51), позначень M(λ) :=
max{p(λ), q(λ), r(λ)} i

J :=

∫
Rn

(p(t− τ))−n1/2(q(t− τ))−n2/2(r(t− τ))−n3/2Ec/2(t− τ, x, ξ) dξ,

одержуємо

|I1| ≤ω(δ)

∫
Rn

G(t, x; τ, ξ) dξ = ω(δ), (56)

|I2| ≤2ΦC0(p(t− τ))−n1/2(q(t− τ))−n2/2(r(t− τ))−n3/2×

×
∫

Rn\Bδ(x)

Ec(t− τ, x, ξ) dξ ≤ C1 exp
{
− cδ2

8M(t− τ)

}
J =

=C2 exp
{
− cδ2

8M(t− τ)

}
, (57)

якщо 0 < t− τ ≤ γ, γ > 0 – досить мале число.
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Тут використано те, що J – стала та iснує число γ ∈ (0, 1) таке, що
для будь-яких ξ ∈ Rn\Bδ(x) i λ ∈ (0, γ) справджується нерiвнiсть

Ec/2(λ, x, ξ) ≤ exp
{
− cδ2

8M(λ)

}
. (58)

Для обчислення iнтеграла J скористаємося означенням (49) i замi-
ною змiнних iнтегрування ξ1, ξ2, та ξ3 за формулами√

c/2|X1(t− τ)− ξ1|√
p(t− τ)

= y1,

√
c/2|X2(t− τ)− ξ2|√

q(t− τ)
= y2,√

c/2|X3(t− τ)− ξ3|√
r(t− τ)

= y3.

Тодi одержимо

J =
( c

2

)n/2 ∫
Rn1

e−|y1|
2

dy1

∫
Rn2

e−|y2|
2

dy2

∫
Rn3

e−|y3|
2

dy3 =
(cπ

2

)n/2
.

Доведемо нерiвнiсть (58). Досить установити iснування такого чис-
ла γ ∈ (0, 1), що

K :=
|X1(λ)− ξ1|2

p(λ)
+
|X2(λ)− ξ2|2

q(λ)
+
|X3(λ)− ξ3|2

r(λ)
≥ δ2

4M(λ)
,

ξ ∈ Rn\Bδ(x), λ ∈ (0, γ).

Нехай X(λ) := (X1(λ), X2(λ), X3(λ)). Для λ ∈ (0, γ), γ < 1 i ξ ∈
Rn\Bδ(x) маємо

K ≥|ξ −X(λ)|2

M(λ)
≥ (|ξ − x| − |x−X(λ)|)2

M(λ)
≥ (δ − |x−X(λ)|)2

M(λ)
,

|x−X(λ)| =
∣∣∣((1− ebλ)x1,−αb(λ)x̂1,−λx′2 −

αb(λ)− λ
b

x′1

)∣∣∣ ≤
≤
(

(1− ebλ)2|x1|2 + (αb(λ))2|x̂1|2 + λ2|x′2|2+
( αb(λ)− λ

b

)2

|x′1|2
)1/2

≤

≤
(

(1− ebλ)2 + (αb(λ))2 + λ2+
( αb(λ)− λ

b

)2)1/2

|x| ≤

≤A(λ)|x| ≤ A(γ)|x| ≤ δ

2
,

K ≥ (δ − δ/2)2

M(λ)
=

δ2

4M(λ)
,
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якщо γ < 1 вибрати так, щоб

A(γ)|x| :=
(
|1− ebγ |+ αb(γ) + γ +

1

b
(αb(γ)− γ)

)
|x| ≤ δ

2
.

Щоб завершити доведення спiввiдношення (54), треба за довiльним
ε > 0 вибрати δ так, щоб ω(δ) <

ε

2
, потiм узяти t− τ настiльки малим,

щоб

C2 exp{− cδ2

8M(t− τ)
} < ε/2

i скористатися (55)–(57). �

З властивостей 2 i 4 випливає, що згiдно з означенням функцiя G
є справдi ФРЗК для рiвняння (1) i що ФРЗК має таку властивiсть
нормальностi.

Властивiсть 5. Функцiя

G∗(τ, ξ; t, x) := G(t, x; τ, ξ), τ < t, {x, ξ} ⊂ Rn, (59)

є ФРЗК для рiвняння (2).

Наступнi властивостi ФРЗК встановлюватимуться за допомогою
вiдповiдної формули Грiна–Остроградського, яку ми наводимо ниж-
че.

Нехай z := (z1, z2, z3) – точка в Rn, де zl ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3}; BR –
куля {z ∈ Rn| |z| ≤ R}, ΓR – її межа; L i L∗ – диференцiальнi вира-
зи з (1) i (2). Легко переконатися в правильностi такої дивергентної
рiвностi для пiдходящих функцiй u i v:

(v Lu− uL∗v)(θ, z) =

= ∂θ(uv)(θ, z)−
n1∑
j=1

∂z1j

n1∑
l=1

ajl(v ∂z1lu− u ∂z1lv)(θ, z)−

−b
n1∑
j=1

∂z1j (z1jvu)(θ, z)−
n2∑
j=1

∂z2j (z1jvu)(θ, z)−
n3∑
j=1

∂z3j (z2jvu)(θ, z).

Зiнтегрувавши цю рiвнiсть за θ ∈ (t1, t2), t1 < t2, i z ∈ BR, одержи-
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мо формулу

t2∫
t1

dθ

∫
BR

(v Lu− uL∗v)(θ, z) dz =

∫
BR

(uv)(θ, z)
∣∣∣θ=t2
θ=t1

dz−

−
t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

n1∑
j,l=1

ajl(v ∂z1lu− u ∂z1lv)(θ, Z)µ1j dSz−

−b
t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

n1∑
j=1

(vu)(θ, z)z1jµ1j dSz

−
t2∫
t1

dθ

∫
ΓR

( n2∑
j=1

z1jµ2j −
n3∑
j=1

z2jµ3j

)
(vu)(θ, z) dSz, (60)

де (µ11, ..., µ1n1 , µ21, ..., µ2n1 , µ31, ..., µ3n3) – орт зовнiшньої нормалi до
ΓR.

Перехiд у формулi (60) до границi при R → 0 для функцiй u i v,
для яких iнтеграли по ΓR прямують до нуля, приводить до формули

t2∫
t1

dθ

∫
Rn

(v Lu− uL∗v)(θ, Z) dz =

∫
Rn

(uv)(θ, z)
∣∣∣θ=t2
θ=t1

dz, (61)

яка далi безпосередньо використовується для встановлення наступних
властивостей ФРЗК.

Властивiсть 6. Є правильною формула згортки

G(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

G(t, x; γ, z)G(γ, z; τ, ξ) dz, τ < γ < t, {X,Ξ} ⊂ Rn.

(62)
Доведення. Покладемо в (61) u(θ, z) = G(θ, z; τ, ξ), v(θ, z) =

G∗(θ, z; t, x), t1 = γ i t2 = t − ε, де ε > 0 таке, що γ < t − ε. Oдер-
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жимо
t−ε∫
γ

dθ

∫
Rn

(
G∗(θ, z; t, x)LG(θ, z; τ, ξ)−G(θ, z; τ, ξ)L∗G∗(θ, z; t, x)

)
dz =

=

∫
Rn

G(θ, z; τ, ξ)G∗(θ, z; t, x)
∣∣∣θ=t−ε
θ=γ

dz =

=

∫
Rn

[
G(t− ε, z; τ, ξ)G∗(t− ε, z; t, x)−G(γ, z; τ, ξ)G∗(γ, z; t, x)

]
dz.

Використавши властивiсть 2, отримаємо∫
Rn

G(γ, z; τ, ξ)G∗(γ, z; t, x) dz =

∫
Rn

G(t−ε, z; τ, ξ)G∗(t−ε, z; t, x) dz. (63)

У формулi (63) перейдемо до границi при ε→ 0. Скориставшись влас-
тивiстю 4 i формулою (59), одержимо потрiбну рiвнiсть (62). �

За допомогою формули (61) подiбно до [7] доводяться ще такi влас-
тивостi.

Властивiсть 7. Iснує тiльки один ФРЗК для рiвняння (1), який
має попереднi властивостi.

Властивiсть 8. Коефiцiєнти ajl рiвняння (1) виражаються через
ФРЗК G за формулами

ajl =
1

2
lim
τ→t

1

t− τ

∫
Rn

(ξ1j − eb(t−τ)x1j)(ξ1l − eb(t−τ)x1l)G(t, x; τ, ξ) dξ,

{j, l} ⊂ {1, ..., n1}.
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