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О НАИЛУЧШЕМ ПРИБЛИЖЕНИИ ”УГЛОМ”
В СРЕДНЕМ НА ПЛОСКОСТИ R2 С ВЕСОМ
ЧЕБЫШЕВА–ЭРМИТА

Exact inequalities of Jackson type connected with the best approximation by
”angles” of algebraic polynomials are obtained on the classes of differentiable
functions of two variables in the metric of space L2,ρ(R2) at the Chebyshev–
Hermite weight.

Точнi нерiвностi типу Джексона, пов’язанi з найкращим наближен-
ням ”кутами” з алгебраїчних полiномiв отримано для класiв диферен-
цiйованих функцiй двох змiнних у метрицi простору L2,ρ(R2) з вагою
Чебишева–Ермiта.

1. Символом L2(R2), где R2 := R⊗ R =
{

(x, y) : −∞ < x, y <∞
}
,

обозначим пространство действительнозначных измеримых функ-
ций, суммируемых в квадрате на плоскости R2. Под L2,ρ(R2), где
ρ(x, y) := exp(−(x2 + y2)/2), понимаем множество таких функций f ,
для которых f · ρ ∈ L2(R2). Норма в L2,ρ(R2) определяется следую-
щим образом:

‖f‖ := ‖f‖2,ρ =


∫∫
R2

(f(x, y)ρ(x, y))
2
dxdy


1/2

.

Пусть Hk(x), k ∈ Z+, есть ортонормированная система многочле-
нов Эрмита (см., например, [1]) и

∞∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y) (1)
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— двойной ряд Фурье–Эрмита, который сопоставляется функции
f ∈ L2,ρ(R2), а

cij(f) :=

∫∫
R2

f(x, y)Hi(x)Hj(y)ρ2(x, y)dxdy

— коэффициенты Фурье–Эрмита функции f . Хорошо известно, что

‖f‖2 =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

c2ij(f).

Сходимость ряда (1) к функции f в метрике пространства L2,ρ(R2)
понимается в смысле сходимости к f его прямоугольных частных
сумм.

Символом L2,ρ̃(R), где R :=
{
x : −∞ < x < ∞

}
, ρ̃(x) :=

:= exp(−x2/2), обозначим множество действительнозначных измери-
мых функций f таких, что функции f · ρ̃ суммируемы в квадрате на
действительной оси R. Пусть L

2,ρ̃(x)
(R) (соответственно L

2,ρ̃(y)
(R))

есть пространство L2,ρ̃(R) в случае, когда в качестве R выступает
ось абсцисс OX (соответственно ось ординат OY ). Полагаем, что
NN+1 ⊂ L2,ρ̃(x)

(R) и MM+1 ⊂ L2,ρ̃(y)
(R) есть конечномерные подпро-

странства с базисами
{
Hi(x)

}N
i=0

и
{
Hj(y)

}M
j=0

соответственно, где
N,M ∈ Z+. В пространстве L2,ρ(R2) рассмотрим множество функ-
ций

G(NN+1,MM+1) := L2,ρ̃(y)(R)⊗NN+1 ⊕ L2,ρ̃(x)(R)⊗MM+1, (2)

где символами ⊗ и ⊕ обозначены операции тензорного произведения
и прямой суммы множеств. Элементы множества (2) имеют следую-
щий вид:

gN,M (x, y) :=

N∑
i=0

ϕi(y)Hi(x) +

M∑
j=0

ψj(x)Hj(y), (3)

где
{
ϕi
}N
i=0
⊂ L2,ρ̃(y)(R) и

{
ψj
}M
j=0
⊂ L2,ρ̃(x)(R) — произвольные

наборы функций из указанных пространств. Функции вида (3) на-
зывают ”углами” из алгебраических полиномов [2]. Напомним, что
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понятие ”угла”, как одного из эффективных средств теории ап-
проксимации функций многих переменных, было впервые введено
М.К.Потаповым в работе [3] и нашло применение в исследованиях
других математиков (см., например, [4 – 8] ).

Для произвольной функции f ∈ L2,ρ(R2) символом EN,M (f) обо-
значим ее наилучшее приближение элементами множества (2) в мет-
рике пространства L2,ρ(R2), т.е.

EN,M (f) := inf
{
‖f − gN,M‖ : gN,M ∈ G(NN+1,MM+1)

}
. (4)

Символами SN,∞(f) и S∞,M (f) обозначим отрезки ряда (1) функ-
ции f ∈ L2,ρ(R2) порядка N по x и M по y соответственно, т.е.

SN,∞(f ;x, y) :=

N∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y),

S∞,M (f ;x, y) :=

∞∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y)

(в смысле сходимости рядов в правой части в пространстве L2,ρ(R2)).
Под SN,M (f) понимаем частную сумму ряда Фурье–Эрмита (1)
функции f ∈ L2,ρ(R2) порядка N по x и M по y:

SN,M (f ;x, y) :=

N∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y).

Функцию

S̃N,M (f ;x, y) := SN,∞(f ;x, y) + S∞,M (f ;x, y)− SN,M (f ;x, y) =

=

N∑
i=0

∞∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y) +

∞∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y)−

−
N∑
i=0

M∑
j=0

cij(f)Hi(x)Hj(y) (5)
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будем называть обобщенным полиномом Фурье–Эрмита функции
f ∈ L2,ρ(R2) порядка N по x и M по y. Несложно показать, что
функция (5) может быть представлена в виде (3), т.е. S̃N,M (f) явля-
ется элементом множества (2).

2.
Теорема 1. Пусть N,M ∈ N и f ∈ L2,ρ(R2) — произвольная

функция. Тогда справедливо равенство

EN−1,M−1(f) = ‖f − S̃N−1,M−1(f)‖ =


∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)


1/2

, (6)

т.е. среди всех элементов gN−1,M−1 вида (3), принадлежащих мно-
жеству G(NN ,MM ), наилучшее приближение функции f достав-
ляет ее обобщенный полином Фурье–Эрмита S̃N−1,M−1(f) порядка
N − 1 по x и M − 1 по y.

Доказательство. Пусть фиксирована произвольная функция
gN−1,M−1 ∈ G(NN ,MM ) вида (3). Поскольку

{
ϕi
}N−1
i=0

⊂ L2,ρ̃(y)(R)

и
{
ψj
}M−1
j=0

⊂ L2,ρ̃(x)(R), то в смысле сходимости в метриках про-
странств L2,ρ̃(x)(R) и L2,ρ̃(y)(R) имеют место следующие равенства

ϕi(y) =

∞∑
j=0

cj(ϕi)Hj(y); i = 0, N − 1, (7)

ψj(x) =

∞∑
i=0

ci(ψj)Hi(x); j = 0,M − 1. (8)

Из равенств (3) и (7), (8), в смысле сходимости в метрике простран-
ства L2,ρ(R2), получаем соотношение

gN−1,M−1(x, y)=

N−1∑
i=0

∞∑
j=0

cj(ϕi)Hi(x)Hj(y)+

∞∑
i=0

M−1∑
j=0

ci(ψj)Hi(x)Hj(y).

(9)
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Известно, что пространство L2,ρ(R2) со скалярным произведени-
ем

< f, h >:=

∫∫
R2

ρ(x, y)f(x, y)h(x, y)dxdy,

где f, h ∈ L2,ρ(R2), и нормой ‖f‖ :=
√
< f, f > является полным

гильбертовым пространством. Используя свойства скалярного про-
изведения, отсюда имеем

‖f − gN−1,M−1‖2 =< f − gN−1,M−1, f − gN−1,M−1 >=

=< f, f > −2 < f, gN−1,M−1 > + < gN−1,M−1, gN−1,M−1 >=

= ‖f‖2 − 2 < f, gN−1,M−1 > +‖gN−1,M−1‖2. (10)

Используя формулы (9), (10), получаем

‖f − gN−1,M−1‖2 =

∞∑
i=0

∞∑
j=0

c2ij(f)− 2

N−1∑
i=0

∞∑
j=0

cj(ϕi)cij(f)−

−2

∞∑
i=0

M−1∑
j=0

ci(ψj)cij(f) +

N−1∑
i=0

∞∑
j=0

c2j (ϕi)+

+

∞∑
i=0

M−1∑
j=0

c2i (ψj) + 2

N−1∑
i=0

M−1∑
j=0

ci(ψj)cj(ϕi) =

=

∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)+
N−1∑
i=0

∞∑
j=M

(cij(f)−cj(ϕi))2+
∞∑
i=N

M−1∑
j=0

(cij(f)−ci(ψj))2+

+

N−1∑
i=0

M−1∑
j=0

(cij(f)− ci(ψj)− cj(ϕi))2. (11)

Из соотношения (11) следует, что нижняя граница

inf
{
‖f − gN−1,M−1‖ : gN−1,M−1 ∈ G(NN ,MM )

}
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достигается в единственном случае, когда
cij(f) = cj(ϕi), где i = 0, N − 1; j = M,M + 1, ...;
cij(f) = ci(ψj), где j = 0,M − 1; i = N,N + 1, ...;
cij(f) = ci(ψj) + cj(ϕi), где i = 0, N − 1; j = 0,M − 1

(12)

и равна
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f). Таким образом,

EN−1,M−1(f) =


∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(f)


1/2

.

Подставляя в формулу (9) вместо коэффициентов cj(ϕi), где
i = 0, N − 1; j = 0, 1, ..., и ci(ψj), где j = 0,M − 1; i = 0, 1, ..., их
выражения через коэффициенты cij(f), где i, j ∈ Z+, из соотноше-
ния (12) получаем обобщенный полином Фурье–Эрмита S̃N−1,M−1(f)
рассматриваемой функции f ∈ L2,ρ(R2). При этом, согласно (4),
EN−1,M−1(f) = ‖f − S̃N−1,M−1(f)‖. Теорема 1 доказана.

3. При определении характеристик гладкости функций
f ∈ L2,ρ̃(x)(R) С. З. Рафальсон предложил использовать опера-
тор обобщенного сдвига следующего специального вида [9]:

Ft(f, x) :=
1√
π

∫
R

f
(
x
√

1− t2 + tu
)
ρ̃2(u)du, (13)

где |t| 6 1. Указанный подход получил свое дальнейшее разви-
тие в работах других математиков (см., например, [10 – 13]). Напом-
ним [11], что оператор Ft : L2,ρ̃(x)(R) → L2,ρ̃(x)(R) обладает следую-
щими свойствами:
1) Ft(f1 + f2) = Ft(f1) + Ft(f2),
2) Ft(λf) = λFt(f), λ ∈ R,
3) F0(f) ≡ f ,
4) ‖Ft(f)‖ 6 ‖f‖,
5) ‖Ft − f‖ → 0 при t→ 0+,
6) Ft(Hn, x) =

(
1− t2

)n/2
Hn(x), n ∈ Z+.
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Символом Fxt (f) (соответственно Fyτ (f), где |τ | 6 1) обо-
значим действие оператора обобщенного сдвига (13) на функцию
f ∈ L2,ρ(R2), как на функцию от переменной x (соответственно y)
при произвольном, но фиксированном значении другой переменной y
(соответственно x). При этом полагаем Fν,xt (f) := F1,x

t

(
Fν−1,xt (f)

)
,

где ν ∈ N, F0,x
t (f) := f , F1,x

t (f) := Fxt (f). Аналогичным образом
записываем Fµ,yτ (f) := F1,y

τ

(
Fµ−1,yτ (f)

)
, где µ ∈ N, F0,y

τ (f) := f ,
F1,y
τ (f) := Fyτ (f).
Как и в классическом случае, определяем обобщенные конечные

разности первого и высших порядков по переменной x, используя
оператор обобщенного сдвига (13). Для этого в случае f ∈ L2,ρ(R2)
полагаем

∆x
t (f) := Fxt (f)− f = (Fxt − I) f,

где I — единичный оператор в пространстве L2,ρ(R2). Для k = 2, 3, ...

под ∆k,x
t (f) подразумеваем следующую величину:

∆k,x
t (f) := ∆1,x

t

(
∆k−1,x
t (f)

)
=(Fxt − I)k f =

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
F i,xt (f),

где ∆1,x
t (f) := ∆x

t (f). Аналогичным образом по переменной y полу-
чаем

∆y
τ (f) := Fyτ (f)− f = (Fyτ − I) f,

∆l,y
τ (f) := ∆1,y

τ

(
∆l−1,y
τ (f)

)
= (Fyτ − I)l f =

l∑
j=0

(−1)l−j
(
l

j

)
F j,yτ (f),

где l = 2, 3, ...; ∆1,y
τ (f) := ∆y

τ (f).
Для произвольной функции f ∈ L2,ρ(R2) определим обобщенную

смешанную конечную разность первого порядка по переменной x и
первого порядка по переменной y, т.е.

∆x
t (∆y

τ (f)) := Fxt (Fyτ (f))−Fxt (f)−Fyτ (f) + f = (Fxt − I) (Fyτ − I) f.

При этом ∆x
t (∆y

τ (f)) = ∆y
τ (∆x

t (f)). Для обобщенных смешанных
конечных разностей высших порядков получаем

∆k,x
t

(
∆l,y
τ (f)

)
= ∆1,x

t

(
∆k−1,x
t

(
∆l,y
τ (f)

))
= ∆k,x

t

(
∆1,y
τ

(
∆l−1,y
τ (f)

))
=
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= (Fxt − I)k (Fyτ − I)l f=

k∑
i=0

l∑
j=0

(−1)k+l−i−j
(
k

i

)(
l

j

)
F i,xt

(
F j,yτ (f)

)
,

(14)
где (k, l) ∈ N2\(1, 1), N2 := N ⊗ N; ∆1,x

t := ∆x
t , ∆1,y

τ := ∆y
τ ;

∆0,x
t = ∆0,y

τ := I. Отметим, что ∆k,x
t

(
∆l,y
τ (f)

)
= ∆l,y

τ

(
∆k,x
t (f)

)
.

Величину

ω̃k,l(f ; δ, λ) := sup
{∥∥∥∆k,x

t

(
∆l,y
τ (f)

)∥∥∥ : |t| 6 δ, |τ | 6 λ
}
, (15)

где 0 6 δ, λ 6 1, будем называть обобщенным смешанным модулем
непрерывности функции f ∈ L2,ρ(R2).

4. Согласно [10] введем следующие дифференциальные операто-
ры:

Dx :=
∂2

∂x2
− 2x

∂

∂x
; Dy :=

∂2

∂y2
− 2y

∂

∂y
;

D := Dx +Dy =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− 2x

∂

∂x
− 2y

∂

∂y
.

Пусть Lr2,ρ(R2) есть класс функций f ∈ L2,ρ(R2), которые име-

ют обобщенные частные производные ∂mf
∂xi∂yj

, где i + j = m,

m = 1, 2r, принадлежащие пространству L2,ρ(R2). При этом
Drf = D

(
Dr−1f

)
∈ L2,ρ(R2), D1 := D, D0f := f . Полагаем

L0
2,ρ(R2) := L2,ρ(R2).
Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть N,M, k, l ∈ N; r ∈ Z+. Тогда справедливо
равенство

sup
N,M∈N

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)rEN−1,M−1(f)

ω̃k,l

(
Drf ; 1√

N
, 1√

M

) =
1

(1− e−1/2)k+l
. (16)

Доказательство. Пусть f есть произвольная функция из
класса L2,ρ(R2) такая, что f 6≡ const. В работе [10] было показано,



О наилучшем приближении ”углом” в среднем на плоскости . . . 43

что для любых i, j ∈ N справедливо равенство

cij(f) =
(−1)r

2r(i+ j)r
cij(D

rf), (17)

где cij(f) и cij(Drf) — коэффициенты Фурье–Эрмита функций f и
Drf соответственно. Используя формулы (6) и (17), для произволь-
ной функции f ∈ L2,ρ(R2) получаем

EN−1,M−1(f) =


∞∑
i=N

∞∑
j=M

1

22r(i+ j)2r
c2ij(D

rf)


1/2

6

6
1

2r(N +M)r


∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(D
rf)


1/2

=
1

2r(N +M)r
EN−1,M−1(Drf).

(18)
На основании перечисленных ранее свойств оператора обобщен-

ного сдвига (13) и формулы (14) запишем

∆k,x
t

(
∆l,y
τ (Drf);x, y

)
=

=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

c2ij(D
rf)

((
1− t2

)i/2 − 1
)k ((

1− τ2
)j/2 − 1

)l
Hi(x)Hj(y),

(19)
где равенство понимается в смысле сходимости в метрике простран-
ства L2,ρ(R2). Из равенства (19) и определения обобщенного смешан-
ного модуля непрерывности (15) имеем

ω̃k,l(D
rf ; δ, λ) = sup

|t|6δ,
|τ|6λ

{ ∞∑
i=1

∞∑
j=1

c2ij(D
rf)

((
1− t2

)i/2 − 1
)2k
×

×
((

1− τ2
)j/2 − 1

)2l}1/2

=
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=


∞∑
i=1

∞∑
j=1

c2ij(D
rf)

(
1−

(
1− δ2

)i/2)2k (
1−

(
1− λ2

)j/2)2l
1/2

,

(20)
где 0 < δ, λ 6 1. Используя соотношения (6) и (20), получаем

ω̃2
k,l(D

rf ; δ, λ)>
∞∑
i=N

∞∑
j=M

c2ij(D
rf)

(
1−
(
1−δ2

)i/2)2k(
1−
(
1−λ2

)j/2)2l
>

>
(

1−
(
1− δ2

)N/2)2k (
1−

(
1− λ2

)M/2
)2l
E2N−1,M−1(Drf). (21)

Из цепочек соотношений (18) и (21) следует оценка сверху наи-
лучшего приближения функции f ∈ L2,ρ(R) элементами множества
G(NN ,MM ) в метрике пространства L2,ρ(R), т.е.

EN−1,M−1(f) 6

(
1−
(
1−δ2

)N/2)−k(
1−
(
1−λ2

)M/2
)−l

2r(N +M)r
ω̃k,l(D

rf ; δ, λ).

Отсюда получаем следующую оценку

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N+M)rEN−1,M−1(f)

ω̃k,l(Drf ; δ, λ)
6

1(
1−(1−δ2)

N/2
)k(

1−(1−λ2)
M/2

)l ,
(22)

где 0 < δ, λ 6 1. Для получения оценки снизу величины, рас-
положенной в левой части неравенства (22), рассмотрим функцию
f0(x, y) := HN (x)HM (y), которая принадлежит классу Lr2,ρ(R2).

Из формулы (6) получаем

EN−1,M−1(f0) = 1. (23)

Используя равенство (17), для функции f0 имеем cij(D
rf0) =

{
0,

если i 6= N и j 6= M ; (−1)r2r(N + M)r, если i = N и j = M
}
, где

i, j ∈ Z+, т.е. Drf0(x, y) = (−1)r2r(N + M)rHN (x)HM (y). Тогда из
формулы (20) имеем

ω̃k,l(D
rf0; δ, λ) = 2r(N +M)r

(
1−

(
1− δ2

)N/2)k (
1−

(
1− λ2

)M/2
)l
.

(24)
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Из соотношений (23), (24) следует оценка снизу рассматриваемой
экстремальной характеристики

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)rEN−1,M−1(f)

ω̃k,l(Drf ; δ, λ)
>

2r(N +M)rEN−1,M−1(f0)

ω̃k,l(Drf0; δ, λ)
=

=
1(

1− (1− δ2)
N/2
)k (

1− (1− λ2)
M/2

)l . (25)

Сопоставляя неравенства (22) и (25), имеем равенство

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N+M)rEN−1,M−1(f)

ω̃k,l(Drf ; δ, λ)
=

1(
1−(1−δ2)

N/2
)k(

1−(1−λ2)
M/2

)l ,
(26)

где 0 < δ, λ 6 1. Полагая в формуле (26) δ := 1/
√
N, λ := 1/

√
M и

вычисляя верхнюю грань по N,M ∈ N от левой и правой частей ука-
занного равенства, получаем требуемое соотношение (16). Теорема 2
доказана.

Cледствие. Пусть N,M, r ∈ N. Тогда имеет место равенство

sup
f∈Lr2,ρ(R

2)

f 6≡const

2r(N +M)rEN−1,M−1(f)

EN−1,M−1(Drf)
= 1.
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