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The work is devoted to working out new methods for analysing the robust
stability, stabilization and optimization of equilibrium states of nonlinear
dynamic output feedback control systems. It is shown that stabilization
and optimization problems with dynamic output feedback reduce to ana-
logical problems with static output feedback. Sufficient stability conditions
of the zero solution are formulated with the joint quadratic Lyapunov func-
tion for a family of nonlinear systems with uncertain coefficient matrices
and a measured output feedback. The solution of the general problem of
the robust stabilization and evaluation of the quadratic performance crite-
rion for the family of nonlinear systems are proposed. Applying the results
reduces to solving finite systems of linear matrix inequalities.

Работа посвящена разработке новых методов анализа робастной устой-
чивости, стабилизации и оптимизации состояний равновесия нелиней-
ных систем управления с динамической обратной связью по измеряе-
мому выходу. Показано, что задачи стабилизации и оптимизации с ди-
намической обратной связью сводятся к аналогичным задачам со ста-
тической обратной связью. Для семейства нелинейных систем с неопре-
деленными матрицами коэффициентов и обратной связи по измеряемо-
му выходу формулируются достаточные условия устойчивости нулево-
го состояния с общей квадратичной функцией Ляпунова. Предложено
решение общей задачи робастной стабилизации и оценки квадратично-
го критерия качества семейства нелинейных систем. Применение по-
лученных результатов сводится к решению конечных систем линейных
матричных неравенств.
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1. Вступ

При проектуваннi транспортних, космiчних та iнших керованих
об’єктiв виникають проблеми щодо стiйкостi стацiонарних режимiв
та якостi систем, якi описують їх рух. Розвиток високих технологiй
в рiзних галузях зумовлює неперервне зростання вимог до сучасних
систем керування. Однак, у реальних об’єктах неминуче присутнi не-
визначеностi рiзних типiв, а iнформацiя про їх стан неповна. Якщо
це не враховувати при побудовi вiдповiдних математичних моделей,
то система керування такими об’єктами в реальних умовах може не
забезпечувати високих показникiв якостi i, зокрема, стiйкостi. Неви-
значеностi в неперервних та дискретних математичних моделях ке-
рованих систем описуються iнтервалами, полiтопами, афiнними та
елiпсоїдальними сiм’ями матриць тощо (див., наприклад, [1–5]). Для
опису невизначеностi систем у напiвупорядкованих просторах можна
використовувати конуснi нерiвностi та iнтервали [6].

Нульовий стан x ≡ 0 нелiнiйної диференцiальної системи керува-
ння з параметричною невизначенiстю

ẋ = f(x, p, t) +B(x, p, t)u, f(0, p, t) ≡ 0, u = Kx, x ∈ Rn, (1)

де f(·) i B(·) — вiдповiдно векторна та матрична функцiї, називається
робастно стiйким вiдносно заданих множин параметрiв P ⊆ Rν та
коефiцiєнтiв матрицi пiдсилення зворотного зв’язку K ⊂ Rm×n, якщо
вiн асимптотично стiйкий за Ляпуновим за всiх фiксованих p ∈ P i
K ∈ K. Векторно-матричнi системи керування типу (1) iнодi нази-
вають афiнними. Якщо f(x, p, t) = A(x, p, t)x, де A(·) — матрична
функцiя, то при дослiдженнi задач робастної стiйкостi та стабiлiза-
цiї системи (1) досить зручно використовувати методи квадратичних
функцiй Ляпунова v(x, t) = xTX(t)x з симетричною додатно визна-
ченою матрицею X(t).

У багатьох працях у термiнах лiнiйних матричних нерiвностей
(ЛМН) отримано достатнi умови стiйкостi лiнiйних керованих си-
стем з невизначеними матрицями коефiцiєнтiв i зворотного зв’язку
по вимiрюваному виходу. З оглядом задач i вiдомих методiв аналi-
зу робастної стiйкостi й стабiлiзацiї систем керування зi зворотним
зв’язком можна ознайомитися в [4, 5].

Цю працю присвячено розробцi нових методiв аналiзу робастної
стiйкостi, стабiлiзацiї та оптимiзацiї станiв рiвноваги класу нелiнiй-
них багатовимiрних систем керування з динамiчним зворотним зв’яз-
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ком по вимiрюваному виходу, що мiстить компоненти як фазових
змiнних, так i керування. Показано, що задачi стабiлiзацiї та оптимi-
зацiї з динамiчним зворотним зв’язком (ДЗЗ) зводяться до аналогi-
чних задач зi статичним зворотним зв’язком (СЗЗ). Використовуючи
i розвиваючи результати праць [7–10], формулюються достатнi умо-
ви стiйкостi нульового стану сiм’ї систем керування з невизначеними
матрицями коефiцiєнтiв i ДЗЗ по вимiрюваному виходу. Також бу-
дуються спiльна функцiя Ляпунова i верхня оцiнка квадратичного
функцiонала якостi. Як наслiдок, пропонуються новi методи оптимi-
зацiї даної сiм’ї систем. Практичне застосування отриманих результа-
тiв зводиться до знаходження розв’язкiв систем диференцiальних або
алгебраїчних ЛМН. Для розв’язання ЛМН зi сталими матрицями мо-
жна використати досить ефективну процедуру в системi Matlab [11].

Будемо використовувати такi позначення: In — одинична матриця
порядку n; 0n×m — нульова матриця розмiрiв n × m; X = XT > 0
(≥ 0) — додатно (невiд’ємно) визначена симетрична матриця X ;
i(X) = {i+, i−, i0} — iнерцiя ермiтової матрицi X , яку утворюють
кiлькостi її додатних, вiд’ємних i нульових власних значень, врахову-
ючи кратностi; λmax(X) (λmin(X)) — максимальне (мiнiмальне) вла-
сне значення ермiтової матрицi X ; ρ(A) — спектральний радiус ма-
трицi A; ‖x‖ — евклiдова норма вектора x; Co{A1, . . . , Aν} — опуклий
багатогранник (полiтоп) з вершинами A1, . . . , Aν у просторi матриць
вигляду

Co{A1, . . . , Aν} =
{
A =

ν∑

i=1

αiAi : αi ≥ 0, i = 1, ν,

ν∑

i=1

αi = 1
}
.

2. Стабiлiзацiя лiнiйних систем керування
з динамiчним регулятором

Розглянемо систему керування:

ẋ = Ax+Bu, y = Cx+Du, (2)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування та
спостереження об’єкта, A, B, C i D — матрицi вiдповiдних розмiрiв
n×n, n×m, l×n i l×m, причому, rankB = m i rankC = l. Побудуємо
динамiчний регулятор у виглядi ДЗЗ:

{
ż = Zz + V y,

u = Uz +Ky,
(3)
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де z ∈ Rr — вектор стану регулятора, Z, V , U i K — невiдомi матрицi
вiдповiдних розмiрiв r × r, r × l, m × r i m× l. В окремому випадку
r = 0 маємо статичний регулятор u = Ky. При r 6= 0 спiввiдношення
(2) i (3) можна записати у компактному виглядi:

˙̂x = Âx̂+ B̂û, ŷ = Ĉx̂+ D̂û, û = K̂ŷ, (4)

де

x̂ =

[
x
z

]
, ŷ =

[
z
y

]
, û =

[
ż
u

]
, K̂ =

[
Z V
U K

]
,

Â =

[
A 0n×r

0r×n 0r×r

]
, B̂ =

[
0n×r B
Ir 0r×m

]
,

Ĉ =

[
0r×n Ir
C 0l×r

]
, D̂ =

[
0r×r 0r×m
0l×r D

]
,

причому, rank B̂ = r+m i rank Ĉ = r+l. Водночас, якщо покласти u =
Uz+Ky, то, враховуючи структуру блочних матриць в (4), отримаємо
всi спiввiдношення (2) i (3).

Лема 2.1. Система керування (2) з динамiчним регулятором
(3) порядку r 6= 0 еквiвалентна системi керування зi СЗЗ (4).

Таким чином, задачi керування i, зокрема, стабiлiзацiї системи (2)
з ДЗЗ (3) зводяться до аналогiчних задач керування для системи (4)
зi СЗЗ.

Введемо на множинi матриць KD̂ = {K̂ : det(Ir+m − K̂D̂) 6= 0}
нелiнiйний оператор

D̂ : R(r+m)×(r+l) → R(r+m)×(r+l), D̂(K̂) = (Ir+m − K̂D̂)−1K̂,

або у блочному виглядi

D̂(K̂) =

[
Z + V D(Im −KD)−1U V (Il −DK)−1

(Im −KD)−1U D(K)

]
,

де D(K) = (Im −KD)−1K, K ∈ KD = {K : det(Im −KD) 6= 0}.
Для кожної матрицi зворотного зв’язку K̂ ∈ KD̂ замкнена система

(4) має вигляд
̂̇x = M̂ x̂, M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ, (5)
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де

M̂=

[
M B(Im −KD)−1U

V (Il −DK)−1C Z + V D(Im −KD)−1U

]
, M=A+BD(K)C.

Оператор D̂ має такi властивостi:

• якщо K̂ ∈ KD̂, то D̂(K̂) ≡ K̂(Ir+l − D̂K̂)−1 ≡ K̂[Ir+l + D̂D̂(K̂)],

Ir+l + D̂D̂(K̂) ≡ (Ir+l − D̂K̂)−1;

• якщо K1 ∈ KD̂, K2 ∈ KD̂1
, то K3 = (Ir+m − K1D̂)−1K2 ∈ KD̂,

K1 +K2 ∈ KD̂ i

D̂(K1 +K2) = D̂(K1) + D̂(K3) (Il − D̂K1)
−1,

D̂(K3) = (Im −K1D̂)−1D̂1(K2),
(6)

де D̂1 = (Il − D̂K1)
−1D̂, D̂1(K2) = (Im −K2D̂1)

−1K2;
• якщо K̂ ∈ KD̂, то K̂∗ = −D̂(K̂) ∈ KD̂ i

D̂(K̂∗) = −K̂. (7)

Згiдно з (7) для досягнення бажаних властивостей i, зокрема, стiй-
костi системи (5) достатньо забезпечити цi властивостi системi

̂̇x = M̂ x̂, M̂ = Â− B̂K̂Ĉ (8)

за умови K̂ ∈ KD̂. Для матриць повного рангу B̂ i Ĉ введемо позна-
чення ортогональних доповнень i псевдообернених матриць:

B̂⊥ =

[
B⊥

0r×(n−m)

]
, B̂+ = (B̂T B̂)−1B̂T =

[
0r×n Ir
B+ 0m×r

]
,

Ĉ⊥ =
[
C⊥, 0(n−l)×r

]
, Ĉ+ = ĈT (ĈĈT )−1 =

[
0n×r C+

Ir 0r×l

]
,

де det
[
B̂, B̂⊥] 6= 0, B̂T B̂⊥ = 0, det

[
ĈT , Ĉ⊥T ] 6= 0, ĈĈ⊥T = 0.

Наступне твердження дає методику розподiлу спектра системи (8)
з бажаними властивостями вiдносно прямої Reλ = α, λ ∈ C1.

Лема 2.2. Iснує матриця K̂, для якої спектр системи (8) скла-
дається iз p i q точок у вiдповiдних напiвплощинах Reλ < α i
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Reλ > α, тодi i лише тодi, коли сумiсною вiдносно X̂ = X̂T є си-
стема спiввiдношень

S = B⊥TLB⊥ < 0, i(X̂) = {p, q, 0}, i(Ĥ) = {r + l, r +m, 0}, (9)

де

L = AX +XAT − 2αX, X̂ =

[
X XT

1

X1 X2

]
, Ĥ =

[
Ĥ0 ĤT

1

Ĥ1 Ĥ2

]
,

Ĥ0 =

[
−2αX2 −X1A

T
αRAαX

T
1 X1A

T
α (In −RL)B+T

B+(In − LR)AαX
T
1 H0

]
,

Ĥ1 =

[
X2 −X1RAαX

T
1 X1(In −RL)B+T

C(In −XRAα)X
T
1 H1

]
,

Ĥ2 =

[
−X1RX

T
1 −X1RXC

T

−CXRXT
1 H2

]
,

H0 = B+(L−LRL)B+T , H1 = CX(In−RL)B+T , H2 = −CXRXCT ,
R = B⊥S−1B⊥T , Aα = A− 2αIn.

За умов (9) матрицю K̂ можна знайти як розв’язок однiєї iз
еквiвалентних матричних нерiвностей:

Ĥ0 − K̂Ĥ1 − ĤT
1 K̂

T + K̂Ĥ2K̂
T < 0, (10)

ÂX̂ + X̂ÂT − 2αX̂ < B̂K̂ĈX̂ + X̂ĈT K̂T B̂T . (11)

Зокрема, якщо в спiввiдношеннях (9) i (10) X̂ = X̂T > 0, α ≤ 0, то
система (8) асимптотично стiйка.

Ця лема випливає iз наведених вище спiввiдношень i аналогiч-
ного твердження, встановленого в [10] для статичних регуляторiв.
Зауважимо, що лiнiйна вiдносно K̂ нерiвнiсть (11) виконується, якщо

K̂ = B̂T X̂−1Ĉ+, ÂX̂+ X̂ÂT −2αX̂ < 2 B̂B̂T , (Ĉ+Ĉ− Ir+n)X̂−1B̂ = 0;

для виконання квадратичної вiдносно K̂ нерiвностi (10) достатньо,
щоб

K̂ = γ B̂T X̂−1Ĉ+, γ > λmax(Ĥ0)/2, Ĉ⊥X̂−1B̂ = 0, (12)
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причому останнi рiвностi в наведених спiввiдношеннях еквiвалентнi.
Враховуючи (7) i (12), при α ≤ 0 маємо достатнi умови, якi гаран-

тують асимптотичну стiйкiсть системи (5) зi спектральним запасом,
не меншим нiж |α|:

X̂ = X̂T > 0, B̂⊥T (ÂX̂ + X̂ÂT − 2αX̂) B̂⊥ < 0, Ĉ⊥X̂−1B̂ = 0,

K̂ = −D̂(K̂∗), K̂∗ = γ B̂T X̂−1Ĉ+ ∈ KD̂, γ > λmax(Ĥ0)/2. (13)

Для системи (4) у випадкуD = 0 виконуються наступнi тверджен-
ня. Iснує матриця статичного зворотного зв’язку K̂ така, що замкне-
на система (5) асимптотично стiйка тодi i лише тодi, коли сумiсною
вiдносно X̂ = X̂T > 0 є система матричних нерiвностей [12]:

B̂⊥(ÂX̂ + X̂ÂT )B̂⊥T < 0, Ĉ⊥T (ÂT X̂−1 + X̂−1Â)Ĉ⊥ < 0. (14)

При цьому K̂ можна знайти як розв’язок ЛМН:

ÂX̂ + X̂ÂT + ĈK̂B̂X̂ + X̂B̂T K̂T ĈT < 0.

За структурою i властивостями блочних матриць в (14) встановлено,
що iснує динамiчний регулятор (3) порядку r ≤ n, який забезпечує
асимптотичну стiйкiсть системi (2), тодi i лише тодi, коли сумiсною
вiдносно X = XT > 0 i Y = Y T > 0 є система ЛМН

B⊥(AX+XAT )B⊥T < 0, C⊥T (ATY+Y A)C⊥ < 0,W =

[
X In
In Y

]
≥ 0,

причому rankW ≤ n + r. Останнє обмеження еквiвалентне нерiвно-
стi rank(In − Y X) ≤ r i завжди виконується у випадку динамiчного
регулятора повного порядку r = n (див. також [7]).

Лема 2.3. Нехай (A,B) i (A,C) — вiдповiдно стабiлiзовна i де-
тектовна пари матриць. Тодi iснує динамiчний регулятор (3) на
основi спостережника повного порядку r = n, що забезпечує асим-
птотичну стiйкiсть системi (2).

Доведення. Покладемо в (3)

Z = A− FC + (B − FD)U, V = F + (B − FD)K, (15)

де K ∈ KD, U ∈ Rm×n i F ∈ Rn×l — деякi матрицi. Тодi перше
рiвняння описує динамiку спостережника

ż = Az +Bu+ F (y − Cz −Du), (16)



160 О.Г. Мазко, Л.В. Купрiянчик

а замкнену систему (2), (3) можна подати у еквiвалентному виглядi

˙̃x = M̃x̃, M̃ =

[
M0 B(Im −KD)−1U
0n×n M1

]
, x̃ =

[
x
e

]
, (17)

де M0 = A + BD(K)C + B(Im −KD)−1U , M1 = A − FC, e = z − x.
Зокрема, якщо K = 0, то M0 = A + BU . Отже, за припущеннями
iснують матрицi K, U i F такi, що дiйснi частини всiх власних зна-
чень матриць M0 i M1 вiд’ємнi i система (17) асимптотично стiйка.
При цьому e(t) → 0 при t → ∞, тобто (16) є асимптотичним спосте-
режником системи (2). Шуканi матрицi стабiлiзуючого динамiчного
регулятора (3) можна знайти за допомогою спiввiдношень (15) i

U = −KC − (Im −KD)BTX−1, F = Y −1CT , (18)

де K ∈ KD — довiльна матриця, X = XT > 0 i Y = Y T > 0 —
розв’язки вiдповiдних ЛМН:

AX +XAT < 2BBT , ATY + Y A < 2CTC. (19)

Лему доведено.

3. Робастна стабiлiзацiя нелiнiйних систем

Розглянемо систему керування i динамiчний регулятор, поданi у
векторно-матричнiй формi:

ẋ = A(·)x +B(·)u, y = C(·)x +D(·)u, (20)

ż = Z(·)z + V (·)y, u = U(·)z +K(·)y, (21)

де x ∈ Rn, u ∈ Rm i y ∈ Rl — вектори вiдповiдно стану, керування
та спостереження об’єкта, z ∈ Rr — вектор стану регулятора, а ма-
тричнi коефiцiєнти вiдповiдних розмiрiв можуть залежити вiд x, z i
t. За лемою 2.1 при r 6= 0 спiввiдношення (20) i (21) можна подати у
виглядi системи керування зi СЗЗ:

˙̂x = Â(x̂, t) x̂+ B̂(x̂, t) û, ŷ = Ĉ(x̂, t) x̂+ D̂(x̂, t) û, û = K̂(x̂, t) ŷ, (22)

де x̂ ∈ Rn+r, û ∈ Rm+r i ŷ ∈ Rl+r, а матричнi коефiцiєнти мають
структуру, наведену в (4).
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Побудуємо множину матриць стабiлiзуючих керувань у виглядi

K̂ = K̂∗ + K̃ =

[
Z V
U K

]
, K̃ ∈ K =

{
K̃ : K̃T P̂ K̃ ≤ Q̂

}
, (23)

де K — елiпсоїдальна множина матриць у просторi R(r+m)×(r+l), яку
визначають симетричнi додатно визначенi матрицi P̂ i Q̂ вiдповiдних
розмiрiв (r+m)×(r+m) i (r+l)×(r+l). Залежнiсть матриць Â, B̂, Ĉ,
D̂, K̂, K̂∗ i K̃ вiд x̂ i t вважаємо неперервною i для спрощення виразiв
не позначаємо. Матрицi P̂ i Q̂ сталi, хоча в подальших викладках
вони також можуть бути неперервними функцiями вiд x̂ i t.

Згiдно з (22) i (23) повинна виконуватись нерiвнiсть

[x̂T , ûT ]

[
ĈT Q̂Ĉ − ĈT K̂T

∗ P̂ K̂∗Ĉ ĈT Q̂D̂ + ĈT K̂T
∗ P̂ Ĝ

D̂T Q̂Ĉ + ĜT P̂ K̂∗Ĉ ∆

][
x̂
û

]
≥ 0,

де ∆ = D̂T Q̂D̂ − ĜT P̂ Ĝ, Ĝ = Ir+m − K̂∗D̂. Припустимо, що

∆(x̂, t) < 0, x̂ ∈ S0, t ≥ 0, (24)

де S0 = {x̂ ∈ Rr+n : ‖x̂‖ ≤ h} — окiл точки x̂ = 0. Тодi iз x̂ = 0
випливає û = 0 i x̂ ≡ 0 є станом рiвноваги системи. Нехай цей стан
рiвноваги iзольований, тобто окiл S0 не мiстить iнших станiв рiвно-
ваги системи.

Задача полягає в побудовi умов, за якими нульовий стан замкне-
ної системи керування (20), (21) асимптотично стiйкий за Ляпуновим
для кожної матрицi K̃ ∈ K. Матриця K̂∗ шукається з метою стабiлi-
зацiї, наприклад, у випадку, коли нульовий стан системи без керува-
ння (û = 0) нестiйкий. Визначаючи матрицю K̂∗ для класу лiнiйних
автономних систем (2), можна застосовувати лему 2.2, зокрема спiв-
вiдношення (13) (див. також [4,5, 7, 13]).

Умова (24) забезпечує невиродженiсть матрицi Ĝ та iснування зна-
чення оператора D̂(K̂∗) = (Ir+m − K̂∗D̂)−1K̂∗ при будь-яких x̂ ∈ S0

i t ≥ 0. Якщо K̃ ∈ K, то iснують також значення D̂(K̂) i D̂(K̂1), де
K̂1 = Ĝ−1K̃. Дiйсно, за умов (22) i (23) маємо

D̂T K̃T P̂ K̃D̂ ≤ D̂T Q̂D̂ < ĜT P̂ Ĝ, F̂T P̂ F̂ < P̂ ,

де F̂ = K̃D̂Ĝ−1 i P̂ > 0. Тому ρ(F̂ ) < 1 i матриця Ir+m − F̂ невиро-
джена, а разом з нею невиродженi матрицi Ir+m−K̂D̂ = (Ir+m− F̂ )Ĝ
i Ir+m − K̂1D̂ = Ĝ−1(Ir+m − K̂D̂).
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Отже, замкнена система (20), (21) при обмеженнi (24) набуває ви-
гляду

˙̂x = M̂(x̂, t)x̂, M̂(x̂, t) = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ. (25)

Будемо вважати, що нульовий стан даної системи при K̂ ≡ K̂∗ асим-
птотично стiйкий.

Розв’яжемо поставлену задачу для системи (25) за допомогою ква-
дратичної функцiї Ляпунова v(x̂, t) = x̂T X̂(t)x̂, де X̂(t) — неперервно-
диференцiйовна симетрична матриця така, що

ε1Ir+n ≤ X̂(t) ≤ ε2Ir+n, t ≥ 0. (26)

Теорема 3.1. Нехай для деяких εi > 0 (i = 0, 1, 2) при x̂ = 0 i
t ≥ 0 виконуються матричнi нерiвностi (24), (26) i

Ω(t) =




˙̂
X + M̂T

∗ X̂ + X̂M̂∗ + ε0Ir+n X̂B̂ ĈT∗
B̂T X̂ −ĜT P̂ Ĝ D̂T

Ĉ∗ D̂ −Q̂−1


 ≤ 0, (27)

де M̂∗ = Â+B̂D̂(K̂∗)Ĉ, Ĉ∗ = Ĉ+D̂D̂(K̂∗)Ĉ. Тодi кожний динамiчний
регулятор (21), (23) забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульово-
го стану замкненої системи (20), (21) i спiльну функцiю Ляпунова

v(x̂, t) = x̂T X̂(t) x̂.

Ця теорема випливає з аналогiчного твердження, встановленого
в [10] для статичних регуляторiв.

Зауважимо, що (24) є наслiдком строгої нерiвностi (27), а матрицi
P̂ i Q̂1 = Q̂−1 входять у вираз (27) лiнiйно. Тому їх разом з X̂ можна
вважати невiдомими i шукати за допомогою ефективної процедури
системи Matlab. Це збiльшує можливостi методики квадратичної
стабiлiзацiї [7] навiть для класу систем (2).

Припустимо, що система (20) в околi нульового стану рiвноваги
при t ≥ 0 має невизначенi коефiцiєнти:

A ∈ Co{A1, . . . , Aνa}, B ∈ Co{B1, . . . , Bνb}, C ∈ Co{C1, . . . , Cνc}, (28)

де набори сталих матриць Ai, Bj i Ck є вершинами заданих полiтопiв
у вiдповiдних просторах Rn×n, Rn×m i Rl×n. Тодi матрична нерiвнiсть
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(27), з огляду на лiнiйну залежнiсть блочного виразу Ω вiд даних
коефiцiєнтiв, випливає iз системи аналогiчних нерiвностей




˙̂
X + M̂T

ijkX̂ + X̂M̂ijk + ε0Ir+n X̂B̂j ĈTk∗
B̂Tj X̂ −ĜT P̂ Ĝ D̂T

Ĉk∗ D̂ −Q̂−1


 ≤ 0, (29)

де M̂ijk = Âi+B̂jD̂(K̂∗)Ĉk, Ĉk∗ = Ĉk+D̂D̂(K̂∗)Ĉk, i = 1, νa, j = 1, νb,
k = 1, νc, x̂ = 0, t ≥ 0.

Нехай нарiвнi з (28) виконуються умови

K̂∗ ≡ 0, D ∈ Co{D1, . . . , Dνd}, x̂ = 0, t ≥ 0. (30)

Сформулюємо наслiдок теореми 3.1 при бiльш сильних припущеннях.

Наслiдок 3.1. Нехай сумiсною є система ЛМН зi сталими ма-
трицями:



ÂTi X̂ + X̂Âi X̂B̂j ĈTk

B̂Tj X̂ −P̂ D̂T
s

Ĉk D̂s −Q̂−1


 < 0, X̂ = X̂T > 0, (31)

де i = 1, νa, j = 1, νb, k = 1, νc, s = 1, νd. Тодi кожний динамiчний
регулятор (21), (23) забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульово-
го стану сiм’ї систем (20), (21), (28), (30) i спiльну квадратичну

функцiю Ляпунова v(x̂) = x̂T X̂x̂.

Зазначимо, що в формулах (29) i (31) використовуються такi блоч-
нi матрицi

Âi =

[
Ai 0n×r
0r×n 0r×r

]
, B̂j =

[
0n×r Bj
Ir 0r×m

]
,

Ĉk =

[
0r×n Ir
Ck 0l×r

]
, D̂s =

[
0r×r 0r×m
0l×r Ds

]
,

(32)

якi за умов (28) i (30) є вершинами деяких полiтопiв у вiдповiдних
просторах R(n+r)×(n+r), R(n+r)×(m+r), R(l+r)×(n+r) i R(l+r)×(m+r).

Системи матричних нерiвностей (29) i (31) можна використову-
вати при розв’язаннi обернених задач робастної стабiлiзацiї. Напри-
клад, для заданої матрицi X̂ > 0 за умов наслiдку 3.1 потрiбно побу-
дувати сiм’ю систем стабiлiзацiї, яка описується деякими полiтопами
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матричних коефiцiєнтiв (28) i (30), а також елiпсоїдом матриць зво-
ротного зв’язку K в (23). У цiй задачi невiдомими будуть вершини
полiтопiв Ai, Bj , Ck i Ds, а також додатно визначенi матрицi P̂ i Q̂,
що описують шуканий елiпсоїд.

Зауважимо, що об’єкт та динамiчний регулятор в системi (20),
(21) формально можна помiняти мiсцями, а саме: за об’єкт керуван-
ня можна вважати систему (21) з векторами стану z, спостереження
u i керування y. При цьому x буде вектором стану динамiчного регу-
лятора (20).

4. Квадратична оптимiзацiя сiм’ї систем

Розглянемо систему керування (20) з динамiчним регулятором (21)
та квадратичним функцiоналом якостi

J(û, x̂0) =

∫ ∞

0

ϕ(x̂, û, t) dt, (33)

де

x̂0 = x̂(0), ϕ(x̂, û, t) =
[
x̂T , ûT

]
Φ̂(t)

[
x̂
û

]
, Φ̂(t) =

[
Ŝ N̂

N̂T R̂

]
,

а блоки симетричної матрицi Φ̂(t) при деякому δ > 0 задовольняють
умови

Ŝ ≥ N̂R̂−1N̂T + δ Ir+n, R̂ > 0, t ≥ 0. (34)

Наприклад, якщо покласти

Ŝ =

[
S 0n×r

0r×n Ir

]
, R̂ =

[
Ir 0r×m

0m×r R

]
, N̂ =

[
0n×r N
0r×r 0r×m

]
, (35)

то ϕ(x̂, û, t) = xTSx + 2xTNu + uTRu + ‖z‖2 + ‖ż‖2, а умови (34)
виконуються, якщо S ≥ NR−1NT + δ In, R > 0, t ≥ 0 i 0 < δ ≤ 1.

Потрiбно описати множину динамiчних регуляторiв (22), що за-
безпечують асимптотичну стiйкiсть нульового стану замкненої систе-
ми (20), (21) i оцiнку фiнкцiонала

J(û, x̂0) ≤ ω, (36)
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де ω — деяке максимально допустиме значення функцiонала. Для
розв’язування цiєї задачi, як i ранiше, використовуємо функцiю Ля-
пунова v(x̂, t) = x̂T X̂(t)x̂ з неперервно диференцiйовною матрицею
X̂(t), що задовольняє умови

x̂T0 X̂(0) x̂0 ≤ ω, ε1Ir+n ≤ X̂(t) ≤ ε2Ir+n, t ≥ 0. (37)

З умов (23) i (24) iснують значення оператора D̂(K̂), D̂(K̂∗) i D̂(K̂1),
де K̂1 = Ĝ−1K̃ (див. п. 3). При цьому замкнена система набуває
вигляду (25), а похiдна функцiї v(x̂, t) в силу системи (25) i пiдiнте-
гральний вираз в (33) мають вигляд

v̇(x̂, t) = x̂T (
˙̂
X + M̂T X̂ + X̂M̂)x, ϕ(x̂, û, t) = x̂T L̂T Φ̂L̂ x̂,

де M̂ = Â+ B̂D̂(K̂)Ĉ, L̂T = [Ir+n, Ĉ
T D̂T (K̂)], K̂ = K̂∗ + K̃.

Використовуючи наведенi вище припущення та викладки, а також
властивостi оператора D̂(K̂), згiдно з [10] маємо наступний результат.

Теорема 4.1. Нехай для деяких εi > 0 (i = 0, 1, 2) при x̂ = 0 i
t ≥ 0 виконується система матричних нерiвностей (37) i

ĜT P̂ Ĝ− D̂T Q̂D̂ > R̂, (38)



˙̂
X + M̂T

∗ X̂ + X̂M̂∗ + Φ̂∗ + ε0Ir+n B̂T∗ ĈT∗
B̂∗ R̂− ĜT P̂ Ĝ D̂T

Ĉ∗ D̂ −Q̂−1


 ≤ 0, (39)

де Φ̂∗ = L̂T∗ Φ̂L̂∗, B̂∗ = B̂T X̂ + N̂T + R̂D̂(K̂∗)Ĉ, Ĉ∗ = Ĉ + D̂D̂(K̂∗)Ĉ,

L̂T∗ = [Ir+n, Ĉ
T D̂(K̂∗)]. Тодi кожний динамiчний регулятор (21), (23)

забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового стану замкненої си-
стеми (20), (21), спiльну функцiю Ляпунова v(x̂, t) = x̂T X̂(t) x̂ i оцiн-
ку функцiонала (36).

Твердження теореми 4.1 виконується для сiм’ї систем (20), (21),
(28), якщо замiсть (39) використати систему матричних нерiвностей:



˙̂
X + M̂T

ijkX̂ + X̂M̂ijk + Φ̂k + ε0Ir+n B̂T∗jk ĈT∗k
B̂∗jk R̂− ĜT P̂ Ĝ D̂T

Ĉ∗k D̂ −Q̂−1


 ≤ 0,

(40)
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де M̂ijk = Âi + B̂jD̂(K̂∗)Ĉk, Φ̂k = L̂Tk Φ̂L̂k, L̂
T
k = [Ir+n, Ĉ

T
k D̂T (K̂∗)],

B̂∗jk = B̂Tj X̂ + N̂T + R̂D̂(K̂∗)Ĉk, Ĉ∗k = Ĉk + D̂D̂(K̂∗) Ĉk, i = 1, νa,
j = 1, νb, k = 1, νc, x̂ = 0, t ≥ 0. Тут i в наступному твердженнi при
бiльш сильних припущеннях використовуються блочнi матрицi (32).

Наслiдок 4.1. Нехай сумiсною є система ЛМН зi сталими ма-
трицями:


ÂTi X̂ + X̂Âi + Ŝ X̂B̂j + N̂ ĈTk
B̂Tj X̂ + N̂T R̂− P̂ D̂T

s

Ĉk D̂s −Q̂−1


 ≤ 0, X̂ = X̂T > 0, (41)

де i = 1, νa, j = 1, νb, k = 1, νc, s = 1, νd. Тодi кожний динамiчний
регулятор (21), (23) забезпечує асимптотичну стiйкiсть нульового
стану сiм’ї систем (20), (21), (28), (30), спiльну функцiю Ляпунова

v(x̂) = x̂T X̂ x̂ i оцiнку функцiонала (36).

На пiдставi теореми 4.1 та її наслiдкiв можна сформулювати такi
задачi оптимiзацiї системи (20) з динамiчним регулятором (21) i сiмей
систем (20), (21), (28) та (20), (21), (28), (30):

1) мiнiмiзувати ω > 0 при обмеженнях (37), (38) i (39);
2) мiнiмiзувати ω > 0 при обмеженнях (37), (38) i (40);
3) мiнiмiзувати ω > 0 при обмеженнях (41) i x̂T0 X̂ x̂0 ≤ ω.

При розв’язуваннi таких задач у випадку сталих матриць можна
використовувати рiзнi методи математичного програмування. Пара-
метрами оптимiзацiї можуть бути додатно визначенi матрицi ква-
дратичної функцiї Ляпунова (X̂), елiпсоїда коефiцiєнтiв зворотного
зв’язку (P̂ i Q̂), а також функцiонала якостi (Φ̂). При цьому резуль-
тати розрахункiв залежать вiд початкового вектора x̂0.

Зазначимо, що замiсть (33) можна використовувати усереднений
за початковими умовами квадратичний функцiонал, для якого вико-
нується оцiнка

J0(û) =

∫

S0

µ(x̂0)J(û, x̂0) dx̂0 ≤ tr (Σ X̂(0)) ≤ µ0 λmax(X̂(0)),

де µ(x̂0) ≥ 0 — задана функцiя щiльностi розподiлу вектора x̂0 на
деякiй множинi S0 ⊆ Rr+n,

Σ =

∫

S0

µ(x̂0) x̂0x̂
T
0 dx̂0, µ0 =

∫

S0

µ(x̂0)‖x̂0‖2 dx̂0.
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Тому в сформульованих задачах оптимiзацiї 1–3 замiсть першої
умови (37) можна використовувати нерiвностi tr (Σ X̂(0)) ≤ ω або
µ0 λmax(X̂(0)) ≤ ω.

5. Робастна стабiлiзацiя робота-манiпулятора

Розглянемо систему керування для одноланкового робота-
манiпулятора, круговий рух ланки якого навколо одного з кiнцiв
здiйснюється за допомогою гнучкого з’єднання ланки i виконавчого
механiзму (рис. 1). Мiж виконавчим механiзмом i кiнцем ланки
знаходиться лiнiйна торсiйна пружина. Ця система описується двома
нелiнiйними диференцiальними рiвняннями другого порядку, якi
вiдповiдають за механiчний баланс виконавчого механiзму (вала еле-
ктродвигуна) та ланки (руки робота-манiпулятора) без урахування
сил тертя i зовнiшнiх збурень [14]:





θ̈1 = − q

J1
sin θ1 −

k

J1
(θ1 − θ2),

θ̈2 =
k

J2
(θ1 − θ2)−

d

J2
θ̇2 +

1

J2
u,

(42)

де θ1 i θ2 — кутовi координати вiдповiдно ланки манiпулятора i ва-
ла двигуна, u — керувальний момент, що створює двигун, J1(J2) —
момент iнерцiї ланки манiпулятора (двигуна), k — жорсткiсть пере-
датного механiзму, d — коефiцiєнт демпфування, µ — маса ланки
манiпулятора, h — довжина ланки манiпулятора, g — прискорення
вiльного падiння, q sin θ1 — момент сили тяжiння, що дiє на ланку
манiпулятора, q = µgh.

Рис 1. Одноланковий робот-манiпулятор.

Покладемо x = [θ1, θ̇1, θ2, θ̇2]
T i подамо систему рiвнянь руху
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робота-манiпулятора у векторно-матричнiй формi:

ẋ = A(x)x +Bu, (43)

де

A(x) =




0 1 0 0

− 1

J1

(
q
sinx1
x1

+ k
)

0
k

J1
0

0 0 0 1
k

J2
0 − k

J2
− d

J2



, B =




0
0
0
1

J2


 .

Нехай q = 5, d = 0.1, k = 100, J1 = 1 i J2 = 0.3. Припустимо, що
вимiрюванню доступний вектор виходу:

y = Cx +Du =

[
θ1 + 0.1 u

θ̇2

]
, C =

[
1 0 0 0
0 0 0 1

]
, D =

[
0.1
0

]
.

Керування, що стабiлiзує систему (43), будуємо у виглядi ДЗЗ (3)
при r = 2. Враховуючи блочну структуру матриць Â, B̂, Ĉ i D̂ в (4),
знаходимо матрицi

X̂ =




5.4259 −2.5720 5.5419 −1.3028 0 0
−2.5720 15.9692 −2.7705 −0.7678 0 0
5.5419 −2.7705 5.8346 −2.7266 0 0

−1.3028 −0.7678 −2.7266 19.7167 1 1
0 0 0 1 10 0
0 0 0 1 0 10



> 0,

K̂ =




−11.095 −3.6838 −0.5398 −1.5318
3.9868 −11.095 −0.5398 −1.5318
2.2564 2.0263 −0.7031 −9.1372


 ,

що задовольняють спiввiдношення (9) i (11) при α = −0.1. При цьому

K̂∗ = −D̂(K̂) =



−10.964 −3.5662 −0.5807 −2.0624
4.1178 −10.9774 −0.5807 −2.0624
2.427 2.1795 −0.7563 −9.8282


 ∈ KD̂,

i(Ĥ) = {4, 3, 0} i керування û = K̂∗ŷ забезпечує асимптотичну стiй-
кiсть нульового стану лiнiйної системи (див. лему 2.2):

˙̂x = M̂∗x̂, M̂∗ = Â(0) + B̂D̂(K̂∗)Ĉ, (44)
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σ(M̂∗) = {−0.6209;−12.418;−7.5776± 10.4569i;−12.3933± 7.5313i}.

Нульовий стан вихiдної нелiнiйної системи (43) разом з динамiчним
регулятором також асимптотично стiйкий. На рис. 2 вiдображено по-
ведiнку розв’язкiв замкненої нелiнiйної системи (25) з початковим
вектором x̂0 = [0.5 1 1.5 2 − 0.5 − 1]T .

Для iлюстрацiї теореми 4.1 задамо блочнi матрицi Ŝ, R̂ i N̂ фун-
кцiонала (33) у виглядi (35) при таких значеннях: S = 0.5 I4, R = 0.2,
N = 0.1 [1 0 0 1]T . Розглянемо два випадки:

(a) J1 i J2 — невизначенi моменти iнерцiї, що набувають значень
на iнтервалах 0.5 ≤ J1 ≤ 1.8 i 0.1 ≤ J2 ≤ 0.6;

(b) k, d i q — невизначенi параметри, що набувають значень на
iнтервалах 80 ≤ k ≤ 130, 0.01 ≤ d ≤ 4 i 3 ≤ q ≤ 35.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

Рис 2. Поведiнка системи з керуванням û = K̂∗ŷ (l = 2, r = 2).

У випадку (a) система спiввiдношень (40) складається з чотирьох
матричних нерiвностей, що вiдповiдають можливим значенням J1 i
J2 на кiнцях заданих iнтервалiв. За допомогою системи Matlab зна-
йдено додатно визначенi матрицi:

P̂ =




22.5659 0.1916 0.0992
0.1916 21.2356 0.2037
0.0992 0.2037 23.4494


 ,
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Q̂ =




0.2397 −0.0005 −0.0009 0.0013
−0.0005 0.2391 −0.0007 0.0013
−0.0009 −0.0007 0.2256 0.0161
0.0013 0.0013 0.0161 0.2215


 ,

X̂ =




4212.1 −113.4 −4165.1 −191.1 66.7 19.2
−113.4 21.8 124.4 1.1 −8.8 −10.2
−4165.1 124.4 4250 193.5 −59.1 −5.6
−191.1 1.1 193.5 19.2 5.2 5.4

66.7 −8.8 −59.1 5.2 232.1 −46.1
19.2 −10.2 −5.6 5.4 −46.1 181.6



,

якi задовольняють вказану систему строгих нерiвностей при ε0 = 0.
Для всiх значень моментiв iнерцiї iз заданих iнтервалiв i матриць

K̂ = K̂∗ + K̃, K̃T P̂ K̃ ≤ Q̂, (45)

що визначають елiпсоїдальну множину коефiцiєнтiв динамiчного ре-
гулятора, рух робота-манiпулятора в околi нульового стану рiвноваги
асимптотично стiйкий. При цьому v(x̂) = x̂T X̂x̂ є спiльною функцiєю
Ляпунова системи “робот–динамiчний регулятор”, а значення задано-
го функцiоналу якостi не перевищує v(x̂0) = 5753.6.

У випадку (b) система спiввiдношень (40) складається з восьми
матричних нерiвностей, що вiдповiдають усiм можливим значенням
параметрiв k, d i q на кiнцях заданих iнтервалiв. За допомогою си-
стеми Matlab знайдено додатно визначенi матрицi:

P̂ =




9.7612 0.1239 0.0518
0.1239 9.7596 0.0086
0.0518 0.0086 9.9692


 ,

Q̂ =




0.2216 −0.0012 −0.0004 0.0012
−0.0012 0.2197 −0.0000 0.0013
−0.0004 −0.0000 0.2076 0.0060
0.0012 0.0013 0.0060 0.2067


 ,

X̂=




391.1327 −11.8391 −368.5722 −8.0809 −3.3290 1.0377
−11.8391 3.9551 22.9472 0.5287 0.3956 0.2964

−368.5722 22.9472 492.5069 11.2335 5.8904 0.5692
−8.0809 0.5287 11.2335 0.9488 0.5909 0.3985
−3.3290 0.3956 5.8904 0.5909 14.5623 −3.5012
1.0377 0.2964 0.5692 0.3985 −3.5012 10.1013



,
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якi задовольняють вказану систему строгих нерiвностей при ε0 = 0.
Для всiх значень параметрiв k, d та q iз заданих iнтервалiв i ма-

триць (45), що визначають елiпсоїдальну множину коефiцiєнтiв дина-
мiчного регулятора, рух робота-манiпулятора в околi нульового стану
рiвноваги асимптотично стiйкий. При цьому v(x̂) = x̂T X̂x̂ є спiльною
функцiєю Ляпунова системи “робот–динамiчний регулятор”, а значе-
ння заданого функцiонала якостi не перевищує v(x̂0) = 767.7325.

Припустимо, що в системi (43) вимiрюванню доступна величина

y = Cx+Du = θ̇2 + 0.1 u, C =
[
0 0 0 1

]
, D = 0.1.

У цьому випадку побудуємо стабiлiзуюче керування у виглядi дина-
мiчного регулятора повного порядку r = n = 4, розв’язавши систему
спiввiдношень вiдносно X̂ = X̂T > 0 i K̂ при α = −0.1. При цьому

K̂∗=−D̂(K̂)=




−4.1027 25.8798 26.2967 30.304 1.8078
−25.8999 −4.3989 1.4177 −1.9868 1.8078
−26.3328 −1.7501 −4.415 −4.2769 1.8078
−30.3193 1.6753 3.9494 −4.3941 1.8078
−10.4439 10.8384 11.9892 10.4918 −119.8742



,

K̂∗ ∈ KD̂, i(Ĥ) = {5, 5, 0} i керування û = K̂∗ŷ забез-
печує асимптотичну стiйкiсть лiнiйної системи (44) (див. лему
2.2), спектр якої σ(M̂∗) = {−0.5489;−4.2406 ± 0.2145i;−7.2319±
±11.6669i;−16.12;−4.2393± 48.262i}.Нульовий стан вихiдної нелiнiй-
ної системи (43) разом з динамiчним регулятором також асимптоти-
чно стiйкий. На рис. 3 вiдображено поведiнку розв’язкiв замкненої
нелiнiйної системи (25) з початковим вектором

x̂0 = [0.5 1 1.5 2 − 0.5 − 1 − 1.5 − 2]T .

Наведемо аналогiчнi результати розрахункiв у розглянутих ви-
падках (a) i (b) невизначеностi параметрiв системи з тими самими
матрицями функцiонала (33), що i у попередньому варiантi.

У випадку (a) додатно визначенi матрицi Q̂ = 0.024I5,

P̂ =




138.9143 −0.0906 −0.8891 0.8471 0.0699
−0.0906 130.4898 3.4543 4.2867 0.1607
−0.8891 3.4543 130.5692 4.3979 0.1386
0.8471 4.2867 4.3979 131.5409 0.3647
0.0699 0.1607 0.1386 0.3647 123.2942



,
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Рис 3. Поведiнка системи з керуванням û = K̂∗ŷ (l = 1, r = 4).

X̂=




1834.2 −39.4 −1795.5 −62 −11.9 −7.2 −7.4 −4
−39.4 9.4 41.5 −1 0.7 0.4 0.5 −0.6

−1795.5 41.5 1766.9 61 12.3 6.8 6.8 5.2
−62 −1 61 5.2 −1.7 1.5 1.8 1.2

−11.9 0.7 12.3 −1.7 573.2 −2.2 −2.6 3.6
−7.2 0.4 6.8 1.5 −2.2 576.6 −16.4 9.8
−7.4 0.5 6.8 1.8 −2.6 −16.4 564.3 20.1
−4 −0.6 5.2 1.2 3.6 9.8 20.1 545.8




задовольняють систему строгих нерiвностей (40) при ε0 = 0. Для
всiх значень моментiв iнерцiї J1 i J2 iз заданих iнтервалiв i матриць
K̂, що визначають елiпсоїдальну множину коефiцiєнтiв (45) динамi-
чного регулятора, рух робота-манiпулятора в околi нульового стану
рiвноваги асимптотично стiйкий. При цьому v(x̂) = x̂T X̂x̂ є спiль-
ною функцiєю Ляпунова системи, а значення заданого функцiонала
якостi не перевищує v(x̂0) = 6286.5.

У випадку (b) додатно визначенi матрицi Q̂ = 0.022I5,

P̂ =




139.6246 −0.0579 −0.6031 0.5661 0.1813
−0.0579 133.8658 2.4128 2.8851 0.1823
−0.6031 2.4128 133.9549 2.9319 0.1724
0.5661 2.8851 2.9319 134.6888 0.25
0.1813 0.1823 0.1724 0.25 125.7135



,
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X̂ =




334.6812 −10.8539 −315.8285 −6.7508 −12.6088
−10.8539 3.539 20.4582 0.5119 0.3484

−315.8285 20.4582 418.8241 9.4635 11.7803
−6.7508 0.5119 9.4635 0.777 −1.8269
−12.6088 0.3484 11.7803 −1.8269 551.6656
−5.9544 0.1809 5.3233 1.3361 −2.081
−5.7255 0.3652 4.9185 1.4952 −6.7576
−4.8031 −0.768 5.27 1.3844 7.214

−5.9544 −5.7255 −4.8031
0.1809 0.3652 −0.768
5.3233 4.9185 5.27
1.3361 1.4952 1.3844
−2.081 −6.7576 7.214

508.8325 6.1446 29.8012
6.1446 499.3528 38.8969
29.8012 38.8969 490.055




задовольняють систему строгих нерiвностей (40) при ε0 = 0. Для всiх
значень параметрiв k, d та q iз заданих iнтервалiв i матриць K̂, що
визначають елiпсоїдальну множину коефiцiєнтiв (45) динамiчного ре-
гулятора, рух робота-манiпулятора в околi нульового стану рiвноваги
асимптотично стiйкий. При цьому v(x̂) = x̂T X̂x̂ є спiльною функцiєю
Ляпунова системи, а значення заданого функцiонала якостi не пере-
вищує v(x̂0) = 5409.3.

Зазначимо, що за умов iснування стабiлiзуючого СЗЗ з матрицею
K∗ матрицю ДЗЗ можна вибирати у блочно-дiагональному виглядi
K̂∗ = blockdiag{Z∗,K∗}, де Z∗ ∈ Rr×r — довiльна матриця з вiд’єм-
ними дiйсними частинами спектра.

6. Висновок

Отримано новi методи аналiзу робастної стiйкостi станiв рiвноваги
i оптимiзацiї нелiнiйних систем керування з динамiчним зворотним
зв’язком. При цьому значення невизначених матричних коефiцiєнтiв
можуть належати заданим полiтопам, зокрема матричним iнтерва-
лам або афiнним множинам, а можливi значення матрицi коефiцiєн-
тiв динамiчного регулятора описують елiпсоїдальну множину. Задачi
стабiлiзацiї i оптимiзацiї з динамiчним регулятором довiльного по-
рядку зведено до аналогiчних задач зi СЗЗ у розширеному фазовому
просторi.
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Практична реалiзацiя запропонованих методiв базується на
розв’язуваннi диференцiальних або алгебраїчних ЛМН. Для знахо-
дження розв’язкiв алгебраїчних ЛМН можна застосовувати доста-
тньо ефективну процедуру в системi Matlab. Вiдмiнна особливiсть
побудованих ЛМН порiвняно з вiдомими — це можливiсть побудо-
ви елiпсоїда матриць динамiчного регулятора, спiльної квадратичної
функцiї Ляпунова, а також оцiнки квадратичного функцiонала якостi
для нелiнiйних систем керування з невизначеними функцiональними
матрицями.
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