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We propose a functional-discrete method for solving the Cauchy problem
for the nonlinear Klein-Gordon equation. Sufficient conditions for the su-
perexponential convergence of this method are obtained. Also presented
a detailed description of software implementation of the proposed method
by using numerical integration scheme. The obtained theoretical results
are illustrated by a numerical example.

Предложен функционально-дискретный метод решения задачи Коши
для нелинейного уравнения Клейна–Гордона. Найдены достаточные
условия, обеспечивающие суперэкспоненциальную скорость сходимо-
сти метода. Предложен подход к программной реализации разработан-
ного метода с использованием численных схем интегрирования. Полу-
ченные теоретические результаты продемонстрированы на численном
примере.
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1. Вступ

Вiдомо, що рiвняння Клейна–Гордона:

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y), (1)

яке є релятивiстською версiєю рiвняння Шредiнгера, що описує ска-
лярнi (або псевдоскалярнi) безспiновi елементарнi частинки, ши-
роко застосовується в сучаснiй фiзицi. Воно є моделлю, яка опи-
сує хвильову функцiю нейтрально зарядженої елементарної частин-
ки [1]. Також рiвняння Клейна–Гордона має важливi застосування
у фiзицi плазми. Зокрема, в поєднаннi з рiвнянням Захарова воно
описує взаємодiю хвиль Ленгмюра та iонно-звукових хвиль у плаз-
мi [2]. В астрофiзицi в поєднаннi з рiвнянням Максвелла рiвняння
Клейна–Гордона описує мiнiмально зв’язане заряджене поле бозона
в сферично-симетричному просторi-часi [3]. Окрiм того, в поєднаннi з
самим рiвнянням Шредiнгера воно описує систему скалярних консе-
рвативних нуклонiв, якi пов’язанi взаємодiєю Юкави з нейтральними
скалярними мезонами [4].

Взагалi, рiвняння (1) при рiзних N(u(x, y)) охоплює безлiч уза-
гальнених рiвнянь Клейна–Гордона, якi зустрiчаються у фiзицi. Нап-
риклад, при N(u(x, y)) = ±

(
u(x, y)−u3(x, y)

)
рiвняння (1) описує рух

системи в теорiї поля [5]. Якщо N(u(x, y)) = sin(u(x, y)), то (1) стає
добре вiдомим рiвнянням синус-Гордона (sine-Gordon equation), яке,
зокрема, описує рух жорсткого маятника, прикрiпленого до еласти-
чної струни [6], або ж рух рiдин, що швидко обертаються [7]. Рiвняння
синус-Гордона зустрiчається також при вивченнi поширення магнi-
тного потоку в переходах Джозефсона, а також динамiки доменної
стiнки в магнiтних кристалах [8].

Iснує велика кiлькiсть чисельних та аналiтичних методiв розв’язу-
вання рiвняння Клейна–Гордона (1). Зокрема, до аналiтичних мето-
дiв можна вiднести розширений sine-cosine метод [10], tanh-метод [9],
метод гомотопiй [11] та iн. Серед чисельних методiв можна видi-
лити, наприклад, групу скiнченно-рiзницевих методiв (див., напри-
клад, [12]),а також Рунге–Кутта Фур’є псевдо-спектральнi схеми [13].
Запропонований в данiй працi функцiонально-дискретний метод (FD-
метод) являє собою симбiоз скiнченно-рiзницевого методу та методу
гомотопiй, завдяки чому йому притаманнi основнi властивостi як ана-
лiтичних, так i дискретних методiв одночасно. Цей метод базується
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на загальнiй схемi FD-методу розв’язування операторних рiвнянь,
наведенiй в [14, 15], i походить з функцiонально-дискретного методу
розв’язування задачi Штурма–Лiувiлля [16].

Постановку задачi Кошi для рiвняння Клейна–Гордона (1) та те-
орему про iснування її розв’язку наведено в п. 2. У п. 3 подано опис
алгоритму FD-методу розв’язування задачi Кошi для рiвняння (1). У
п. 4 доведено допомiжне твердження про апроксимацiйнi властиво-
стi однiєї задачi Кошi для гiперболiчного рiвняння з кусково-сталим
коефiцiєнтом (теорема 4.1). Ця теорема є ключовою в доведеннi те-
ореми 5.1, яка забезпечує достатнi умови збiжностi запропонованого
FD-методу (п. 5). У п. 6 наведено один з практичних пiдходiв реа-
лiзацiї розв’язування задачi Кошi для рiвняння Клейна–Гордона (1)
з використанням чисельних схем iнтегрування. Чисельний приклад
подано в п. 7.

2. Постановка задачi

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння Клейна–Гордона вигляду

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
− N(u(x, y)) = f(x, y), (2)

u(x, 0) = φ(x), u′y(x, y)|y=0 = ψ(x), (3)

(x, y) ∈ Ω, де Ω =
{
(x, y)| −∞ < x < +∞, y > 0

}
.

Позначимо через Ck(Rm) простiр функцiй, неперервно-
диференцiйованих на Rm до k-го порядку включно. Через Ckb (R

m)
позначимо пiдможину простору Ck(Rm), до якої входять функцiї
f(x) ∈ Ck(Rm), що задовольняють нерiвнiсть

‖f‖Ck
b
(Rm)

def
= max

|α|≤k
sup
x∈Rm

|∂αf(x)| <∞, (4)

де α = (α1, . . . , αn) – мультиiндекс, αi ≥ 0, |α| = α1 + · · · + αn,

∂αf(x) = ∂|α|f(x)

∂x
α1
1 ...∂xαn

n
– частинна похiдна порядку |α|. Неважко пока-

зати, що лiнiйний простiр Ckb (R
m), оснащений нормою ‖ · ‖Ck

b (R
m), є

банаховим простором (див. [17]).

Має мiсце теорема, що є певним доповненням вiдповiдних резуль-
татiв з [18], де розглядається випадок f(x, y) ≡ 0.
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Теорема 2.1. (про локальне iснування розв’язку задачi Кошi для
квазiлiнiйного хвильового рiвняння). Нехай N(u) ∈ C2(R), φ(x) ∈
∈ C2

b (R), ψ(x) ∈ C1
b (R), f(x, y) ∈ C1

b (Dε). Тодi двiчi неперервно-
диференцiйований розв’язок u(x, y) задачi Кошi (2), (3) iснує при-
наймнi на множинi

Dε = {R× (0; ε)}, (5)

де

ε = min

{
1;
√
2

(
max

|u|≤M1

∣∣N(u)
∣∣
)− 1

2

;
√
2q1

(
max

|u|≤M1

∣∣N′(u)
∣∣
)− 1

2
}
, (6)

M1 = ‖u1(x, y)‖C(R×[0,1]) + 1, (7)

u1(x, y) – розв’язок задачi Кошi (2), (3) при N(u) ≡ 0, 0 < q1 < 1, i
на цiй множинi вiн єдиний.

Доведення. Не порушуючи загальностi, вважатимемо, що
N(0) = 0 (цього завжди можна досягти, змiнивши вiдповiдним чином
функцiю f(x, y)).

Розглянемо послiдовнiсть функцiй un(x, y), якi є розв’язками ре-
курентної системи задач Кошi:

∂2un(x, y)

∂y2
− ∂2un(x, y)

∂x2
= N(un−1(x, y)) + f(x, y),

un(x, 0) = φ(x),

∂un(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= ψ(x), n = 1, 2, . . . ,

де u0(x, y) = 0. Використовуючи формулу Д’Аламбера, знаходимо

u1(x, y) =
1

2

(
φ(x+y)+φ(x−y)

)
+
1

2

x+y∫

x−y

ψ(ξ)dξ+
1

2

y∫

0

x+(y−η)∫

x−(y−η)

f(ξ, η)dξdη,

un(x, y) =
1

2

(
φ(x+y)+φ(x−y)

)
+
1

2

x+y∫

x−y

ψ(ξ)dξ+
1

2

y∫

0

x+(y−η)∫

x−(y−η)

f(ξ, η)dξdη+
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+
1

2

y∫

0

x+(y−η)∫

x−(y−η)

N(un−1(ξ, η))dξdη, n = 2, 3, . . . ,

звiдси

un(x, y) = u1(x, y) +
1

2

y∫

0

x+(y−η)∫

x−(y−η)

N(un−1(ξ, η))dξdη. (8)

Диференцiюючи (8), одержуємо

∂un(x, y)

∂x
=
∂u1(x, y)

∂x
+

+
1

2

y∫

0

[
N
(
un−1(x+ (y − η), η)

)
− N

(
un−1(x− (y − η), η)

)]
dη, (9)

∂un(x, y)

∂y
=
∂u1(x, y)

∂y
+

+
1

2

y∫

0

[
N
(
un−1(x+ (y − η), η)

)
+ N

(
un−1(x− (y − η), η)

)]
dη. (10)

Продовжуючи диференцiювання, з (9), (10) отримуємо такi рiвно-
стi:

∂2un(x, y)

∂y2
=
∂2u1(x, y)

∂y2
+ N(un−1(x, y))+

+
1

2

y∫

0

[
N ′(un−1(ξ, η)

)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣
ξ=x+(y−η)

ξ=x−(y−η)
dη; (11)

∂2un(x, y)

∂x2
=
∂2u1(x, y)

∂x2
+

+
1

2

y∫

0

[
N ′(un−1(ξ, η)

)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣
ξ=x+(y−η)

ξ=x−(y−η)
dη; (12)

∂un(x, y)

∂x∂y
=
∂u1(x, y)

∂x∂y
+
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+
1

2

y∫

0

[
N ′(un−1(ξ, η)

)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣
ξ=x+(y−η)

+

+ N ′(un−1(ξ, η)
)(
un−1(ξ, η)

)′
ξ

]∣∣∣
ξ=x−(y−η)

dη. (13)

З формули (8), враховуючи (5), (6), (7), одержуємо оцiнку

∥∥un(x, y)
∥∥
C(Dε)

≤
∥∥u1(x, y)

∥∥
C(Dε)

+
ε2

2

∥∥N(un−1(x, y))
∥∥
C(Dε)

≤

≤ ‖u1(x, y)‖C(D1) + 1 =M1, (14)

тобто послiдовнiсть {un(x, y)} є рiвномiрно обмеженою на множинi
Dε.

Доведемо, що вона є рiвномiрно збiжною в просторi C(Dε), осна-
щеному чебишовською метрикою. Для цього розглянемо допомiжну
послiдовнiсть функцiй {ûn(x, y)}, визначену таким чином:

ûn(x, y)
def
= un+1(x, y)− un(x, y).

З формули (8) випливає, що

∥∥ûn(x, y)
∥∥
C(Dε)

≤ ε2

2
L1

∥∥un(x, y)− un−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

=

=
ε2

2
L1

∥∥ûn−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

, (15)

де L1 = max
|u|≤M1

∣∣N ′(u)
∣∣.

Очевидно, що для вибраного нами ε (6), з формули (15) легко
одержати нерiвнiсть

∥∥ûn(x, y)
∥∥
C(Dε)

≤ q
∥∥ûn−1(x, y)

∥∥
C(Dε)

≤ . . . ≤ qn−1
∥∥û1(x, y)

∥∥
C(Dε)

=

= qn−1
∥∥u1(x, y)

∥∥
C(Dε)

, (16)

де q =
ε2L1

2
. Для збiжностi iтерацiйного процесу потрiбно, щоб q було

меншим нiж 1. Вiзьмемо, наприклад, q = q1, тодi ε =

√
2q1
L1

.
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Тодi
∥∥un(x, y)−um(x, y)

∥∥
C(Dε)

≤
(
qm+ qm+1+ . . .+ qn−1

)∥∥u1(x, y)
∥∥
C(Dε)

=

=
qm − qn−1

1− q

∥∥u1(x, y)
∥∥
C(Dε)

≤ qm

1− q

∥∥u1(x, y)
∥∥
C(Dε)

, при m < n.

З цiєї нерiвностi випливає, що послiдовнiсть функцiй {un(x, y)} є рiв-
номiрно збiжною в просторi C(Dε) до деякої неперервної функцiї
u(x, y) ∈ C(Dε). Враховуючи (14) з рiвностей (9)–(13), неважко одер-
жати наступнi оцiнки:
∥∥∥∥∥
∂un(x, y)

∂x
− ∂um(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥
∂un(x, y)

∂y
− ∂um(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤ εL1

2

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

, (17)

∥∥∥∥∥
∂2un(x, y)

∂y2
− ∂2um(x, y)

∂y2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥
∂2un(x, y)

∂x2
− ∂2um(x, y)

∂x2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥
∂2un(x, y)

∂x∂y
− ∂2um(x, y)

∂x∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤ ε

2

[
L1

∥∥∥∥∥
∂un(x, y)

∂x
− ∂um(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+

+ max
|u|<M1

∣∣∣N′′(u)
∣∣∣
∥∥∥∥∥
∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)
∥∥
C(Dε)

]
.

(18)

Оцiнимо множник

∥∥∥∥∥
∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

з нерiвностi (18). З (9)

отримуємо:
∥∥∥∥∥
∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤
∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+
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+
L1

2

y∫

0

max
(x,y)∈Dε

|um−2(x+ y − η, η)− um−2(x− y + η, η)|dη =

=

∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+
L1

2

y∫

0

max
(x,y)∈Dε

∣∣∣∣∣

x+y−η∫

x−y+η

∂um−2(t, η)

∂t
dt

∣∣∣∣∣dη ≤

≤
∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+
ε2L1

2

∥∥∥∥∥
∂um−2(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

. (19)

З нерiвностi (19) одержимо

∥∥∥∥∥
∂um−1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤ 1

1− ε2L1

2

∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

+

+

(
ε2L1

2

)m−2∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

=

=

(
1

1− q
+ qm−2

)∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

. (20)

Отже, з формули (18), враховуючи оцiнки (17) та (20), отримуємо:

∥∥∥∥∥
∂2un(x, y)

∂y2
− ∂2um(x, y)

∂y2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥
∂2un(x, y)

∂x2
− ∂2um(x, y)

∂x2

∥∥∥∥∥
C(Dε)

,

∥∥∥∥∥
∂2un(x, y)

∂x∂y
− ∂2um(x, y)

∂x∂y

∥∥∥∥∥
C(Dε)

≤

≤
[
ε2L2

1

4
+
ε

2
max

|u|<M1

∣∣∣N′′(u)
∣∣∣×

×
(

1

1− q
+ qm−2

)∥∥∥∥∥
∂u1(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
C(Dε)

]
∥∥un−1(x, y)− um−1(x, y)

∥∥
C(Dε)

.

(21)
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Нерiвностi (17) та (21), з урахуванням вже доведеної нами фун-
даментальностi послiдовностi

{
un(x, y)

}
у просторi C(Dε), дово-

дять фундаментальнiсть послiдовностей

{
∂un(x, y)

∂x

}
,

{
∂un(x, y)

∂y

}
,

{
∂2un(x, y)

∂x2

}
,

{
∂2un(x, y)

∂y2

}
,

{
∂2un(x, y)

∂x∂y

}
у тому самому просторi

C(Dε). Отже, нами доведено, що функцiя u(x, y), яка є границею по-
слiдовностi

{
un(x, y)

}
у просторi C(Dε), належить простору C2(Dε).

Крiм того, очевидно, що функцiя u(x, y) задовольняє задачу Кошi
(2), (3) принаймнi на множинi Dε.

Нехай в Dε є два розв’язки задачi Кошi (2), (3), u(x, y), v(x, y) з∥∥u− v
∥∥
C(Dε)

6= 0, тодi

u(x, y)− v(x, y) =
1

2

y∫

0

x+y−η∫

x−y+η

[
N(u(ξ, η))− N(v(ξ, η))

]
dξdη,

звiдки одержуємо нерiвнiсть

∥∥u− v
∥∥
C(Dε)

≤ q
∥∥u− v

∥∥
C(Dǫ)

,

яка призводить до протирiччя. Теорему доведено.

Зауваження 2.1. Доведену теорему можна узагальнити на бага-

товимiрний випадок, коли замiсть
∂2

∂x2
у рiвняннi (2) стоїть оператор

Лапласа ∆ =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+ . . . +

∂2

∂x2m
. У випадках m = 2, 3 замiсть

формули Д’Аламбера слiд використовувати формулу Кiрхгофа.

3. Загальний опис алгоритму FD-методу розв’язу-
вання рiвняння Клейна–Гордона

Нехай умови теореми 2.1 є виконаними i, бiльш того,N(u) ∈ C(∞)(R).
Надалi будемо розглядати задачу Кошi (2), (3) в областi D ⊆ Ω :

D =
{
(x, y)| 0 < y ≤ YM , XM − (YM − y) < x < XM + (YM − y),

−∞ < XM < +∞, YM > 0, YM < ε
}
,
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M(X ;Y )

M

MM

P(X -Y ;0)MM Q(X +Y ;0)M

X

Y

D

а

M(X ;Y )

M

MM

P(X -Y ;0)MM Q(X +Y ;0)M

X

Y
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y
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7

8N=

б

Рис 1. Область D (а) та її розбиття (б ).

де стала ε визначається теоремою 2.1 (див. рис.1,a).
Згiдно iз загальною схемою FD-методу розв’язування оператор-

них рiвнянь, викладеною в [14], будемо наближати точний розв’язок

u(x, y) задачi функцiєю
m
u (x, y), яку можна подати у виглядi суми

m
u (x, y) =

m∑
k=0

(k)
u (x, y), m ∈ N. Для визначення функцiй

(k)
u (x, y)

введемо таке розбиття областi D (див. рис.1,б ):

yj = y0 + jh, y0 = 0, h = YM/N, j = 1, N (22)

для деякого фiксованого натурального N.
Далi розглянемо наступне узагальнення задачi Кошi (2), (3):

∂2u(x, y, τ)

∂y2
− ∂2u(x, y, τ)

∂x2
− N

(
u⊥(x, y, τ)

)
−

− τ
[
N
(
u(x, y, τ)

)
− N

(
u⊥(x, y, τ)

)]
= f(x, y), (x, y, τ) ∈ Dτ ,

(23)

u(x, 0, τ) = φ(x), u′y(x, y, τ)
∣∣
y=0

= ψ(x),

∀x ∈ [XM − YM , XM + YM ], ∀τ ∈ [0, 1],

(
u(x, yj + 0, τ)− u(x, yj − 0, τ)

)
≡
[
u(x, y, τ)

]
y=yj

= 0, (24)

[
u′y(x, y, τ)

]
y=yj

= 0, ∀x ∈ [XM − (YM − yj);XM + (YM − yj)],

∀j ∈ 1, N − 1.
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де u(x, y, τ) ∈ C2(Dτ ),

Dτ =
{
(x, y, τ) ∈ [XM − (YM − y), XM + (YM − y)]× (0, YM ]× [0, 1]

}
,

u⊥(x,y, τ) ≡ u(x, yj , τ), ∀j ∈ 0, N − 1,

∀(x, y, τ) ∈ [XM − (YM − y), XM + (YM − y)]× (yj , yj+1]× [0, 1].

Нехай мають мiсце такi припущення:
a) розв’язок u(x, y, τ) задачi (23), (24) iснує для будь-якого τ ∈ [0, 1];
b) розв’язок u(x, y, τ) можна бути знайти у виглядi ряду

u(x, y, τ) =

∞∑

i=0

(i)
u(x, y)τ i; (25)

крiм того,

∂u(x, y, τ)

∂x
=

∞∑

i=0

∂
(i)
u(x, y)

∂x
τ i,

∂u(x, y, τ)

∂y
=

∞∑

i=0

∂
(i)
u(x, y)

∂y
τ i,

∂2u(x, y, τ)

∂x2
=

∞∑

i=0

∂2
(i)
u(x, y)

∂x2
τ i,

∂2u(x, y, τ)

∂y2
=

∞∑

i=0

∂2
(i)
u(x, y)

∂y2
τ i

∀(x, y, τ) ∈ Dτ ,

де функцiї
(i)
u(x, y) не залежать вiд τ.

З припущень "a "b"випливає, що u(x, y) = u(x, y, 1)
def≡ (∞)

u (x, y),
тобто розв’язок u(x, y) задачi Кошi (2), (3) можна з довiльною то-

чнiстю знайти за допомогою функцiї
(m)
u (x, y). Пiдставляючи ряд

(25) у задачу (23), (24) та прирiвнюючи функцiональнi коефiцiєнти
при однакових степенях τ, одержимо задачу Кошi вiдносно невiдомої

функцiї
(0)
u(x, y), яку будемо називати базовою задачею:

∂2
(0)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(0)
u (x, y)

∂x2
= f(x, y) + N

((0)
u (x, yj−1)

)
, (26)

(x, y) ∈ Dj = [XM − (YM − y), XM + (YM − y)]× (yj−1, yj ], j = 1, N,

((0)
u (x, yj + 0)− (0)

u (x, yj − 0)
)
≡
[(0)
u (x, y)

]
y=yj

= 0, (27)
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[(0)
u′ y (x, y)

]
y=yj

= 0, ∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)],

∀j ∈ 1, N − 1,

(0)
u(x, 0) = φ(x),

(0)

u′ y (x, 0) = ψ(x), ∀x ∈ [XM − YM ;XM + YM ],

i рекурентну послiдовнiсть задач Кошi вiдносно функцiй
(k)
u(x, y), k =

1, 2, . . . :

∂2
(k)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(k)
u (x, y)

∂x2
= N′(

(0)
u⊥(x, y))

(k)
u⊥(x, y)−Fk(x, y)∀(x, y) ∈ D,

(28)
[
(k)
u (x, y)

]

y=yj

= 0,

[
∂
(k)
u (x, y)

∂y

]

y=yj

= 0,

∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)] ∀j ∈ 1, N − 1, (29)

(k)
u(x, 0) = 0,

∂
(k)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ [XM − YM , XM + YM ], k = 1, 2, . . . ,

де
u⊥(x, y) = u(x, yj)∀(x, y) ∈ Dj+1 ∀j ∈ 0, N − 1,

Fk(x, y) = Ak(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y); 0)+

+Ak−1(N;
(0)
u (x, y);

(1)
u (x, y); . . . ;

(k−1)
u (x, y))− (30)

−Ak−1(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y)), (x, y) ∈ D, k = 1, 2, . . . .

Тут An
(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
– плiноми Адомяна n-го порядку для фун-

кцiї N(·) (див., наприклад, [19, 20]), якi можна обчислити за форму-
лою

An
(
N ; v0, v1, . . . , vn

)
=

1

n!

dn

dτn
N
( ∞∑

s=0

vsτ
s
)∣∣∣∣∣
τ=0

=

=
∑

α1+...+αn=n
α1≥...≥αn+1=0

αi∈N∪{0}

N (α1)(v0)
vα1−α2
1

(α1 − α2)!
. . .

v
αn−αn+1
n

(αn − αn+1)!
.
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4. Апроксимацiйнi властивостi базової задачi

Точний розв’язок
(0)
u (x, y) базової задачi (26), (27) з використанням

формули Д’Аламбера, можна подати у виглядi (див., наприклад,
[21]):

(0)
u (x, y) =

1

2

(
(0)
u (x− (y − yj−1), yj−1)+

(0)
u (x + (y − yj−1), yj−1)

)
+

+
1

2

x+(y−yj−1)∫

x−(y−yj−1)

∂
(0)
u (ξ, η)

∂η

∣∣∣∣∣∣
η=yj−1

dξ + (31)

+
1

2

y∫

yj−1

x+(y−η)∫

x−(y−η)

[
f(ξ, η)− N

((0)
u (ξ, yj−1)

)]
dξdη ∀(x, y) ∈ Dj , j = 1, N,

[
(0)
u (x, y)

]

y=yj

= 0,


∂

(0)
u (x, y)

∂y



y=yj

= 0,

∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)], ∀j = 1, N − 1,

(0)
u (x, 0) = φ(x),

∂
(0)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= ψ(x) ∀x ∈ [XM − YM ;XM + YM ].

Теорема 4.1. Нехай виконуються умови теореми 2.1, а u(x, y)

та
(0)
u(x, y)1 розв’язки задач вiдповiдно (2), (3) та (26), (27). Тодi

для достатньо малого h виконується оцiнка:

∥∥u(x, y)− (0)
u(x, y)

∥∥
∞,D

≤ hK1

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
∞,D

,

де
∥∥u(x, y)− (0)

u (x, y)
∥∥
∞,D

= max
(x,y)∈D

|u(x, y)− (0)
u (x, y)|, стала K1 не

залежить вiд h.

1Не виключається iснування глобального розв’язку.
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Доведення. Розглянемо допомiжну функцiю

Z(x, y) = u(x, y)− (0)
u(x, y).

Очевидно, що вона є неперервною в областi D i задовольняє допомi-
жну задачу Кошi:

∂2Z(x, y)

∂y2
− ∂2Z(x, y)

∂x2
= N

((0)
u (x, yj−1)

)
− N

(
u(x, y)

)
, (32)

(
Z(x, yj + 0)−Z(x, yj − 0)

)
≡
[
Z(x, y)

]
y=yj

= 0, (33)
[
∂Z(x, y)

∂y

]

y=yj

= 0 ∀x ∈ [XM − (YM − yj), XM + (YM − yj)],

∀j ∈ 1, N − 1,

Z(x, 0) =
∂Z(x, y)

∂y

∣∣∣∣
y=0

= 0 ∀x ∈ [XM − YM , XM + YM ].

Для доведення теореми достатньо показати, що для досить малого
значення h iснує незалежна вiд нього стала γ така, що має мiсце
оцiнка

‖Z(x, y)‖Dj
≤ hγ, ∀j ∈ 1, N − 1, (34)

де ‖Z(x, y)‖Dj
= max

(x,y)∈Dj

|Z(x, y)|. Дiйсно, оскiльки
∥∥Z(x, y)

∥∥
∞,D

=

= max
(x,y)∈D

|Z(x, y)|, то

∥∥Z(x, y)
∥∥
∞,D

= max

(x,y)∈
N⋃

j=1

Dj

|Z(x, y)| = max
j=1,N

max
(x,y)∈Dj

|Z(x, y)| =

= max
j=1,N

‖Z(x, y)‖Dj
.

Припустимо, що для функцiї N(u) iснує стала L > 0 така, що
виконується нерiвнiсть

∣∣N(u1)− N(u2)
∣∣ ≤ L|u1 − u2| (35)

∀u1, u2 ∈ R таких, що
{
‖u(x, y)− u1‖D ≤ 1,

‖u(x, y)− u2‖D ≤ 1.
(36)
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Введемо такi позначення:

Z(x, y) ≡ Zj(x, y), (x, y) ∈ Dj , j = 1, N,

W±
n =

∂Zn(x, y)

∂x
± ∂Zn(x, y)

∂x
.

З рiвняння (32), використовуючи формулу Д’Аламбера, отримує-
мо

Zn(x, y) =
1

2

(
Zn−1(x−(y−yn−1), yn−1)+Zn−1(x+(y−yn−1), yn−1)

)
+

+
1

2

x+(y−yn−1)∫

x−(y−yn−1)

∂Zn−1(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

dξ+ (37)

+
1

2

y∫

yn−1

x+(y−η)∫

x−(y−η)

[
N
((0)
u (ξ, yn−1)− N

(
u(ξ, η)

)]
dξdη.

Тодi

∂Zn(x, y)

∂y
=
1

2

[
∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x+(y−yn−1)

−

− ∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x−(y−yn−1)

]
+

+
1

2

[
∂Zn−1(x+ (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

+

+
∂Zn−1(x− (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

]
+

(38)

+
1

2

y∫

yn−1

[
N
(
(0)
u (x+ (y − η), yn−1)

)
−N
(
u(x+ (y − η), η)

)
+

+N
(
(0)
u (x − (y − η), yn−1)

)
−N
(
u(x− (y − η), η)

)]
dη;
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∂Zn(x, y)

∂x
=

1

2

[
∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x+(y−yn−1)

+

+
∂Zn−1(ξ, yn−1)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x−(y−yn−1)

]
+

+
1

2

[
∂Zn−1(x+ (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

+

+
∂Zn−1(x− (y − yn−1), η)

∂η

∣∣∣∣
η=yn−1

]
+

(39)

+
1

2

y∫

yn−1

[
N
((0)
u (x+ (y − η), yn−1)

)
−N
(
u(x+ (y − η), η)

)
−

−N
((0)
u (x − (y − η), yn−1)

)
+N
(
u(x− (y − η), η)

)]
dη.

Пiдсумовуючи формули (38), (39), одержуємо

W±
n (x, y) =W±

n−1(x± (y − yn−1), yn−1)±

±
y∫

yn−1

[
N
(
(0)
u (x± (y − η), yn−1)

)
− N

(
u(x± (y − η), η)

)]
dη, (40)

звiдси приходимо до оцiнки
∥∥∥W±

n (x, y)
∥∥∥
Dn

≤
∥∥∥W±

n−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+ Lh
∥∥∥Zn−1(x, y)

∥∥∥
Dn−1

+

+
Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn

. (41)

З рiвностей (37) та (38) маємо:

∥∥∥Zn(x, y)
∥∥∥
Dn

≤
(
1 +

h2L

2

)∥∥∥Zn−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+
h

2

∥∥∥∥∥
∂Zn−1(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn−1

+
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+
Lh3

6

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥
Dn

, (42)

∥∥∥∥∥
∂Zn−1(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

≤ 1

2

(∥∥∥W+
n−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
∥∥∥W−

n−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

)
+

+Lh
∥∥∥Zn−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥
Dn−1

. (43)

Пiдставивши (43) у праву частину (42), отримаємо

∥∥∥Zn(x, y)
∥∥∥
Dn

≤
(
1 +

h2L

2

)∥∥∥Zn−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+
Lh2

2

∥∥∥Zn−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

+

+
h

4

(∥∥∥W+
n−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
∥∥∥W−

n−2(x, y)
∥∥∥
Dn−2

)
+

+
Lh3

2

(
1

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥
Dn−1

+
1

3

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn

)
. (44)

Збiльшимо правi частини (37) та (44), замiнивши тут i далi∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dp

, p = 1, N на

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

, а потiм знак нерiвностi ≤ на

знак рiвностi = . Як наслiдок, одержимо мажорантну рекурентну
систему рiвнянь:

an =

(
1+

Lh2

2

)
an−1+

Lh2

2
an−2+

h

4

(
b+n−2+ b−n−2

)
+
Lh3

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

,

b±n = b±n−1 + Lhan−1 +
Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

, n = 3, 4, . . . , (45)

у тому сенсi, що
∥∥∥Zn(x, y)

∥∥∥
Dn

≤ an,
∥∥∥W±

n (x, y)
∥∥∥
Dn

≤ b±n .

Доповнимо систему (45) початковими умовами

a1 =
Lh3

6

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥Z1(x, y)

∥∥∥
D1

,
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b±1 =
Lh2

4

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥∥∥
∂Z1(x, y)

∂x
+
∂Z1(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D1

,

a2 = Lh3

(
7

6
+
Lh2

2

)∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥Z2(x, y)

∥∥∥
D2

, (46)

b±2 =
Lh2

2

(
3

2
+
Lh2

3

)∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

≥
∥∥∥W±

2 (x, y)
∥∥∥
D2

.

Перейдемо вiд (45) (46) до векторно-матричної форми запису:

−→c n =



1 + Lh2

2 0 0
Lh 1 0
Lh 0 1


−→c n−1 +



Lh2

2
h
4

h
4

0 0 0
0 0 0


−→c n−2+

+
Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D



h
1
1


 , n = 3, 4, . . . ,

−→c 1 =
Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D



h/3
1/2
1/2


 , (47)

−→c 2 =
Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D



h
(
7/3 + Lh2/2

)

3/2 + Lh2/3
3/2 + Lh2/3


 ,

де

−→c n =



an
b+n
b−n


 .

Виконаємо оцiнку (47), використовуючи першу векторну i матри-
чну норми. Отримуємо:

∥∥−→c n
∥∥
R3 ≤

(
1+Lh

)∥∥−→c n−1

∥∥
R3+

h

2

(
1+Lh

)∥∥−→c n−2

∥∥
R3+

Lh2

2

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

,

n = 3, 4, . . . ,

∥∥−→c 1‖R3 ≤ Lh2

4

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

= c1, (48)
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∥∥−→c 2‖R3 ≤ Lh2

2

(
3/2 + Lh2/3

)
∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

= c2.

Розв’язок (48), одержаний стандартним способом, має вигляд

∥∥−→c n
∥∥
R3 ≤ sλn−1

1 + tλn−1
2 + g, n = 1, 2, . . . ,

де

λi =
1

2

(
1 + Lh+ (−1)i+1

√(
1 + Lh

)2
+ 2h(1 + Lh

)
)
, i = 1, 2,

s =
c1λ2 − c2 + g(1− λ2)

λ2 − λ1
, t =

c1λ1 − c2 + g(1− λ1)

λ1 − λ2
,

g =

−Lh
∥∥∥∥∥
∂u(x,y)
∂y

∥∥∥∥∥
D

1 + L(2 + h)
.

Враховуючи оцiнки

|s|, |t|, |g| ≤ hL

∥∥∥∥∥
∂u(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
D

,

(λ1)
n−1 ≤ (λ1)

N ≤
[
1 + (1 + L)

ε

N

]N
≤ exp (ε(1 + L)),

|λ2| ≤
h

2

переконуємося у справедливостi твердження теореми.

Очевидно, що з теореми 4.1 випливає наслiдок:

Наслiдок 4.1. За виконання умов теореми 1 розв’язок u(x, y) ∈
C2(R× (0; ε)) задачi Кошi (2), (3) є єдиний.
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5. Достатнi умови збiжностi FD-методу

Перейдемо безпосередньо до встановлення достатнiх умов збiжностi
FD-методу розв’язування задачi Кошi (2), (3). Для цього використа-
ємо технiку, що була застосована при доведеннi теореми 4.1.

Застосувуючи формулу Д’Аламбера до k-го рiвняння системи
(28), (29), отримуємо рiвнiсть

(k)
u n(x, y) =

1

2

(
(k)
u n−1(x−(y−yn−1), yn−1)+

(k)
u n−1(x+(y−yn−1), yn−1))

)
+

+
1

2

x+(y−yn−1)∫

x−(y−yn−1)

∂
(k)
u n−1(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣∣∣
η=yn−1

dξ+ (49)

+
1

2

y∫

yn−1

x+(y−η)∫

x−(y−η)

[
−Fk(ξ, η) + N′

(
(0)
u n−1(ξ, yn−1)

)
(k)
u n−1(ξ, yn−1)

]
dξdη.

З (49) неважко одержати такi рiвностi:

∂
(k)
u n−1(x, y)

∂y
=

1

2

(
−

(k)

Φ

−

n−2 (x, y)+
(k)

Φ

+

n−2 (x, y)

)
+

+
1

2

y∫

yn−2

[
−Fk(x+ (y − η), η)+

+ N′
(
(0)
u n−1(x + (y − η), yn−2)

)
(k)
u n−2(x + (y − η), yn−2)

]
dη+

(50)

+
1

2

y∫

yn−2

[
−Fk(x− (y − η), η)+

+ N′
(
(0)
u n−1(x− (y − η), yn−2)

)
(k)
u n−2(x− (y − η), yn−2)

]
dη,
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де

(k)

Φ

±

n (x, y) ≡
∂
(k)
u n(x, y)

∂x
± ∂

(k)
u n(x, y)

∂y
=

(k)

Φ

±

n (x+ y − yn−1, y)±

±
y∫

yn−1

[
− Fk(x ± (y − η), η)+

+ N′
(
(0)
u n−1(x± (y − η), yn−1)

)
(k)
u n−1(x± (y − η), yn−1)

]
dη.

(51)

З формул (49)–(51) одержимо наступну рекурентну систему нерiвно-
стей:

∥∥∥
(k)
u n(x, y)

∥∥∥
Dn

≤
(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)∥∥∥
(k)
u n−1(x, y)

∥∥∥
Dn−1

+

+
h

2

(∥∥∥
(k)

Φ

+

n−2 (x, y)
∥∥∥
Dn−2

+
∥∥∥
(k)

Φ

−

n−2 (x, y)
∥∥∥
Dn−2

)
+

+h2
∥∥∥N ′

((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

∥∥∥
(k)
u n−2(x, y)

∥∥∥
Dn−2

+
3h2

2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
, (52)

∥∥∥
(k)

Φ

±

n (x, y)
∥∥∥
Dn

≤
∥∥∥
(k)

Φ

±

n−1(x, y)
∥∥∥
Dn−1

+

+h
∥∥∥N ′

((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

∥∥∥
(k)
u n−1(x, y)

∥∥∥
Dn−1

+ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
, n = 3, 4, . . . ,

яку доповнюємо початковими умовами

∥∥∥
(k)
u 1(x, y)

∥∥∥
D1

≤ h2

2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
= α1,

∥∥∥
(k)
u 2(x, y)

∥∥∥
D2

≤ h2

2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D

(
4 +

h2

2

∥∥∥N ′
(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)
= α2, (53)

∥∥∥
(k)

Φ

±

1 (x, y)
∥∥∥
D1

≤ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
= β±

1 ,
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∥∥∥
(k)

Φ

±

2 (x, y)
∥∥∥
D2

≤ h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D

(
2 +

h2

2

∥∥∥N ′
(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)
= β±

2 .

Запишемо у векторно-матричному виглядi систему рiвнянь, розв’я-
зок якої мажорує розв’язок (52), (53):

−→γ n =




(
1 + h2

2

∥∥∥N ′
(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

0 0

h
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

1 0

h
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

0 1




−→γ n−1+

+



h2
∥∥∥N ′

((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

h
2

h
2

0 0 0
0 0 0


−→γ n−2+ (54)

+h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D




3
2h
1
1


 , n = 3, 4, . . . ,

−→γ 1 =



α1

β+
1

β−
1


 , −→γ 2 =



α2

β+
2

β−
2


 ,

де

−→γ n =




∥∥∥
(k)
u n(x, y)

∥∥∥
Dn∥∥∥

(k)

Φ

+

n (x, y)
∥∥∥
Dn∥∥∥

(k)

Φ

−

n (x, y)
∥∥∥
Dn



.

Оцiнимо лiву i праву частини (54), використовуючи першу векторну
i матричну норми. Матимемо

∥∥γn
∥∥
R3 ≤

(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)
∥∥γn−1

∥∥
R3+

+h

(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)
∥∥γn−2

∥∥
R3 + h

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
, n = 3, 4, . . . ,

(55)
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∥∥γ1
∥∥
R3 ≤ h

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
,

∥∥γ2
∥∥
R3 ≤ h

(
1 +

h2

2

∥∥∥N ′
(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
.

Розв’язок (55), одержаний стандартним способом, має вигляд

∥∥−→γ n
∥∥
R3 ≤ sλn−1

1 + tλn−1
2 + g = σn

(
h,
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)
, n = 1, 2, . . . ,

де

λi =
1

2

(
µ+ (−1)i

√
µ2 + 4hµ

)
, i = 1, 2, (56)

µ = 1 + h
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D
, g =

h
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D

1− µ− hµ
,

s =

∥∥γ1
∥∥
R3λ2 −

∥∥γ2
∥∥
R3 + g(1− λ2)

λ2 − λ1
,

t =

∥∥γ1
∥∥
R3λ1 −

∥∥γ2
∥∥
R3 + g(1− λ1)

λ1 − λ2
.

Враховуючи оцiнки

(λ1)
n−1 ≤ (λ1)

N ≤
[
1 +

(
2 +

∥∥∥N ′
(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

) ε
N

]N
≤

≤ exp

(
ε
(
2 +

∥∥∥N ′
((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

))
,

|λ2| ≤ h,

0 < s ≤ 2 +
√
5√

5

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
, 0 ≤ t ≤ h− h2

2
,

∀t ∈ [0, 1],
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D
∈ [0,∞),

|g| ≤
∥∥∥Fk(x, y)

∥∥∥
D
,

одержуємо нерiвностi

∥∥∥
(k)
u n(x, y)

∥∥∥
Dn

,

∥∥∥∥∥
(k)

Φ

±

n (x, y)

∥∥∥∥∥
Dn

=
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=

∥∥∥∥∥
∂

(k)
u n(x, y)

∂x
+
∂

(k)
u n(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn

,

∥∥∥∥∥
∂

(k)
u n(x, y)

∂x

∥∥∥∥∥
Dn

,

∥∥∥∥∥
∂

(k)
u n(x, y)

∂y

∥∥∥∥∥
Dn

≤

(57)

≤ K2

∥∥∥Fk(x, y)
∥∥∥
D
,

де K2 – стала, яка залежить тiльки вiд
∥∥∥N ′

((0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

та ε. Бiльш

тонкий аналiз функцiї σn
(
h,
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D

)
показує, що сталу K2

можна замiнити на вираз

K2 = 0, 3(1 + 2h)n−1 ≤ 0, 3 exp (2ε) = σ

∀h ∈ [0, 1], ∀
∥∥∥N ′

(
(0)
u (x, y)

)∥∥∥
D
∈ [0,∞), (58)

що є принциповим для подальшого. Зауважимо, щоб нерiвнiсть K2 ≤
1, була правильною достатньо, щоб ε ≤ 0, 6019864022.

Отже, з (57) та (58) одержимо оцiнку
∥∥∥
(k)
u (x, y)

∥∥∥
1,∞,D

≤ σ
∥∥Fk(x, y)

∥∥
D
, (59)

де
∥∥f(x, y)

∥∥
1,∞,D

= max
{∥∥f(x, y)

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂x

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂y

∥∥
∞,D

}
.

На пiдставi рiвностей (28), (30) запишемо нерiвнiсть (59) у такому
виглядi: ∥∥∥

(k)
u (x, y)

∥∥∥
1,∞,D

≤

≤ σ

[
Ak(N; ‖

(0)
u⊥(x, y)‖D; ‖

(1)
u⊥(x, y)‖D; . . . ; ‖

(k)
u⊥(x, y)‖D)+

+

∥∥∥∥Ak−1(N;
(0)
u (x, y);

(1)
u (x, y); . . . ;

(k−1)
u (x, y))− (60)

−Ak−1(N;
(0)
u⊥(x, y);

(1)
u⊥(x, y); . . . ;

(k−1)
u ⊥(x, y))

∥∥∥∥
D

−Ñ′(‖ (0)
u ‖D)‖

(k)
u ‖D

]
,

де

Ñ(u) =

∞∑

i=0

|ai|ui, N(u) =

∞∑

i=0

aiu
i.

Для оцiнки другого доданка в правiй частинi цього виразу скориста-
ємось наступною лемою.
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Лема 5.1.

∥∥∥As
(
N;

(0)
u⊥(x, y), . . . ,

(s)
u⊥(x, y)

)
−As

(
N;

(0)
u(x, y), . . . ,

(s)
u(x, y)

)∥∥∥
D
≤

≤ hAs
(
Ñ1;

∥∥(0)u
∥∥
1,∞,D

, . . . ,
∥∥(s)u
∥∥
1,∞,D

)
, Ñ1(u) = Ñ′(u)u,

Лема 5.1 є частинним випадком леми 1 з [22].
Застосовуючи лему 5.1, одержуємо оцiнку для (60):

∥∥∥
(k)
u (x, y)

∥∥∥
1,∞,D

≤

≤ σ

[
Ak

(
Ñ(u);

∥∥(0)u⊥
∥∥
1,∞,D

;
∥∥(1)u⊥

∥∥
1,∞,D

; . . . ;
∥∥(k)u ⊥

∥∥
1,∞,D

)
+

+hAk−1

(
Ñ1(u);

∥∥(0)u
∥∥
1,∞,D

;
∥∥(1)u
∥∥
1,∞,D

; . . . ;
∥∥(k−1)

u
∥∥
1,∞,D

)
−

−Ñ′(‖ (0)
u ‖1,∞,D)‖

(k)
u ‖1,∞,D

]
.

Розглянемо послiдовнiсть дiйсних чисел {vk}∞k=0, яка визначається
так:

v0 = ‖ (0)
u ‖1,∞,D,

vk = σ
[
Ak

(
Ñ; v0; v1; . . . ; vk

)
+Ak−1

(
Ñ1; v0; v1; . . . ; vk−1

)
− Ñ′(v0)vk

]
.

(61)
Легко бачити, що послiдовностi {vk}∞k=0 має мiсце нерiвнiсть

‖ (k)
u ‖1,∞,D ≤ vkh

k, k = 0, 1, 2, . . . (62)

Доведемо, використовуючи метод твiрних функцiй, що для досить

малих значень h ряд
∞∑

k=0

‖ (k)
u ‖1,∞,D збiжний. Для цього достатньо

показати, що степеневий ряд

g(z) =

∞∑

k=0

vkz
k (63)
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має ненульовий радiус збiжностi.
Враховуючи рiвностi (61), приходимо до висновку, що функцiя

g(z) задовольняє нелiнiйне функцiональне рiвняння

g(z)− v0 = σ
[
Ñ(g(z))− Ñ(v0)− Ñ′(v0)(g(z)− v0) + zÑ1(g(z))

]
. (64)

Розглянемо обернену функцiю z = g−1. З рiвностi (64) можемо
легко отримати явну формулу для z = z(g) :

z(g) =
g(z)− v0 − σ

(
Ñ(g(z))− Ñ(v0) + σÑ′(v0)(g(z)− v0)

)

σÑ1(g(z))
. (65)

Враховуючи, що z(v0) = 0, отримуємо значення z′(v0) :

z′(v0) =
1

σÑ1(v0)
[1− σ(1 + σ)Ñ′(v0)]. (66)

З (66) неважко встановити, що z′(v0) є додатнiм, якщо виконується
нерiвнiсть

σ <
2

Ñ ′(v0)

(
1 +

√
1 +

4

Ñ ′(v0)

) . (67)

Далi, з (65) одержуємо

lim
g→∞

z(g) = − lim
g→∞

Ñ(g)

gÑ′(g)
≤ 0.

Ця нерiвнiсть за умови, що виконується (67) (тобто, що z′(v0) > 0),
гарантує iснування такого gmax > 0, найближчого до v0, для якого

zmax = max
g∈[v0,∞)

z(g) = z(gmax)

(якщо таких локальних максимумiв є декiлька), i це zmax є радiусом
збiжностi ряду (63) (див. [23]).

Звiдси дiйшли висновку, що iснують такi додатнi сталi c, δ, для
яких має мiсце нерiвнiсть

vkR
k ≤ c

k1+δ
, k = 1, 2, . . . ,
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де R = gmax, i якi залежать лише вiд N(u) та v0. Або, враховуючи
(62), маємо

∥∥(k)u
∥∥
1,∞,D

≤ vk

(
h

R

)k
Rk ≤ c

k1+δ

(
h

R

)k
.

Остання нерiвнiсть дає змогу сформулювати наступне твердження

Твердження 5.1. Для того щоб ряд
∞∑
j=0

(j)
u (x, y) збiгався супер-

експоненцiально в нормi ‖·‖1,∞,D, достатньо, щоб виконувалась умо-
ва

h

R
= q < 1. (68)

Нехай умова (68) виконується. Введемо позначення:

—

u(x, y) =

∞∑

j=0

(j)
u (x, y).

Покажемо, що
—

u(x, y) спiвпадає з розв’язком u(x, y) вихiдної задачi
(2), (3). З цiєю метою запишемо FD-метод у такiй формi:

(j+1)
u (x, y) =

1

2(j + 1)!

y∫

0

x+y−η∫

x−y+η

∂j+1

∂τ j+1

{
N
(
u⊥(ξ, η, τ)

)
+

+ τ
[
N
(
u(ξ, η, τ)

)
− N

(
u⊥(ξ, η, τ)

)]}
τ=0

dξdη, j = 0, 1, . . . ,

(69)

(0)
u (x, y) =

1

2

(
φ(x + y) + φ(x− y)

)
+

1

2

x+y∫

x−y

ψ(ξ)dξ+

+
1

2

y∫

0

x+y−η∫

x−y+η

{
N
((0)
u ⊥(ξ, η)

)
+ f(ξ, η)

}
dξdη. (70)

Просумуємо обидвi частини (69) за j вiд 0 до ∞ i додамо (70). Одер-
жимо рiвняння

—

u(x, y) =
1

2

(
φ(x + y) + φ(x − y)

)
+

1

2

x+y∫

x−y

ψ(ξ)dξ+
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+
1

2

y∫

0

x+y−η∫

x−y+η

{
N
(
—

u(ξ, η)
)
+ f(ξ, η)

}
dξdη.

З нього випливає, що
—

u (x, y) є розв’язком задачi Кошi (2), (3), а

оскiльки вiн єдиний, то
—

u(x, y) = u(x, y).
Отже, нами доведено теорему.

Теорема 5.1. Нехай виконуються умови теореми 2.1 i функцiя
N(u) є аналiтичною на всiй числовiй осi, тобто

N(u) =

∞∑

i=1

aiu
i, ∀u ∈ R.

Тодi виконуються припущення “а“ , “б“ i єдиний розв’язок u(x, y) ∈
∈ C2(D) задачi Кошi (2), (3) можна як завгодно точно знайти за
допомогою FD-методу (26)–(30). Крiм того, мають мiсце наступнi
оцiнки швидкостi збiжностi методу:

∥∥u(x, y)− (m)
u (x, y)

∥∥
1,∞,D

≤ cR

(m+ 1)1+δ(R − h)

(
h

R

)m+1

, m ∈ N∪{0},
(71)

де
∥∥f(x, y)

∥∥
1,∞,D

= max
{∥∥f(x, y)

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂x

∥∥
∞,D

,
∥∥∂f(x,y)

∂y

∥∥
∞,D

}
, h

– крок сiтки FD-методу, h < R, а додатнi дiйснi сталi c, R, δ зале-
жать лише вiд вхiдних даних задачi 2 .

6. Чисельна реалiзацiя FD-методу розв’язування
задачi Кошi для рiвняння Клейна–Гордона

Легко бачити, що обчислення поправок
(k)
u (x, y) FD-методу, що є

розв’язками системи задач (26)–(30), пов’язане з обчисленням оди-
нарних та подвiйних iнтегралiв зi змiнними межами iнтегрування
(див. формули (31), (49)). Враховуючи рекурсивний характер систе-
ми (26)–(30), можна дiйти висновку, що виключно аналiтична ал-
горитмiчна реалiзацiя FD-методу високого рангу (з використанням
сучасних систем компютерної алгебри, таких як Maple, Mathemati-
ca, Maxima тощо) є практично неможливою (головним чином через

2Детальнiше про походження сталої R див. [24].
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складнiсть аналiтичного знаходження таких iнтегралiв), так само як,
наприклад, у випадку задачi Гурса для рiвняння Клейна–Гордона (1)
(див. [25]). Очевидо подолати такi труднощi можна використовуючи
чиселбнi методи розв’язання системи задач (26)–(30). Наведемо один
з можливих практичних пiдходiв алгоритмiчної реалiзацiї FD-методу
з використанням чисельних схем iнтегрування.

Насамперед зазначимо, що перетворенням Φ : D
Φ→ DΦ

Φ =

{
x = ξ + η,

y = ξ − η,
Φ−1 =

{
ξ = 1

2 (x+ y),

η = 1
2 (x− y)

(72)

задачi (26)–(30) можна подати у виглядi

−∂
2
(0)
v (ξ, η)

∂ξ∂η
= f(ξ + η, ξ − η)− N(

(0)
v ⊥(ξ, η)), (73)

(0)
v (ξ, ξ) = φ(2ξ),

(0)
v η (ξ, ξ) = φ′(2ξ)− ψ(2ξ), (74)

∀ξ ∈
[
XM − YM

2
,
XM + YM

2

]
,

(0)
v (ξ, η) ∈ C(Φ(D)) = C(DΦ),

(0)
v η(ξ, η) ∈ C(DΦ), (75)

−∂
2
(k)
v (ξ, η)

∂ξ∂η
= −N′(

(0)
v ⊥(ξ, η))

(0)
v ⊥(ξ, η)−Fk(ξ+ η, ξ− η), (ξ, η) ∈ DΦ,

(76)
(k)
v (ξ, η) ∈ C(DΦ, ),

(k)
v η(ξ, η) ∈ C(DΦ), (77)

(k)
v (ξ, ξ) = 0,

(k)
v η (ξ, ξ) = 0, ∀ξ ∈

[
XM − YM

2
,
XM +XM

2

]
, k = 1, 2, . . . ,

(78)

де
(k)
v (ξ, η) =

(k)
u (ξ + η, ξ − η),

(k)
v ⊥(ξ, η) =

(k)
u ⊥(ξ + η, ξ − η), функцiї

Fk(ξ + η, ξ − η), k = 0, 1, 2, . . . , визначаються згiдно з (30).
Умови (75) та (77) є аналогами вiдповiдних умов зшивки в системi

(26)–(30). Умови (75) випливають з того, що розв’язок
(0)
u (x, y) ба-

зової задачi (26), (27) є неперервно–диференцiйованою функцiєю на
замкненiй областi D. Звiдси вiдразу випливає умова неперервностi
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функцiї
(0)
v(ξ, η) на DΦ. Крiм того, враховуючи очевиднi спiввiдноше-

ння

∂u(x, y)

∂x
=

1

2

∂v(ξ, η)

∂ξ

∣∣∣∣ξ= 1
2 (x+y)

η= 1
2 (x−y)

+
1

2

∂v(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣ξ= 1
2 (x+y)

η= 1
2 (x−y)

,

∂u(x, y)

∂y
=

1

2

∂v(ξ, η)

∂ξ

∣∣∣∣ξ= 1
2 (x+y)

η= 1
2 (x−y)

− 1

2

∂v(ξ, η)

∂η

∣∣∣∣ξ= 1
2 (x+y)

η= 1
2 (x−y)

,

можна дiйти висновку, що

vξ(ξ, η) ∈ C(DΦ), vη(ξ, η) ∈ C(DΦ),

де v(ξ, η) = u(ξ + η, ξ − η).

Неважко переконатися, що функцiя
(0)
v (ξ, η), що є розв’язком рiв-

няння (73) та задовольняє умови (74), (75), автоматично задовольняє
i умову v′ξ(ξ, η) ∈ C(DΦ). Звiдси, зокрема, випливає, що задачi (26),

(27) та (73)–(75) є еквiвалентними, тобто, якщо
(0)
u (x, y) – розв’язок

задачi (26), (27), то функцiя
(0)
v (ξ, η) =

(0)
u (ξ+η, ξ−η) – розв’язок зада-

чi (73)–(75) i навпаки. Аналогiчнi мiркування справедливi i стосовно
задач (28), (29) та (76)–(78).

Легко бачити, що розв’язок
(0)
v (ξ, η) базової задачi (73)–(75) можна

записати так:

(0)
v (ξ, η) = φ(2ξ) +

η∫

ξ

(
φ′(2t)− ψ(2t) +

ξ∫

η

R0(s, t)ds
)
dt =

=
1

2
φ(2ξ)+

1

2
φ(2η)−

η∫

ξ

ψ(2t)dt+

η∫

ξ

ξ∫

t

R0(s, t)dsdt ∀(s, t) ∈ DΦ, (79)

де R0(ξ, η) ≡ −f(ξ+η, ξ−η)+N(
(0)
v ⊥(ξ, η)). Аналогiчну формулу маємо

i для поправок
(k)
v (ξ, η), що є розв’язками системи задач (76)–(78) :

(k)
v (ξ, η) =

η∫

ξ

ξ∫

t

Rk(s, t)dsdt, ∀(s, t) ∈ DΦ, k = 1, 2, . . . , (80)
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де Rk(ξ, η) = −N′(
(0)
v ⊥(ξ, η))

(0)
v ⊥(ξ, η)− Fk(ξ + η, ξ − η).

Формули (79), (80) можна також одержати з формули Д’Аламбера
виконавши замiну змiнних (72).

Водночас з точки зору програмної реалiзацiї формули (79) та (80)
є зручнiшими, нiж формула Д’Аламбера в чистому виглядi (зокрема,
це стосується бiльш зручної форми меж iнтегрування). Тому прийме-
мо позначення p = i+j, q = i−j i зосередимо увагу надалi на функцiях
(k)
v(ξ, η), а точнiше на їх сiткових проекцiях:

(k)

V [p, q] ≡
(k)

V [i+j, i−j] =(k)
v

(
1

2
(xi+yj),

1

2
(xi−yj)

)
=

(k)
u (xi, yj) =

(k)

U [i, j],

(81)
де xi = XM − YM + ih1, yj = jh1, h1 = h/nI , nI ∈ N, nI ≥ 9, h – крок
дискретизацiї FD-методу, p, q ∈ Z (див. рис.1,б ).

Областю визначення сiткових функцiй
(k)

U [i, j] буде множина ωI =
{(i, j)| (xi, yj) ∈ D} (див. рис. 1,б ). При цьому, як легко перевiрити,

область визначення сiткових функцiй
(k)

V [p, q] згiдно з означення (81)
спiвпадає з множиною Φ−1(ωI) = {(i+ j, i− j)| i, j ∈ N

⋃{0}, (xi, yj) ∈
D} (див. рис. 3).

Рiвностi (81) очевидним чином задають вiдображення множини
Φ−1(ωI) на DΦ, яке дiє за законом (див. рис. 1,б ):

Φ−1(ωI) ∋ (p, q) = (i + j, i− j) −→
(
1

2
(xi + yj),

1

2
(xi − yj)

)
= (ξp, ηq).

Аналогiчно визначається вiдображення

ωI → D : ωI ∋ (i, j) −→ (xi, yj) ∈ D.

Означення 6.1. Для будь-якої функцiї f(ξ, η), визначеної на DΦ,
через f [p, q] будемо позначати функцiю двох дискретних аргументiв
p та q, визначену на Φ−1(ωI), що дiє за законом

f [p, q] = f(ξp, ηq), (ξp, ηq) ∈ Φ−1(ωI).

З огляду на наведенi вище мiркування стає очевидно, що алгоритм
FD-методу m–го рангу розв’язування задачi Кошi для нелiнiйного
хвильового рiвняння в областi D можна звести до розв’язування
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Рис 2. Область ωI .

(m+ 1) ·N лiнiйних задач вигляду3

∂2w(ξ, η)

∂ξ∂η
= R(ξ, η),

w(ph1 + η, η) = φ1(η), (82)

w′
ξ(ξ, ξ − ph1) = ψ1(ξ), p ∈ N

на областi D̃ (рис.4). Область D̃ має форму рiвнобiчної трапецiї i
являє собою одну зi смуг розбиття FD-методу. Як бачимо, початковi
умови задачi Кошi (82) задано на нижнiй основi трапецiї D̃.

З алгоритмiчної токи зору задачу (82) доцiльно розв’язувати в
два етапи, кожен з яких полягає в обчисленнi одинарного iнтеграла
зi змiнною верхньою межею на областi D̃:

w′
ξ(ξ, η) = ψ1(ξ)−

η∫

ξ−ph1

R(ξ, η1)dη1,

w(ξ, η) = φ1(η) +

ξ∫

ph1+η

w′
ξ(ξ1, η)dξ1.

3N – кiлькiсть смуг розбиття FD-методу (див. (22)).
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Рис 3. Область Φ−1(ωI).

Щоб знайти проекцiї w′
ξ[i, j], w[i, j] функцiй w′

ξ(ξ, η) i w(ξ, η) вiд-

повiдно на сiтку Φ−1(ωI)
⋂
D̃, використаємо наступний алгоритм:

1. Обчислення w′
ξ[i, j] :

for i := 2p+ 8 to 2p+K − 1 do
begin
j := i− 2p;
w′
ξ[i, j] := ψ1(ξi);

w′
ξ[i, j − 2] := w′

ξ[i, j]−

−
h1∫

0

I
(
R[i, j], R[i, j − 2], R[i, j − 4], R[i, j − 6], R[i, j − 8];h1; t

)
dt;

a := 4;
repeat
w′
ξ[i, j − a] := w′

ξ[i, j − a+ 4]−

−
2h1∫

0

I
(
R[i, j − a+ 4], R[i, j − a+ 2], R[i, j − a];h1; t

)
dt;

a := a+ 2;
until (i, j − a) /∈ Φ−1(ωI)

⋂
D̃;
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Рис 4. Область D̃.

end

2. Обчислення w[i, j] :
for j := 0 to K − 9 do

begin
i := j + 2p;
w[i, j] := φ1(ηj);
w[i + 2, j] := w[i, j]+

+

h1∫

0

I
(
R[i, j], R[i+ 2, j], R[i+ 4, j], R[i+ 6, j], R[i+ 8, j];h1; t

)
dt;

a := 4;
repeat
w[i + a, j] := w[i + a− 4, j]+
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+

2h1∫

0

I
(
R[i+ a− 4, j], R[i+ a− 2, j], R[i+ a, j];h1; t

)
dt;

a := a+ 2;
until (i + a, j) /∈ Φ−1(ωI)

⋂
D̃;

end
Тут лiтерою K позначено кiлькiсть точок множини Φ−1(ωI), що

лежать на нижнiй основi трапецiї D̃, а I(r1, r2, . . . , rn;h1; t) – iнтерпо-
ляцiйний полiном вiд змiнної t степеня n−1, побудований за точками
(r1; 0), (r2;h1), (r3; 2h1), . . . , (rn; (n− 1)h1).

Неважко перевiрити, що в такому разi вираз

2h1∫

0

I
(
r1, r2, r3;h1; t

)
dt

– це добре вiдома формулу Сiмпсона
h1
3
(r1 + 4r2 + r3), порядок на-

ближення якої на кроцi становить O(h51).

Формула

h1∫

0

I
(
r1, r2, r3, r4, r5;h1; t

)
dt, яку також використано в ал-

горитмi, є рiзновидом формул Ньютона–Котеса i забезпечує обчисле-
ння значення вiдповiдного iнтеграла з точнiстю порядку O(h51).

Наведений вище алгоритм дає змогу обчислити значення сiткових
функцiй w′

ξ[·, ·] та w[·, ·] в усiх точках множини Φ−1(ωI)
⋂
D̃, окрiм

фiксованої (незалежної вiд h1) кiлькостi точок, що знаходяться в ку-
тах при основi трапецiї D̃. Цi точки знаходяться на прямих

ξ = ξi, i = 2p+ 1, . . . , 2p+ 7, (83)

та
η = ηj , j = K − 8,K − 7, . . . ,K − 2. (84)

Очевидно, що кiлькiсть вузлiв iнтегрування на кожнiй такiй пря-
мiй в перетинi з множиною D̃ не перевищує чотирьох, що є недо-
статнiм для забезпечення точностi порядку O(h51) з використанням
формул Ньютона–Котеса. Проте знайти значення функцiй w′

ξ[·, ·] та
w[·, ·] у цих точках з точнiстю O(h51) можливо: для цього достатньо
використати iнтерполювання по 5-ти точках в напрямку, перпенди-
кулярному до напрямку прямих (83), (84).

Варто зазначити, що наведений тут алгоритм буде ефективним ли-
ше у випадку неперервної диференцiйованостi правої частини R(ξ, η)
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(82) до 4–го порядку включно. Це випливає з вiдомих теорем про то-
чнiсть квадратурних формул Ньютона–Котеса. У термiнах вихiдної
задачi Кошi (2), (3) маємо, що для застосування викладеного алго-
ритму необхiдно, щоб виконувалися такi умови (додатково до умов
теореми 5.1):

φ(x) ∈ C4
(
[XM − YM , XM + YM ]

)
, ψ(x) ∈ C3

(
[XM − YM , XM + YM ]

)
,

f(x, y) ∈ C4(D).

7. Чисельний приклад

Розглянемо задачу Кошi для рiвняння Клейна–Гордона (1) з функцi-
єюN(u) = u3, тобто в областiD = {(x, y)|0 < y ≤ ε, y − ε < x < ε− y}
будемо шукати наближений розв’язок задачi Кошi:

∂2u(x, y)

∂y2
− ∂2u(x, y)

∂x2
−u3(x, y) = −6x2y − 2y + y3

(1 + x2)3
, (x, y) ∈ D, (85)

u(x, 0) = 0, u′y(x, 0) =
1

1 + x2
, x ∈ [−1, 1]. (86)

Точним розв’язком цiєї задачi є функцiя

u∗(x, y) =
y

1 + x2
.

Перевiримо для задачi (85), (86) виконання умов теореми 2.1, i
знайдемо значення сталої ε (6).

Очевидно, що N(u) = u3 ∈ C2(R), φ(x) ≡ 0 ∈ C2
b (R), ψ(x) =

1

1 + x2
∈ C1

b (R), а права частина рiвняння (85) належить класу фун-

кцiй C1
b (Dε) (див. (4)). Знайдемо значення сталої M1 згiдно з (7).

Неважко переконатися, що

M1 = ‖u1(x, y)‖C(R×[0,1]) + 1 = 0.95547+ 1 < 2,

де

u1(x, y) =
1

2

[
arctg(x+ y)− arctg(x − y)

]
+

1

64

[(
3x6 − 12yx5+

+(9 + 18y2)x4 − (24y+ 12y3)x3 + (41+ 24y2 + 3y4)x2 − (12y+ 12y3)x+
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+35+6y2+3y3
)
arctg(x−y)−

(
3x6+12yx5+(9+18y2)x4+(24y+12y3)x3+

+(41 + 24y2 + 3y4)x2 + (12y + 12y3)x+ 35 + 6y2 + 3y3
)
arctg(x+ y)+

+
(
24yx5 + (48y + 24y3)x3 + (24y + 24y3)x

)
arctg x+

+6yx4 + (12y + 18y3)x2 + 70y + 10y3

]/
(1 + x2).

Тодi

ε = min

{
1;
√
2

(
max
|u|≤ 2

∣∣u3
∣∣
)− 1

2

;
√
2q1

(
max
|u|≤ 2

∣∣3u2
∣∣
)− 1

2
}
.

Нехай стала q1 = 1/2. Тодi одержимо

ε = min

{
1;

√
2√
8
;

1√
12

}
=

√
3

6
.

Отже, шукатимемо наближений розв’язок задачi Кошi (85), (86) в
областi D =

{
(x, y)|0 < y ≤

√
3/6, y −

√
3/6 < x <

√
3/6− y

}
.

Застосовуючи до задачi (85), (86) FD-метод, одержуємо наступну
систему рекурентних задач Кошi:

∂2
(0)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(0)
u (x, y)

∂x2
=

2y − 6x2y − y3

(1 + x2)3
+

(0)

u3(x, yj−1),

(x, y) ∈ Dj = [y +
√
3/6;

√
3/6− y]× (yj−1, yj ], j = 1, N,

((0)
u (x, yj + 0)− (0)

u (x, yj − 0)
) def≡

[(0)
u (x, y)

]
y=yj

= 0,

[(0)
u′ y (x, y)

]
y=yj

= 0 ∀x ∈ [yj−1 −
√
3/6;

√
3/6− yj−1] ∀j ∈ 1, N − 1,

(0)
u(x, 0) = 0,

(0)

u′ y (x, 0) =
1

1 + x2
∀x ∈ [−1; 1],

∂2
(k)
u (x, y)

∂y2
− ∂2

(k)
u (x, y)

∂x2
=3

(0)

u2(x, yj−1)
(k)
u (x, yj−1)− Fk(x, y)∀(x, y)∈D,
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[
(k)
u (x, y)

]

y=yj

= 0,

[
∂
(k)
u (x, y)

∂y

]

y=yj

= 0

∀x ∈ [yj−1 −
√
3/6;

√
3/6− yj−1] ∀j ∈ 1, N − 1,

(k)
u(x, 0) = 0,

∂
(k)
u (x, y)

∂y

∣∣∣∣∣∣
y=0

= 0, x ∈ [−1, 1], k = 1, 2, . . . ,

де функцiю Fk(x, y) визначено згiдно з (30). Для оцiнки похибки ме-

l

m

Рис 5. Графiк залежностi швидкостi збiжностi FD-методу вiд рангу m та
крокiв дискретизацiї h, hs : �− l(0.01; 0.001;m);+− l(0.007; 0.0004;m);♦−
l(0.005; 0.0002;m);©− l(0.003; 0.0001;m).

тоду використовуватимемо функцiю

δ(h;hs;m) =
∥∥(m)
u (x, y, h, hs)− u∗(x, y)

∥∥
D
, (87)

де h – крок дискретизацiї FD-методу, hs – крок квадратурної
формули4 .

Нижче наведено результати застосування FD-
методу до задачi Кошi (85), (86) в областi D ={
(x, y)|0 < y <

√
3/6, y −

√
3/6 < x <

√
3/6− y

}
з кроками дис-

кретизацiї квадратурної формули hs = 0.001; 0.0004; 0.0002; 0.0001

4Тут для наближеного обчислення iнтегралiв використовували формулу Сiм-
псона.
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та кроками дискретизацiї FD-методу h = 0.01; 0.007; 0.005; 0.003
вiдповiдно.

Для iлюстрацiї експоненцiальної швидкостi збiжностi методу зру-
чно розглянути функцiю

l(m,h, hs) = ln(δ(h;hs;m)) = ln
(∥∥(m)

u (x, y, h, hs)− u∗(x, y)
∥∥
D

)
,

графiки якої при рiзних значеннях параметрiв m,h, та hs подано на
рис. 5. Майже прямолiнiйний характер графiкiв свiдчить про екс-
поненцiальну швидкiсть спадання похибки FD-методу при збiльшен-
нi рангу методу, що пiдтверджує теоретичнi результати, одержанi в
статтi.

Таблиця. Похибка FD-методу як функцiя вiд рангу (m) i крокiв
(h, hs)

m Значення δ(h;hs;m)
δ(0.01; 0.001;m) δ(0.007; 0.0004;m)

0 0.00482008737297868 0.00247476450143269
1 4.20259567426333e-05 1.13911037650655e-05
2 3.95111377071091e-07 5.75286142525985e-08
3 3.7958256405744e-09 3.00014080324208e-10
4 4.33937223627304e-11 2.10684693653788e-12

δ(0.005; 0.0002;m) δ(0.003; 0.0001;m)
0 0.00166433055655046 0.00125369326763414
1 5.19962629886347e-06 2.9639016211557e-06
2 1.79291471227014e-08 7.75676964050381e-09
3 6.4082143283881e-11 2.10828729150418e-11
4 3.42312053358461e-13 4.46870093332802e-14

8. Висновки

Описано та дослiджено алгоритм FD-методу розв’язування задачi
Кошi для рiвняння Клейна–Гордона (1). Зокрема, сформульовано та
доведено теорему про iснування розв’язку такої задачi (теорема 2.1).
Доведено допомiжне твердження (теорема 4.1), з якого випливає єди-
нiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння (1), а також яке є ключовим
роль для встановлення достатнiх умов збiжностi FD-методу та оцi-
нок швидкостi його збiжностi (теорема 5.1). Запропоновано пiдхiд до
програмної iмплементацiї розв’язування задачi Кошi для рiвняння (1)



Умови збiжностi та алгоритмiчнi аспекти програмної реалiзацiї... 237

з використанням чисельних схем iнтегрування. Наведено результати
чисельного експерименту, якi демонструють практичну суперекспо-
ненцiальну швидкiсть збiжностi FD-методу i, таким чином, пiдтвер-
джують одержанi теоретичнi результати.
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