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For the problem on resonant sloshing in truncated conical reservoirs, an
infinite-dimensional modal system is derived. The derivation scheme is
based on the non-conformal mapping technique and Moiseev–Narimanov
asymptotics.

Для задачi про резонанснi коливання рiдини у зрiзаних конiчних єм-
ностях виведено нескiнченовимiрнi нелiнiйнi модальнi системи. Вивiд
базується на методi неконформних перетворень областi та асимптотицi
Моiсеєва–Нарiманова.

1. Введение

В последние годы научные исследования в области совместной ди-
намики твердых тел с жидкостью пополнились новыми задачами,
связанными с проектированием водонапорных башен, а также с пе-
ревозками сжиженного природного газа [18,32,33]. При резонансном
возмущении баков, частично заполненных жидкостью, движения сво-
бодной поверхности становятся существенно нелинейными. При этом
силовой гидродинамический отклик значительно превышает ампли-
туду внешних воздействий, что может порождать неустойчивость
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совместных движений бака и жидкости. Обширная библиография
относительно задачи о нелинейных колебаниях жидкости приведена
в [4, 6, 7, 12, 14, 22, 27] и др.

Большинство работ, посвященных нелинейным колебаниям жид-
кости, рассматривает случай баков с вертикальными стенками (при-
мерами являются цилиндр кругового [2, 4, 6, 25, 30] и прямоугольно-
го [19–21] сечений). Аналитические исследования таких колебаний,
как правило, связываются с применением мультимодального метода.
Идея, особенности применения, преимущества, недостатки и ограни-
чения метода подробно обсуждаются в книгах [4, 6, 22].

В настоящей работе нелинейный мультимодальный метод обобща-
ется на случай усеченного конического бака, стенки которого, оче-
видно, не являются вертикальными. Технически, методологически и
идейно работа продолжает исследования [1, 4, 8, 10, 11, 15–17, 23, 24,
26, 28], где используется метод неконформных отображений Луков-
ского [2, 28] и асимптотика Нариманова–Моисеева при условии, что
собственные формы колебания жидкости найдены в приближенно–
аналитическим виде, и эти формы точно удовлетворяют уравнение
Лапласа и условие неперетекания на стенках сосуда.

Упомянутые выше приближенные собственные формы колебания
жидкости построены в настоящее время для конических [5,9,26,28] и
сферических баков [15, 23]. С использованием этих форм было выве-
дено ряд малоразмерных нелинейных модальных систем для кони-
ческих баков [8, 10, 26, 28]. Эти системы базируются на асимптотике
Моисеева–Нариманова, однако не являются “полными”, поскольку не
включают все необходимые обобщенные координаты второго и тре-
тьего порядка малости. Полные в смысле асимптотики Моисеева–
Нариманова модальные системы в настоящее время построены для
вертикального цилиндрического [30] и сферического [24] баков. Дан-
ная статья обобщает последние результаты на случай V-образных
усеченных конических баков.

2. Постановка задачи

Рассмотрим абсолютно твердый бак в форме обратного вертикально-
го усеченного кругового конуса с углом полураствора θ0 и невозму-
щенной свободной поверхностью Σ0 единичного радиуса r0 (рис. 1 a).
Бак частично заполнен идеальной несжимаемой жидкостью плотно-
сти ρ и совершает поступательные движения со скоростью ~v0(t) =
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Рис 1. Рассматриваемая модель: a) эскиз; б) меридиональное сечение.

{η̇1(t), η̇2(t), η̇3(t)} в проекциях на оси подвижной системы коорди-
нат Oxyz. Начало координат размещено в условной вершине конуса
O. Ось Ox направлена вдоль оси конуса в направлении, противопо-
ложном вектору ускорения сил земного тяготения ~g в статическом
(неподвижном) положении бака.

В рамках теории потенциальных течений идеальной несжимаемой
жидкости [4] потенциал абсолютных скоростей Φ(x, y, z, t) и возму-
щенная свободная поверхность, заданная неявно в виде ζ(x, y, z, t) =
0, являются решением следующей краевой задачи со свободной по-
верхностью

∇2Φ = 0, ~r ∈ Q(t), (1a)

∂Φ

∂ν
= ~v0 · ~ν, ~r ∈ S(t), (1b)

∂Φ

∂ν
= ~v0 · ~ν −

ζt

|∇ζ|2
, ~r ∈ Σ(t), (1c)

∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2 −∇Φ · ~v0 + U = 0, ~r ∈ Σ(t), (1d)

∫

Q(t)

dQ = const, (1e)

где ~ν — орт внешней нормали к поверхности, ограничивающей объем
жидкости Q(t), S1(t) и S2 (S(t) = S1(t) + S2) — смоченная боковая
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стенка и дно, соответственно, Σ(t) — свободная поверхность жидко-
сти, ~r = (x, y, z) — радиус-вектор, U – потенциал сил земного тя-
готения, заданный в неинерциальной системе координат Oxyz. Ин-
тегральное соотношение (1e) выражает условие сохранения объема
жидкости и является необходимым условием разрешимости задачи
Неймана (1a)-(1c).

Задача Коши для эволюционной краевой задачи со свободной гра-
ницей (1a)–(1d) предполагает известными начальный профиль свобо-
дной поверхности Σ(t0) и распределения скоростей на Σ(t) в началь-

ный момент времени t = t0, т.е. ζ(x, y, z, t0) = ζ0(x, y, z),
∂ Φ

∂ ν

∣∣∣∣
Σ(t0)

=

Φ0(x, y, z), где ζ0(x, y, z) и Φ0(x, y, z) являются известными функция-
ми.

Нелинейная краевая задача (1) допускает вариационную фор-
мулировку, связанную с вариационным принципом Бейтмана-Люка
[7, 11, 14, 29], в котором, для случая поступательных движений бака,
в качестве функции Лагранжа выступает выражение

L = −ρ
∫

Q(t)

(
∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2 −∇Φ · ~v0 + gx

)
dQ. (2)

Луковский [3] и Майлс [31] показали эквивалентность дифференци-
альной и вариационной формулировок, а также впервые вывели наи-
более общие нелинейные модальные системы относительно обобщен-
ных скоростей и координат, которые связываются с возмущением соб-
ственных форм колебаний жидкости. Эти формы определяются из
краевой задачи на собственные значения

∆φj = 0, ~r ∈ Q0,
∂φj
∂ν

= 0, ~r ∈ S0,
∂φj
∂ν

= κ φj , ~r ∈ Σ0,

∫

Σ0

∂φj
∂ν

dS = 0

(3)
(j ≥ 1), сформулированной в невозмущенном объеме жидкости Q0.

Для случая поступательных движений бака потенциал скоростей
представляется в виде

Φ(x, y, z, t) = ~v0 · ~r +
∑

j

Rj(t)φj(x, y, z), (4)

где φj(x, y, z), будучи найденными приближенно, обязаны точно удов-
летворять уравнение Лапласа и условие Неймана на смоченных стен-
ках бака, а Rj(t) — обобщенные скорости.
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Если свободная поверхность допускает нормальную форму ζ = x−
f(y, z, t) = 0 (что верно в случае баков с вертикальными стенками), f
раскладывается в обобщенный ряд Фурье, f(y, z, t) =

∑
i βi(t)fi(y, z),

в котором
fi(y, z) = (σi/g)φi(x10, y, z), (5)

а зависимые от времени коэффициенты βi(t) играют роль обоб-
щенных координат. В случае неявного задания свободной поверхно-
сти Σ(t) для баков с невертикальными стенками обобщенные коор-
динаты необходимо задавать также неявно посредством уравнения
ζ(x, y, z, t, {βN}) = 0.

Как для нормального, так и неявного задания свободной поверх-
ности, следуя вариационной схеме [4,24], можно вывести общие нели-
нейные модальные уравнения относительно обобщенных координат
βi(t) и скоростей Rj(t)

∑

K

∂AN
∂βK

β̇K =
∑

K

ANKRK = 0, N,K, i = 1, 2, ..., (6a)

∑

N

ṘN
∂AN
∂βi

+
1

2

∑

NK

∂ANK
∂βi

RNRK + (~̇v0 − ~g)
∂~l

∂βi
= 0, (6b)

где

AN = ρ

∫

Q(t)

φNdQ, ANK = ρ

∫

Q(t)

(∇φN ,∇φK) dQ, ~l = ρ

∫

Q(t)

~rdQ (7)

являются функциями обобщенных координат {βN}.

3. Модальная система для конических баков

3.1. Явное модальное представление ζ и Φ

Для получения явного (нормального) модального представления сво-
бодной поверхности можно следовать работам [6,26,28] и ввести кри-
волинейную систему координат Ox1x2x3 с помощью преобразования
координат x = x1, y = x1x2 cosx3, z = x1x2 sinx3. Рис. 1 (б) иллю-
стрирует как такое преобразование координат трансформирует ме-
ридиональное сечение G невозмущенного объема жидкости в мери-
диональное сечение G∗, являющееся прямоугольником со сторонами
h = x10 − x0 и x20 = tan θ0 в плоскости Ox1x2. Усеченный кониче-
ский объем невозмущенного объема жидкости трансформируется в
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системе (x1, x2, x3) в параллелепипед (x0 ≤ x1 ≤ x10, 0 ≤ x2 ≤ x20,
0 ≤ x3 ≤ 2π).

Необходимые приближенно–аналитические собственные формы
колебаний жидкости для конических баков были построены в [5,9,29]:

φ(x1, x2, x3) =
ψMi(x2, x3) cos(Mx3),
ψmi(x2, x3) sin(mx3).

(8)

За исключением осесимметричного случая при M = 0, они характе-
ризуются двумя собственными формами для каждой собственной ча-
стоты σMi. Индекс i перенумеровывает все собственные частоты и
моды для каждого фиксированного “углового” волнового числа M и
задает профили стоячих волн в радиальном направлении. Заглавная
буква M в (8) подразумевает смену индекса от нуля до бесконечности
(M = 0, 1, 2, . . .), а прописные i и m – от единицы до бесконечности
(i,m = 1, 2, . . .).

В криволинейной системе координат свободную поверхность и по-
тенциал скоростей можно задать в следующем виде

f∗(x2, x3, t) = x10 + β0(t) +
∑

Mi

pMi(t)fMi(x2) cos(Mx3)

+
∑

Mi

rmi(t)fmi(x2) sin(mx3), (9)

Φ∗(x1, x2, x3, t) = ~v0 · ~r +
∑

Mi

PMi(t)ψMi(x2, x3) cos(Mx3)

+
∑

mi

Rmi(t)ψmi(x2, x3) sin(mx3), (10)

где pMi и rmi играют роль обобщенных координат.
Особенностью нецилиндрических баков является то, что представ-

ление свободной поверхности (9) содержит обобщенную координату
β0(t), которая зависит от других обобщенных координат и выбира-
ется из условия сохранения объема (1e). Это условие играет роль
голономной вязи. Процедура явного определения β0(t) через осталь-
ные обобщенные координаты (разрешение голономной вязи) описана
в Приложении A.
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3.2. Кинематические и динамические уравнения

Учитывая представления (9) и (10), можно переписать модальные
уравнения (6) в виде

∑

Mn

∂ApAb
∂pMn

ṗMn+
∑

mn

∂ApAb
∂rmn

ṙmn =
∑

Mn

AppAb,MnPM,n+
∑

mn

AprAb,mnRmn = 0,

∑

Mn

∂Arab
∂pMn

ṗMn +
∑

mn

∂Arab
∂rmn

ṙmn =
∑

Mn

AprMn,abPMn +
∑

mn

ArrAb,mnRmn = 0

(11)

(кинематические соотношения) и

∑

Mn

∂ApMn

∂pAb
ṖMn +

∑

mn

∂Armn
∂pAb

Ṙmn +
1

2

∑

MnLk

∂AppMn,Lk

∂pAb
PMnPLk+

+
1

2

∑

mnlk

∂Arrmn,lk
∂pAb

RmnRlk +
∑

Mnlk

∂AprMn,lk

∂pAb
PMnRlk +

3∑

i=1

∂li
∂pAb

η̈i = 0,

∑

Mn

∂ApMn

∂rab
ṖMn +

∑

mn

∂Armn
∂rab

Ṙmn +
1

2

∑

MnLk

∂AppMn,Lk

∂rab
PMnPLk+

+
1

2

∑

mnlk

∂Arrmn,lk
∂rab

RmnRlk +
∑

Mnlk

∂AprMn,lk

∂rab
PMnRlk +

3∑

i=1

∂li
∂rab

η̈i = 0

(12)

(динамические соотношения).
С учетом представления свободной поверхности (9) и формул (22)

из Приложения A можно получить явные выражения для интегралов
(7). Компоненты вектора AN = {{ApAb}, {Arab}} определяются следу-
ющими интегралами

ApAb = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

cosAx3Θ
0
Ab(x2, x3, pIj, rij)dx2dx3,

Arab = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

sin ax3Θ
0
ab(x2, x3, pIj, rij)dx2dx3, (13)

а компоненты матрицы ANK = {{AppAb,Cd, A
pr
Ab,cd}, {A

pr
Ab,cd, A

rr
ab,cd}}

следующими интегралами
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AppAb,Cd = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

(
cosAx3 cosCx3Θ

1
AbCd(x2, x3, pIj , rij)+

+ sinAx3 sinCx3Θ
2
AbCd(x2, x3, pIj , rij)

)
dx2dx3,

Arrab,cd = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

(
sin ax3 sin cx3Θ

1
abcd(x2, x3, pIj , rij)+

+ cosax3 cos cx3Θ
2
abcd(x2, x3, pIj, rij)

)
dx2dx3,

AprAb,cd = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

(
cosAx3 sin cx3Θ

1
Abcd(x2, x3, pIj , rij)−

− sinAx3 cos cx3Θ
2
Abcd(x2, x3, pIj , rij)

)
dx2dx3, (14)

где

Θ0
N (x2, x3, pIj, rij) =

∫ f∗+x10

x0

x21ψN dx1,

Θ1
NK(x2, x3, pIj , rij) =

∫ f∗+x10

x0

(
x21x2

∂ψN
∂x1

∂ψK
∂x1

+

+x2
(
1 + x22

) ∂ψN
∂x2

∂ψK
∂x2

− x1x
2
2

(
∂ψN
∂x1

∂ψK
∂x2

+
∂ψN
∂x2

∂ψK
∂x1

))
dx1,

Θ2
NK(x2, x3, pIj, rij) =

∫ f∗+x10

x0

1

x2

∂ψN
∂x3

∂ψK
∂x3

dx1. (15)

Формулы для li приведены в Приложении A.4.

3.3. Асимптотическая форма модальных уравнений

Воспользовавшись адаптивным методом, детально описанным в [6,10,
30], можно получить достаточно общую бесконечномерную нелиней-
ную модальную систему третьего порядка малости, в которой сохра-
нены члены до третьего порядка относительно обобщенных коорди-
нат. Вывод соответствующих асимптотических нелинейных модаль-
ных уравнений дается в Приложении A.

Процедура вывода состоит в том, что мы предполагаем

pMi ∼ PMi ∼ rmi ∼ Rmi ∼ ǫ≪ 1, (16)

где ǫ3 является порядком величины безразмерного внешнего воздей-
ствия η1(t) ∼ η2(t) ∼ ǫ3, причем членами порядка o(ǫ3) в общих не-
линейных модальных уравнениях можно пренебречь.
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На первом этапе вывода уравнений мы находим элементы вектора
AN из (13), ApAb и Arab, с точностью до слагаемых третьего порядка
малости (Приложение A.1), а также находим, с точностью до слага-
емых второго порядка малости, компоненты AppAb, A

pr
Ab, A

rr
ab матрицы

ANK из (14) (Приложение A.2). На втором этапе мы решаем (асим-
птотически) кинематические уравнения (11) относительно обобщен-
ных скоростей, которые имеют вид

PCd = Z
p
CdṗCd +

∑

MNij

Z
pp,Cd
Mi,NjpMiṗNj +

∑

mnij

Z
rr,Cd
mi,njrmiṙnj+

+
∑

MNLijk

Z
ppp,Cd
Mi,Nj,LkpMipNj ṗLk +

∑

Mnlijk

Z
prr,Cd
Mi,nj,lkpMirnj ṙlk+

+
∑

mnLijk

Z
rrp,Cd
mi,nj,Lkrmirnj ṗLk, Rcd = Zrcdṙcd +

∑

Mnij

Z
pr,cd
Mi,njpMiṙnj+

+
∑

mNij

Z
rp,cd
mi,NjrmiṗNj +

∑

MNlijk

Z
ppr,cd
Mi,Nj,lkpMipNj ṙlk+

+
∑

MnLijk

Z
prp,cd
Mi,nj,LkpMirnj ṗLk +

∑

mnlijk

Z
rrr,cd
mi,nj,lkrmirnj ṙlk, (17)

где явные выражения для коэффициентов Z даны в Приложении A.3.
C учетом общего представления вектора ~l (Приложение A.4) полу-

чаем следующие асиптотические нелинейные модальные уравнения,
включающие члены до третьего порядка малости,

LpEh
=
∑

Mi

δMEδihd
p,Eh
Mi p̈Mi+

∑

Mi

δMEδihg
p,Eh
Mi pMi+

∑

mnij

grr,Ehmi,njrmirnj+

+
∑

MNij

gpp,EhMi,NjpMipNj+
∑

MNij

tpp,EhMi,Nj ṗMiṗNj+
∑

MNLijk

gppp,EhMi,Nj,LkpMipNjpLk+

+
∑

Mnlijk

gprr,EhMi,nj,lkpMirnjrlk+
∑

MNij

dpp,EhMi,NjpMip̈Nj+
∑

Mnlijk

dprr,EhMi,nj,lkpMirnj r̈lk+

+
∑

mnij

trr,Ehmi,nj ṙmiṙnj +
∑

mnij

drr,Ehmi,njrmir̈nj +
∑

MNLijk

tppp,EhMi,Nj,LkpMiṗNj ṗLk+

+
∑

MNLijk

dppp,EhMi,Nj,LkpMipNj p̈Lk +
∑

Mnlijk

tprr,EhMi,nj,lkpMiṙnj ṙlk+

+
∑

mNlijk

trpr,Ehmi,Nj,lkrmiṗNj ṙlk +
∑

mnLijk

drrp,Ehmi,nj,Lkrmirnj p̈Lk = −η2δ1Eeh,

(18a)
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Lreh =
∑

mi

δmeδihd
r,eh
mi r̈mi +

∑

mi

δmeδihg
r,eh
mi rmi +

∑

Mnij

gpr,ehMi,njpMirnj+

+
∑

MNlijk

gppr,ehMi,Nj,lkpMipNjrlk+
∑

mnlijk

grrr,ehmi,nj,lkrmirnjrlk+
∑

Mnij

tpr,ehMi,nj ṗMiṙnj+

+
∑

Mnij

dpr,ehMi,njpMir̈nj+
∑

mNLijk

trpp,ehmi,Nj,LkrmiṗNj ṗLk+
∑

MnLijk

dprp,ehMi,nj,LkpMirnj p̈Lk+

+
∑

mNij

drp,ehmi,Njrmip̈Nj+
∑

MNlijk

tppr,ehMi,Nj,lkpMiṗNj ṙlk+
∑

MNlijk

dppr,ehMi,Nj,lkpMipNj r̈lk+

+
∑

mnlijk

trrr,ehmi,nj,lkrmiṙnj ṙlk +
∑

mnlijk

drrr,ehmi,nj,lkrmirnj r̈lk = −η3δ1eeh. (18b)

Аналитические выражения для подсчета гидродинамических ко-
эффициентов d, g и t имеют гораздо более сложный вид, чем ана-
логичные формулы, полученные для прямоугольных [19,20] или вер-
тикальных цилиндрических баков кругового сечения [25,30]. Однако,
многие из них, по-прежнему, являются либо нулями, либо равны друг
другу. Явный вид этих выражений приведен в Приложениях A.5 и B.

4. Асимптотическая система типа Моисеева–
Нариманова

4.1. Асимптотика Моисеева–Нариманова

Для осесимметричных баков асимптотические соотношения
Моисеева–Нариманова подразумевают, что обобщенные коорди-
наты p11 и r11 являются доминантными и, согласно [6, 10, 19, 22, 30],

p11, r11,∼ ǫ p0i, p2i, r2i ∼ ǫ2, p1(i+1), r1(i+1), p3i, r3i ∼ ǫ3, (19)

i = 1, 2, . . .. Остальные обобщенные координаты имеют порядок o(ǫ3)
и, следовательно, пренебрежимо малы.

Примеры нелинейных асимптотических модальных систем, бази-
рующихся на асимптотике (19), можно найти в [4, 25, 30] для верти-
кальных круговых цилиндрических емкостей, в [19–21] для прямоу-
гольных баков, в [15, 23, 24] для сферических баков и в [10, 11, 19, 26]
для конических баков.
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4.2. Нелинейные асимптотические модальные уравнения

Выкладки показывают, что (19) приводит к следующим нелинейным
модальным уравнениям типа Моисеева–Нариманова для случая усе-
ченных круговых конических полостей

Lp0h = µ0h

(
p̈0h + σ2

0hp0h
)
+ d8,h

(
ṗ211 + ṙ211

)
+

+ d10,h (p11p̈11 + r11r̈11) + G0h

(
p211 + r211

)
= 0, (20a)

Lp2h = µ2h

(
p̈2h + σ2

2hp2h
)
+ d7,h

(
ṗ211 − ṙ211

)
+

+ d9,h (p11p̈11 − r11r̈11) + G4,h

(
p211 − r211

)
= 0, (20b)

Lr2h = µ2h

(
r̈2h + σ2

2hr2h
)
+ 2d7,h (ṗ11ṙ11) +

+ d9,h (p11r̈11 + r11p̈11) + 2G4,hp11r11 = 0, (20c)

Lp11 = µ11

(
p̈11 + σ2

11p11
)
+d1

(
p211p̈11 + p11r11r̈11 + p11ṗ

2
11 + p11ṙ

2
11

)
+

+ d2
(
r211p̈11 − p11r11r̈11 + 2r11ṗ11ṙ11 − 2p11ṙ

2
11

)
+ G1

(
p311 + p11r

2
11

)
+

+
∑

j=1

(
d
j
3 (p̈11p2j + r̈11r2j + ṗ11ṗ2j + ṙ11ṙ2j) + d

j
4 (p11p̈2j + r11r̈2j)+

+ d
j
5 (p0j p̈11 + ṗ0j ṗ11) + d

j
6 (p̈0jp11)+

+Gj2 (p0jp11) + Gj3 (p11p2j + r11r2j)
)
= −η̈2e1, (20d)

Lr11 = µ11

(
r̈11 + σ2

11r11
)
+ d1

(
p11r11p̈11 + r211r̈11 + r11ṗ

2
11 + r11ṙ

2
11

)
+

+ d2
(
p211r̈11 − p11r11p̈11 + 2p11ṗ11ṙ11 − 2r11ṗ

2
11

)
+ G1

(
p211r11 + r311

)
+

+
∑

j=1

(
d
j
3 (p̈11r2i − r̈11p2j + ṗ11ṙ2j − ṙ11ṗ2j) + d

j
4 (p11r̈2j − r11p̈2j)+

+ d
j
5 (p0j r̈11 + ṗ0j ṙ11) + d

j
6 (p̈0jr11)+

+Gj2 (p0jr11) + Gj3 (p11r2j − r11p2j)
)
= −η̈3e1, (20e)
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Lp3h = µ3h

(
p̈3h + σ2

3hp3h
)
+ d11,h

(
p211p̈11 − r211p̈11 − 2p11r11r̈11

)
+

d12,h
(
p11ṗ

2
11 − p11ṙ

2
11 − 2r11ṗ11ṙ11

)
+ G6,h

(
p311 − 3p11r

2
11

)
+

∑

j=1

(
d
j
13,h (p̈11p2j − r̈11r2j) + d

j
14,h (p11p̈2j − r11r̈2j) +

+d
j
15,h (ṗ11ṗ2j − ṙ11ṙ2j) + Gj5,h (p11p2j − r11r2j)

)
= 0, (20f)

Lr3h = µ3h

(
r̈3h + σ2

3hr3h
)
+ d11,h

(
p211r̈11 − r211r̈11 + 2p11r11p̈11

)
+

d12,h
(
r11ṗ

2
11 − r11ṙ

2
11 + 2p11ṗ11ṙ11

)
+ G6,h

(
3p211r11 − r311

)
+

∑

j=1

(
d
j
13,h (p̈11r2j + r̈11p2j) + d

j
14,h (p11r̈2j + r11p̈2j) +

+d
j
15,h (ṗ11ṙ2j + ṙ11ṗ2j) + Gj5,h (p11r2j + r11p2j)

)
= 0, (20g)

Lp1k = µ1k

(
p̈1k + σ2

1kp1k
)
+ d16,k

(
p211p̈11 + p11r11r̈11

)
+

+ d18,k
(
p11ṗ

2
11 + p11ṙ

2
11

)
+ d17,k

(
r211p̈11 − p11r11r̈11

)
+

+ d19,k
(
r11ṗ11ṙ11 − p11ṙ

2
11

)
+ G1k

(
p311 + p11r

2
11

)
+

+
∑

j=1

(
d
j
20,k (p̈11p2j + r̈11r2j) + d

j
22,k (ṗ11ṗ2i + ṙ11ṙ2j)+

+ d
j
21,k (p11p̈2j + r11r̈2j) + d

j
23,k (p0j p̈11) + d

j
25,k (ṗ0j ṗ11) +

+d
j
24,k (p̈0jp11) + Gj3,k (p0jp11) + Gj2,k (p11p2j + r11r2j)

)
= 0, (20h)

Lr1k = µ1k

(
r̈1k + σ2

1kr1k
)
+ d16,k

(
p11r11p̈11 + r211r̈11

)
+

+ d18,k
(
r11ṗ

2
11 + r11ṙ

2
11

)
+ d17,k

(
p211r̈11 − p11r11p̈11

)
+

+ d19,k
(
p11ṗ11ṙ11 − r11ṗ

2
11

)
+ G1k

(
p211r11 + r311

)
+

+
∑

j=1

(
d
j
20,k (p̈11r2j − r̈11p2j) + d

j
22,k (ṗ11ṙ2j − ṙ11ṗ2j)+

+ d
j
21,k (r11p̈2j − p11r̈2j) + d

j
23,k (p0j r̈11) + d

j
25,k (ṗ0j ṙ11)+

+d
j
24,k (p̈0jr11) + Gj3,k (p0jr11) + Gj2,k (p11r2j − r11p2j)

)
= 0. (20i)
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Формулы для вычисления гидродинамических коэффициентов при-
ведены в Приложении B. Заметим, что в (20) имеются коэффици-
енты G, которые выражают так называемую геометрическую нели-
нейность, возникающую в связи с невертикальностью стенок. Такие
коэффициенты отсутствуют в уравнениях для кругового цилиндри-
ческого бака.

При удержании в системе (20) только первых семи обобщенных
координат с M = 0, 1, 2, 3 и i = 1 получаем, с точностью до обозначе-
ний, семимодовую модальную систему из работы [10].

Вычисление гидродинамических коэффициентов является весьма
сложной процедурой, которая может порождать вычислительные
ошибки и требует особой тщательности, а также проверки получен-
ных результатов путем сравнения их с имеющимися в литературе
для предельных случаев. Таким предельным случаем является, на-
пример, вертикальный круговой цилиндр (θ0 → 0), a также слу-
чай r1 → 0, который соответствует неусеченному конусу. В после-
днем случае уравнения (20) переходят, при соответствующем ограни-
чении на число учитываемых обобщенных координат, в пятимодовую
модальную систему из работы [26].

A. Приложение

Функция β0(t), входящая в уравнение свободной поверхности, нахо-
дится из условия сохранения объема

V0 =

∫ 2π

0

∫ x20

0

x2
(
x210f + x10f

2 + 1
3f

3
)
dx2dx3 = 0, (21)

является функцией обобщенных координат pMi(t), rmi(t) и определя-
ется с точностью до O(ǫ3),

β0 =
∑

Mi

βppMi,Mip
2
Mi +

∑

mi

βrrmi,mir
2
mi +

∑

MNLijk

βpppMi,Nj,LkpMipNjpLk+

+
∑

Mnlijk

βprrMi,nj,lkpMirnjrlk, (22)

где β-коэффициенты имеют следующий вид

βppMi,Mi = −ΛccMMλMi,Mi

πx10x220
, βrrmi,mi = −Λssmmλmi,mi

πx10x220
,
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βpppMi,Nj,Lk = −ΛcccMNLλMi,Nj,Lk

3πx210x
2
20

, βprrMi,nj,lk = −ΛcssMnlλMi,nj,lk

πx210x
2
20

. (23)

Здесь введены следующие обозначения для тригонометрических со-
ставляющих

Λ

N1︷︸︸︷
c...c

N2︷︸︸︷
s...s

i..j︸︷︷︸
N1

k...l︸︷︷︸
N2

=

π∫

−π

cos (ix3)·. . .·cos (jx3)︸ ︷︷ ︸
N1

·sin (kx3)·. . .·sin (lx3)︸ ︷︷ ︸
N2

dx3 (24)

и интегральных компонент радиальных составляющих

λMi,...,Nj =

∫ x20

0

x2fMi (x2) · . . . · fNj (x2) dx2. (25)

A.1. Интегралы AN

Раскладывая ApMi и Armi до третьего порядка малости по обобщен-
ными координатами pMi и rmi, получим следующие общие представ-
ления интегралов (13) с учетом того, что pMi ∼ rmi ∼ ǫ,

ApAb = A
p
Ab+A

p.p
Ab,Ab pAb+

∑

MNij

A
p.pp
Ab,Mi,NjpMipNj+

∑

mnij

A
p.rr
Ab,mi,njrmirnj+

+
∑

MNLijk

A
p.ppp
Ab,Mi,Nj,LkpMipNjpLk +

∑

Mnlijk

A
p.prr
Ab,Mi,nj,lkpMirnjrlk, (26a)

Arab = Ar.rab,ab rab+
∑

Mnij

A
r.pr
ab,Mi,njpMirnj+

∑

MNlijk

A
r.ppr
ab,Mi,Nj,lkpMipNjrlk+

+
∑

mnlijk

Ar.rrrab,mi,nj,lkrmirnjrlk, (26b)

где коэффициенты A имеют вид

A
p
Ab = ΛcAÊAb,0, A

p.pp
Ab,Mi,Nj = ΛcccAMN ÊAb,2Mi,Nj + δMNδijΛ

c
AÊAb,1βppMi,Nj ,

A
p.p
Ab,Ab = ΛccAAÊAb,1Ab , A

p.rr
Ab,mi,nj = ΛcssAmnÊAb,2mi,nj + δmnδijΛ

c
AÊAb,1βrrmi,nj ,

A
p.ppp
Ab,Mi,Nj,Lk = ΛccccAMNLÊAb,3Mi,Nj,Lk + 2δMAδibΛ

cc
AM ÊAb,2Mi δNLδjkβ

pp
Nj,Lk+

+ ΛcAÊAb,1βpppMi,Nj,Lk, A
p.prr
Ab,Mi,nj,lk = 3ΛccssAMnlÊAb,3Mi,nj,lk+
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+ 2δMAδibΛ
cc
AM ÊAb,2Mi δnlδjkβ

rr
nj,lk + ΛcAÊAb,1βprrMi,nj,lk, (27a)

Ar.rab,ab = ΛssaaÊab,1ab , A
r.pr
ab,Mi,nj = 2ΛcssMnaÊab,2Mi,nj ,

A
r.ppr
ab,Mi,Nj,lk = 3ΛccssMNlaÊab,3Mi,Nj,lk + 2δalδbkΛ

ss
al Êab,2lk δMN δijβ

pp
Mi,Nj ,

Ar.rrrab,mi,nj,lk = ΛssssmnlaÊab,3mi,nj,lk + 2δalδbkΛ
ss
al Êab,2lk δmnδijβ

rr
mi,nj . (27b)

Здесь

ÊAb,eMi,...,Nj =

∫ x20

0

x2B
Ab
e (x2) fMi (x2) · . . . · fNj (x2) dx2. (28)

Вид интегральных коэффициентов Ê соответствует, с точностью до
обозначений, аналогичным коэффициентам, полученным в работе
[10] для семимодовой модальной системы.

A.1.1. Производные AN

Частные производные от элементов Arab, A
r
ab вектора AN по обобщен-

ным координатам pMi, rmi, с точностью до второго порядка малости,
имеют следующий вид

∂ApAb
∂pEh

= V
p
Ab,Eh +

∑

Mi

V
p.p
Ab,Eh,MipMi +

∑

MNij

V
p.pp
Ab,Eh,Mi,NjpMipNj+

+
∑

mnij

V
p.rr
Ab,Eh,mi,njrmirnj ,

∂ApAb
∂reh

=
∑

mi

V
p.r
Ab,mi,ehrmi+

+
∑

Mnij

V
p.pr
Ab,Mi,nj,ehpMirnj ,

∂Arab
∂pEh

=
∑

mi

Vr.rab,Eh,mirmi+

+
∑

Mnij

V
r.pr
ab,Eh,Mi,njpMirnj ,

∂Arab
∂reh

= Vrab,eh +
∑

Mi

V
r.p
ab,Mi,ehpMi+

+
∑

MNij

V
r.pp
ab,Mi,Nj,ehpMipNj +

∑

mnij

Vr.rrab,mi,nj,ehrmirnj , (29)

где коэффициенты V выражаются через коэффициенты вектора AN
(27) следующим образом

V
p
Ab,Eh = A

p.p
Ab,Eh, Vrab,eh = Ar.rab,eh, V

p.p
Ab,Eh,Mi = 2Ap.ppAb,Eh,MipMi,
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V
p.pp
Ab,Eh,Mi,Nj = A

p.ppp
Ab,Eh,Mi,Nj + 2Ap.pppAb,Mi,Eh,Nj,

V
p.rr
Ab,Eh,mi,nj = A

p.prr
Ab,Eh,mi,nj , V

p.pr
Ab,Mi,nj,eh = 2Ap.prrAb,Mi,nj,ehpMirnj ,

V
p.r
Ab,mi,eh = 2Ap.rrAb,mi,eh, V

r.pr
ab,Eh,Mi,Nj = 2Ar.pprab,Eh,Mi,njpMirnj ,

V
r.p
ab,Mi,eh = A

r.pr
ab,Mi,eh, Vr.rrab,mi,nj,eh = 2Ar.rrrab,eh,mi,nj + Ar.rrrab,mi,nj,eh,

Vr.rab,Eh,mi = A
r.pr
ab,Eh,mi, V

r.pp
ab,Mi,Nj,eh = A

r.ppr
ab,Mi,Nj,eh. (30)

A.2. Интегралы ANK

Раскладывая элементы матрицы ANK (14) (ANK =
{{AppNK , A

pr
NK}, {AprNK , ArrNK}}) до второго порядка малости по

обобщенными координатами pMi и rmi, получим следующие пред-
ставления интегралов

AppAb,Cd = B
pp.0
Ab,Cd +

∑

Mi

B
pp.p
Ab,Cd,MipMi +

∑

MNij

B
pp.pp
Ab,Cd,Mi,NjpMipNj+

+
∑

mnij

B
pp.rr
Ab,Cd,mi,njrmirnj , Arrab,cd = Brr.0ab,cd +

∑

Mi

B
rr.p
ab,cd,MipMi+

+
∑

MNij

B
rr.pp
ab,cd,Mi,NjpMipNj +

∑

mnij

Brr.rrab,cd,mi,njrmirnj ,

AprAb,cd =
∑

mi

B
pr.r
Ab,cd,mirmi +

∑

Mnij

B
pr.pr
Ab,cd,Mi,njpMirnj . (31)

Здесь коэффициенты B имеют следующий вид

B
pp.0
Ab,Cd = ΛccAC ẼAb,Cd,0 + ΛssAC ĒAb,Cd,0, B

pp.p
Ab,Cd,Mi = ΛcccACM ẼAb,Cd,1Mi +

+ ΛcssMAC ĒAb,Cd,1Mi , B
pp.pp
Ab,Cd,Mi,Nj = ΛccccACMN ẼAb,Cd,2Mi,Nj +

+ ΛccssMNAC ĒAb,Cd,2Mi,Nj +
(
ΛccAC ẼAb,Cd,1 + ΛssAC ĒAb,Cd,1

)
δMN δijβ

pp
Mi,Nj ,

B
pp.rr
Ab,Cd,mi,nj = ΛccssA,C,m,nẼAb,Cd,2mi,nj + ΛssssA,C,m,nĒAb,Cd,2mi,nj +

+
(
ΛccAC ẼAb,Cd,1 + ΛssAC ĒAb,Cd,1

)
δmnδijβ

rr
mi,nj , (32a)

Brr.0ab,cd = δacΛ
ss
acẼab,cd,0 + δacΛ

cc
acĒab,cd,0, B

rr.p
ab,cd,Mi = ΛcssMacẼab,cd,1Mi +

+ ΛcccacM Ēab,cd,1Mi , B
rr.pp
ab,cd,Mi,Nj = ΛccssMNacẼab,cd,2Mi,Nj + ΛccccacMN Ēab,cd,2Mi,Nj+(

ΛssacẼab,cd,1 + ΛccacĒab,cd,1
)
δm1δi1δMNδijβ

pp
Mi,Nj ,
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Brr.rrab,cd,mi,nj = ΛssssmnacẼab,cd,2mi,nj + ΛccssacmnĒab,cd,2mi,nj +

+
(
ΛssacẼab,cd,1 + ΛccacĒab,cd,1

)
δm1δi1δmnδijβ

rr
mi,nj , (32b)

B
pr.r
Ab,cd,mi = ΛcssAcmẼAb,cd,1mi − ΛcsscAmĒAb,cd,1mi ,

B
pr.pr
Ab,cd,Mi,nj = 2

(
ΛccssAMcnẼAb,cd,2Mi,nj − ΛccsscMAnĒAb,cd,2Mi,nj

)
, (32c)

где

ẼAb,Cd,eMi,...,Nj =

∫ x20

0

FAbCde (x2) fMi (x2) · . . . · fNj (x2) dx2, (33a)

ĒAb,Cd,eMi,...,Nj = AC

∫ x20

0

1

x2
BAbCde (x2) fMi (x2) · . . . · fNj (x2)dx2. (33b)

Указанные выше коэффициенты Ẽ и Ē аналогичны, с точностью
до обозначений, аналогичным коэффициентам, полученным в работе
для семимодовой модальной системы [10].

A.2.1. Производные матрицы ANK

Аналогично вышеприведенному выводим частные производные от
элементов AppMiNj , A

rr
minj и AprMinj матрицы (14) по обобщенных ко-

ординатах pMi, rmi до первого порядка малости включительно

∂AppAb,Cd
∂pEh

= W
pp.p
Ab,Cd,Eh +

∑

Mi

W
pp.pp
Ab,Cd,Eh,MipMi,

∂AppAb,Cd
∂reh

=

=
∑

mi

W
pp.rr
Ab,Cd,mi,ehrmi,

∂Arrab,cd
∂pEh

= W
rr.p
ab,cd,Eh +

∑

Mi

W
rr.pp
ab,cd,Eh,MipMi,

∂Arrab,cd
∂reh

=
∑

m,i

Wrr.rr
ab,cd,mi,ehrmi,

∂AprAb,cd
∂pEh

=
∑

mi

W
pr.pr
Ab,cd,Eh,mirmi,

∂AprAb,cd
∂reh

= W
pr.r
eh +

∑

Mi

W
pr.pr
Ab,cd,Mi,ehpMi, (34)

где коэффициенты W выражаются через коэффициенты элементов
матрицы ANK (32) следующим образом
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W
pp.p
Ab,Cd,Eh = B

pp.p
Ab,Cd,Eh, W

pp.pp
Ab,Cd,Eh,Mi = 2Bpp.ppAb,Cd,Eh,Mi =

= 2Bpp.ppAb,Cd,Mi,Eh, W
pp.rr
Ab,Cd,mi,eh = 2Bpp.rrAb,Cd,eh,mi = 2Bpp.rrAb,Cd,mi,eh,

W
rr.p
ab,cd,Eh = B

rr.p
ab,cd,Eh, W

rr.pp
ab,cd,Eh,Mi = 2Brr.ppab,cd,Eh,Mi = 2Brr.ppab,cd,Mi,Eh,

Wrr.rr
ab,cd,mi,eh = 2Brr.rrab,cd,eh,mi = 2Brr.rrab,cd,mi,eh, W

pr.pr
Ab,cd,Eh,mi = B

pr.pr
Ab,cd,Eh,mi,

W
pr.r
Ab,cd,eh = B

pr.r
Ab,cd,eh, W

pr.pr
Ab,cd,Mi,eh = B

pr.pr
Ab,cd,Mi,eh. (35)

A.3. Обобщенные скорости PCd и Rcd

После подстановки общих выражений для обобщенных скоростей (17)
в кинематическое уравнение (11) с учетом вида производных (29) из
A.1.1, а также (34) из A.2.1, собирая подобные, получим следующие
представления для коэффициентов Z в выражениях для обобщенных
скоростей

Z
p
Ab =

V
p
Ab,Ab

B
pp.0
Ab,Ab

, Z
pp,Ab
Mi,Nj =

V
p.p
Ab,Nj,Mi − B

pp.p
Ab,Nj,MiZ

p
Nj

B
pp.0
Ab,Ab

,

Z
ppp,Ab
Mi,Nj,Lk =

V
p.pp
Ab,Lk,Mi,Nj − B

pp.pp
Ab,Lk,Mi,NjZ

p
Lk −

∑
Cd B

pp.p
Ab,Cd,MiZ

pp,Cd
Nj,Lk

B
pp.0
Ab,Ab

,

Z
rr,Ab
mi,nj =

V
p.r
Ab,mi,nj − B

pr.r
Ab,nj,miZ

r
nj

B
pp.0
Ab,Ab

, Z
prr,Ab
Mi,nj,lk =

V
p.pr
Ab,Mi,nj,lk − B

pr.pr
Ab,lk,Mi,njZ

r
lk − B

pr.r
Ab,cd,njZ

pr,cd
Mi,lk −

∑
Cd B

pp.p
Ab,Cd,MiZ

rr,Cd
nj,lk

B
pp.0
Ab,Ab

,

Z
rrp,Ab
mi,nj,Lk =

V
p.rr
Ab,Lk,mi,nj − B

pp.rr
Ab,Lk,mi,njZ

p
Lk − B

pr.r
Ab,cd,njZ

rp,cd
mi,Lk

B
pp.0
Ab,Ab

, (36a)

Zrab =
Vrab,ab

Brr.0ab,ab

, Z
pr,ab
Mi,nj =

V
r.p
ab,Mi,nj − B

rr.p
ab,nj,MiZ

r
nj

Brr.0ab,ab

,

Z
rp,ab
mi,Nj =

Vr.rab,Nj,mi − B
pr.r
Nj,ab,miZ

p
Nj

Brr.0ab,ab

,

Z
ppr,ab
Mi,Nj,lk =

V
r.pp
ab,Mi,Nj,lk − B

rr.pp
ab,lk,Mi,NjZ

r
lk −

∑
cd B

rr.p
ab,cd,MiZ

pr,cd
Nj,lk

Brr.0ab,ab

,
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Z
rrr,ab
mi,nj,lk =

Vr.rrab,mi,nj,lk − Brr.rrab,lk,mi,njZ
r
lk −

∑
Cd B

pr.r
Cd,ab,njZ

rr,Cd
mi,lk

Brr.0ab,ab

,

Z
prp,ab
Mi,nj,Lk =

(
V
r.pr
ab,Lk,Mi,nj − B

pr.pr
Lk,ab,Mi,njZ

p
Lk −

∑

Cd

B
pr.r
Cd,ab,njZ

pp,Cd
Mi,Lk

−
∑

cd

B
rr.p
ab,cd,MiZ

rp,cd
nj,Lk

)/
Brr.0ab,ab. (36b)

A.4. Интегралы li

Представления вектора ~l, входящего в динамические уравнения (12)
в общем виде в криволинейной системе координат, имеют вид

l1 = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

∫ f∗(x2,x3,t)+x10

x0

x31x2dx1dx2dx3,

l2 = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

∫ f∗(x2,x3,t)+x10

x0

x31x
2
2 cos (x3) dx1dx2dx3,

l3 = ρ

∫ 2π

0

∫ x20

0

∫ f∗(x2,x3,t)+x10

x0

x31x
2
2 sin (x3) dx1dx2dx3. (37)

Нас интересует представление относительно всех обобщенных коор-
динат

l1 = lo +
∑

Mi

loppMi,Mip
2
Mi +

∑

mi

lorrmi,mir
2
mi +

∑

MNLijk

lopppMi,Nj,LkpMipNjpLk+

+
∑

Mnlijeo

loprrMi,nj,lkpMirnjrlk +
∑

MNLKijeo

loppppMi,Nj,Le,KopMipNjpLepKo+

+
∑

MNlkijeo

lopprrMi,Nj,le,kopMipNjrlerko +
∑

mnlkijeo

lorrrrmi,nj,le,kormirnjrlerko, (38)

где коэффициенты l этого разложения имеют следующий вид

cl =
1− x220
πx420

, lo = 1
4πρ

(
x410 − x40

)
x220, loppMi,Mi =

1
2ρx

2
10Λ

cc
MMλMi,Mi,

lorrmi,mi =
1
2ρx

2
10Λ

ss
mnλmi,mi, lopppMi,Nj,Lk = 2

3ρx10Λ
ccc
MNLλMi,Nj,Lk,

lorrrrmi,nj,le,ko =
ρ

4
Λssssmnlkλmi,nj,le,ko + 3ρclδmnδlkδijδeoΛ

ss
mnΛ

ss
lkλmi,njλle,ko,
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loprrMi,nj,lk = 2ρx10Λ
css
MnlλMi,nj,lk, loppppMi,Nj,Le,Ko =

ρ

4
ΛccccMNLKλMi,Nj,Le,Ko+

+ 3ρclδMNδLKδijδeoΛ
cc
MNΛccLKλMi,NjλLe,Ko, lopprrMi,Nj,le,ko =

= 3
2ρΛ

ccss
MNlkλMi,Nj,le,ko + 6ρclδMNδlkδijδeoΛ

cc
MNΛsslkλMi,Njλle,ko. (39)

Производные компоненты l1 по обобщенным координатам приобре-
тают тогда следующий вид

∂l1
∂pEh

= l̄oppEh,EhpEh +
∑

MNij

l̄opppEh,Mi,NjpMipNj +
∑

mnij

l̄oprrEh,mi,njrmirnj+

+
∑

MNLijk

l̄oppppEh,Mi,Nj,LkpMipNjpLk +
∑

Mnlijk

l̄opprrEh,Mi,nj,lkpMirnjrlk, (40a)

∂l1
∂reh

= l̄orreh,ehreh +
∑

Mnij

l̄oprrMi,nj,ehpMirnj+

+
∑

MNlijk

l̄opprrMi,Nj,lk,ehpMipNjrlk +
∑

mnlijk

l̄orrrrmi,nj,lk,ehrmirnjrlk, (40b)

где коэффициенты l̄ выражаются через представления l1 следующим
образом

l̄oppEh,Eh = 2loppEh,Eh, l̄opppEh,Mi,Nj = 3lopppEh,Mi,Nj, l̄oprrEh,mi,nj = loprrEh,mi,nj,

l̄oppppEh,Mi,Nj,Lk = 4loppppEh,Mi,Nj,Lk, l̄opprrEh,Mi,nj,lk = 2lopprrEh,Mi,nj,lk, (41a)

l̄orreh,eh = 2lorreh,eh, l̄oprrMi,nj,eh = 2loprrMi,nj,eh,

l̄opprrMi,Nj,lk,eh = 2lopprrMi,Nj,lk,eh, l̄orrrrmi,nj,lk,eh = 4lorrrrmi,nj,lk,eh. (41b)

Среди производных от оставшихся двух компонент l2, l3 из (37) в рам-
ках теории третьего порядка малости ненулевыми останутся только
компоненты

∂l2
∂p1b

=
∂l3
∂r1b

= πeb, eb =

∫ x20

x0

x22f1b (x2) dx2. (42)

A.5. Коэффициенты d, g и t модального уравнения (18)

Наиболее общие представления для коэффициентов d, g и t в модаль-
ных уравнениях (18) приобретают следующий вид

dp,EhMi = δM,Eδi,hV
p
Mi,EhZ

p
Mi, gp,EhMi = δM,Eδi,h l̄

opp
Eh,Mi,
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gpp,EhMi,Nj = l̄opppEh,Mi,Nj, gprr,EhMi,nj,lk = l̄opprrEh,Mi,nj,lk,

dpp,EhMi,Nj = V
p.p
Nj,Eh,MiZ

p
Nj +

∑

Ab

δA,Eδb,hV
p
Ab,EhZ

pp,Ab
Mi,Nj ,

drr,Ehmi,nj = Vr.rnj,Eh,miZ
r
nj +

∑

Ab

δA,Eδb,hV
p
Ab,EhZ

rr,Ab
mi,nj ,

tpp,EhMi,Nj =
1

2
W
pp.p
Mi,Nj,EhZ

p
MiZ

p
Nj +

∑

Ab

δA,Eδb,hV
p
Ab,EhZ

pp,Ab
Mi,Nj ,

trr,Ehmi,nj =
1

2
W
rr.p
mi,nj,EhZ

r
miZ

r
nj +

∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,EhZ

rr,Ab
mi,nj ,

dppp,EhMi,Nj,Lk = V
p.pp
Lk,Eh,Mi,NjZ

p
Lk +

∑

Ab

V
p.p
Ab,Eh,MiZ

pp,Ab
Nj,Lk+

+
∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,EhZ

ppp,Ab
Mi,Nj,Lk, dprr,EhMi,nj,lk = V

r.pr
lk,Eh,Mi,njZ

r
lk+

+
∑

ab

Vr.rab,Eh,njZ
pr,ab
Mi,lk+

∑

Ab

V
p.p
Ab,Eh,MiZ

rr,Ab
nj,lk +

∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,EhZ

prr,Ab
Mi,nj,lk,

(43a)

grr,Ehmi,nj = l̄oprrEh,mi,nj, d
rrp,Eh
mi,nj,Lk= V

p.rr
Lk,Eh,mi,njZ

p
Lk+

∑

ab

Vr.rab,Eh,miZ
rp,ab
nj,Lk+

+
∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,EhZ

rrp,Ab
mi,nj,Lk, tppp,EhMi,Nj,Lk =

1

2
W
pp.pp
Nj,Lk,Eh,MiZ

p
NjZ

p
Lk+

+
∑

Cd

1

2

(
W
pp.p
Cd,Nj,Eh +W

pp.p
Nj,Cd,Eh

)
Z
p
NjZ

pp,Cd
Mi,Lk +

∑

Ab

V
p.p
Ab,Eh,MiZ

pp,Ab
Nj,Lk+

+
∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,Eh

(
Z
ppp,Ab
Mi,Nj,Lk + Z

ppp,Ab
Nj,Mi,Lk

)
; gppp,EhMi,Nj,Lk = l̄oppppEh,Mi,Nj,Lk,

tprr,EhMi,nj,lk =
∑

Ab

V
p.p
Ab,Eh,MiZ

rr,Ab
nj,lk +

∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,EhZ

prr,Ab
Mi,nj,lk+

+
1

2
W
rr.pp
nj,lk,Eh,MiZ

r
njZ

r
lk +

∑

cd

1

2

(
W
rr.p
cd,lk,Eh +W

rr.p
lk,cd,Eh

)
ZrlkZ

pr,cd
Mi,nj ,

(43b)

trpr,Ehmi,Nj,lk = W
pr.pr
Nj,lk,Eh,miZ

p
NjZ

r
lk +

∑

Cd

1

2

(
W
pp.p
Cd,Nj,Eh +W

pp.p
Nj,Cd,Eh

)
×
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× Z
p
NjZ

rr,Cd
mi,lk +

∑

cd

1

2

(
W
rr.p
cd,lk,Eh +W

rr.p
lk,cd,Eh

)
ZrlkZ

rp,cd
mi,Nj+

+
∑

ab

Vr.rab,Eh,mi

(
Z
pr,ab
Nj,lk + Z

rp,ab
lk,Nj

)
+

+
∑

Ab

δAEδbhV
p
Ab,Eh

(
Z
prr,Ab
Nj,mi,lk + Z

rrp,Ab
mi,lk,Nj + Z

rrp,Ab
lk,mi,Nj

)
, (43c)

dr,ehmi = δm,eδi,hV
r
mi,ehZ

r
mi, gr,ehmi = δm,eδi,h l̄

orr
mi,eh, gpr,ehMi,nj = l̄oprrMi,nj,eh,

tpr,ehMi,nj = W
pr.r
eh Z

p
MiZ

r
nj +

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,eh

(
Z
pr,ab
Mi,nj + Z

rp,ab
nj,Mi

)
,

gppr,ehMi,Nj,lk = l̄opprrMi,Nj,lk,eh, dpr,ehMi,nj = V
r.p
nj,Mi,ehZ

r
nj+

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,ehZ

pr,ab
Mi,nj ,

grrr,ehmi,nj,lk = l̄orrrrmi,nj,lk,eh drp,ehmi,Nj = V
p.r
Nj,mi,ehZ

p
Nj+

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,ehZ

rp,ab
mi,Nj ,

(44a)

dprp,ehMi,nj,Lk= V
p.pr
Lk,Mi,nj,ehZ

p
Lk+

∑

Ab

V
p.r
Ab,nj,ehZ

pp,Ab
Mi,Lk+

∑

ab

V
r.p
ab,Mi,ehZ

rp,ab
nj,Lk+

+
∑

ab

δaeδbhV
r
ab,ehZ

prp,ab
Mi,nj,Lk, dppr,ehMi,Nj,lk = V

r.pp
lk,Mi,Nj,ehZ

r
lk+

+
∑

ab

V
r.p
ab,Mi,ehZ

pr,ab
Nj,lk +

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,ehZ

ppr,ab
Mi,Nj,lk, drrr,ehmi,nj,lk =

= Vr.rrlk,mi,nj,ehZ
r
lk +

∑

Ab

V
p.r
Ab,mi,ehZ

rr,Ab
nj,lk +

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,ehZ

rrr,ab
mi,nj,lk,

trpp,ehmi,Nj,Lk =
1

2
W
pp.rr
Nj,Lk,mi,ehZ

p
NjZ

p
Lk +

∑

Ab

V
p.r
Ab,mi,ehZ

pp,Ab
Nj,Lk+

+
∑

cd

W
pr.r
Nj,cd,ehZ

rp,cd
mi,LkZ

p
Nj +

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,ehZ

prp,ab
Nj,mi,Lk, (44b)

tppr,ehMi,Nj,lk = W
pr.pr
Nj,lk,Mi,ehZ

p
NjZ

r
lk +

∑

cd

W
pr.r
Nj,cd,ehZ

pr,cd
Mi,lkZ

p
Nj+

+
∑

Ab

W
pr.r
Ab,lk,ehZ

pp,Ab
Mi,NjZ

r
lk +

∑

ab

V
r.p
ab,Mi,eh

(
Z
pr,ab
Nj,lk + Z

rp,ab
lk,Nj

)
+
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+
∑

ab

δaeδbhV
r
ab,eh

(
Z
ppr,ab
Mi,Nj,lk + Z

ppr,ab
Nj,Mi,lk + Z

prp,ab
Mi,lk,Nj

)
, (44c)

trrr,ehmi,nj,lk =
1

2
Wrr.rr
nj,lk,mi,ehZ

r
njZ

r
lk +

∑

Ab

W
pr.r
Ab,lk,ehZ

rr,Ab
mi,njZ

r
lk+

+
∑

Ab

V
p.r
Ab,mi,ehZ

rr,Ab
nj,lk +

∑

ab

δaeδbhV
r
ab,eh

(
Z
rrr,ab
mi,nj,lk + Z

rrr,ab
nj,mi,lk

)
. (44d)

B. Коэффициенты модальной системы (20)

Оставшиеся ненулевые коэффициенты системы (20) также упроща-
ются согласно следующим зависимостям

µp0h = dp,1i1i = µr0h = dr,li1i , σ
2
0h = gp,1i1i /dp,1i1i , G0h = gpp,1i11,11 = grr,1i11,11,

d8,h = tpp.1i11,11 = trr,1i11,11, d10,h = dpp,1i11,11 = drr,1i11,11, (45a)

µp2h = dp,2h2h = µr1k = dr,2h2h , σ2
2h = gp,2h2h /dp,2h2h = gr,2h2h /dr,2h2h ,

G4,h = gpp,2h11,11 = −grr,2h11,11 =
1

2
gpr,2h11,11 , d7,h = tpp,2h11,11 = −trr,2h11,11 =

1

2
tpr,2h11,11 ,

d9,h = dpp,2h11,11 = −drr,2h11,11 = dpr,2h11,11 = drp,2h11,11 , (45b)

µp11 = dp,1111 = µr1k = dr,1111 , σ2
11 = gp,1111 /dp,1111 = gr,1111 /dr,1111 ,

G1 = gppp,1111,11,11 = gprr,1111,11,11 = gppr,1111,11,11 = grrr,1111,11,11, (45c)

Gj2 = gpp,110j,11 + gpp,1111,0j = gpr,110j,11 , Gj3 = gpp,1111,2j + gpp,112j,11 =

= grr,1111,2j + grr,112j,11 = gpr,1111,2j = −gpr,112j,11 , d1 = dppp,1111,11,11 = dprr,1111,11,11 =

= tppp,1111,11,11 = tprr,1111,11,11 = dprp,1111,11,11 = drrr,1111,11,11 = trpp,1111,11,11 = trrr,1111,11,11,

(45d)

d2 = drrp,1111,11,11 = −dprr,1111,11,11 =
1

2
trpr,1111,11,11 = −1

2
tprr,1111,11,11 = dppr,1111,11,11 =

= −dprp,1111,11,11 =
1

2
tppr,1111,11,11 = −1

2
trpp,1111,11,11, d

j
3 = dpp,112j,11 = drr,112j,11 =
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= tpp,112j,11 + tpp,1111,2j = trr,112j,11 + trr,1111,2j = drp,112j,11 = −dpr,112j,11 = tpr,1111,2j =

= −tpr,112j,11 , d
j
4 = dpp,1111,2j = drr,1111,2j = dpr,1111,2j = −drp,1111,2j , d

j
5 = dpp,110j,11 =

= tpp,110j,11 + tpp,1111,0j = dpr,110j,11,11 = tpr0j,11,11, d
j
6 = dpp,1111,0j = drp,1111,0j , (45e)

µp3h = dp,3h3h = µr3h = dr,3h3h , σ2
3h = gp,3h3h /dp,3h3h = gr,3h3h /dr,3h3h ,

G6,h = gppp,3h11,11,11 = −1

3
gprr,3h11,11,11 =

1

3
gppr,3h11,11,11 = −grrr,3h11,11,11,

Gj5,h = gpp,3h11,2j + gpp,3h2j,11 = −grr,3h11,2j − grr,3h2j,11 = gpr,3h11,2j = gpr,3h2j,11 , (45f)

d11,h = dppp,3h11,11,11 = −drrp,3h11,11,11 = −1

2
dprr,3h11,11,11 = dppr,3h11,11,11 = −drrr,3h11,11,11 =

=
1

2
dprp,3h11,11,11, d12,h = tppp11,11,11 = −tprr,3h11,11,11 = −1

2
trpr,3h11,11,11 = trpp,3h11,11,11 =

= −trrr,3h11,11,11 =
1

2
tppr,3h11,11,11, d

j
13,h = dpp,3h2j,11 = −drr,3h2j,11 = drp,3h2j,11 = dpr,3h2j,11 ,

(45g)

d
j
14,h = dpp,3h11,2j = −drr,3h11,2j = dpr,3h11,2j = drp,3h11,2j , d

j
15,h = tpp,3h2j,11 + tpp,3h11,2j =

= −trr,3h2j,11 − trr,3h11,2j = tpr,3h11,2j = tpr,3h2j,11 , (45h)

µp1k = dp,1k1k = µr1k = dr,1k1k , σ2
1k = gp,1k1k /dp,1k1k = gr,1k1k /dr,1k1k ,

G1k = gppp,1k11,11,11 = gprr,1k11,11,11 = gppr,1k11,11,11 = grrr,1k11,11,11,

Gj2,k = gpp,1k11,2j + gpp,1k2j,11 = grr,1k11,2j + grr,1k2j,11 = gpr,1k1k,11,2j = −gpr,1k2j,11 , (45i)

Gj3,k = gpp,1k0j,11 + gpp,1k11,0j = gpr1k,0j,11, d
j
16,k = dppp,1k11,11,11 = dprr,1k11,11,11 =

= dprp,1k11,11,11 = drrr,1k11,11,11, d
j
17,k = drrp,1k11,11,11 = −dprr,1k11,11,11 = dppr,1k11,11,11 =

= −dprp,1k11,11,11, d
j
18,k = tppp,1k11,11,11 = tprr,1k11,11,11 = trpp,1k11,11,11 = trrr,1k11,11,11, (45j)

d
j
19,k = trpr,1k11,11,11 = −tprr,1k11,11,11 = tppr,1k11,11,11 = −trpp,1k11,11,11, d

j
20,k = dpp,1k2j,11 =
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= drr,1k2j,11 = drp,1k2j,11 = −dpr,1k2j,11 , d
j
21k = dpp,1k11,2j = drr,1k11,2j = −drp,1k11,2j =

= dpr,1k11,2j , d
j
22,k = tpp,1k2j,11 + tpp,1k11,2j = trr,1k2j,11 + trr,1k11,2j = tpr,1k11,2j = −tpr,1k2j,11 ,

(45k)

d
j
23,k = dpp,1k0j,11 = dpr,1k0j,11 , d

j
24,k = dpp,1k11,0j = drp,1k11,0j ,

d
j
25,k = tpp,1k0j,11 + tpp,1k11,0j = tpr,1k0j,11 . (45l)

Выводы

В данной работе автор следует недавно предложенной схеме выво-
да модальных уравнений из работы [24] для обобщения собствен-
ных результатов [10], где построена малоразмерная нелинейная асим-
птотическая модальная система, описывающая резонансные коле-
бания жидкости в усеченных конических баках. Такое обобще-
ние стало возможным благодаря построенным ранее приближенно–
аналитическим собственным формам колебания жидкости [9].

Выведено три системы нелинейных модальных уравнений. Первая
— это общая нелинейная модальная система, связывающая обобщен-
ные координаты и скорости (11) и (12) без учета порядка их мало-
сти. Она полностью совпадает с аналогичной системой из работы [10].
Вторая модальная система (18) — это общая асимптотическая систе-
ма модальных уравнений, содержащая обобщенные координаты до
третьего порядка малости. Структурно, она также совпадает с ана-
логичной системой из [10], однако формулы для подсчета ее гидроди-
намических коэффициентов существенно отличаются. Третья систе-
ма — это полная в смысле асимптотики Моисеева–Нариманова (20)
нелинейная модальная система третьего порядка малости. Она при-
звана описывать резонансные колебания жидкости при возбуждении
основной собственной частоты. Анализ таких колебаний будет пре-
дметом дальнейших исследований автора.
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