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In the paper, we study approximation characteristics of diagonal operators
in the sequence spaces lp with variable exponent p. In particular, we find
the exact values of the quantities of the best approximation, the basis
n-widths and the Kolmogorov n-widths of certain sets of images of the
diagonal operators in these spaces.

В работе изучаются аппроксимационные характеристики диагональ-
ных операторов в пространствах lp с переменным показателем p. В
частности, найдено точные значения величин наилучших приближе-
ний, базисного поперечника и поперечника по Колмогорову некоторых
множеств образов диагональных операторов в этих пространствах.

1. Вступ.

Нехай p = {pk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних чисел, що
задовольняють умову

1 ≤ pk ≤ K, k = 1, 2, . . . , (1)

де K — деяка додатна стала. Через lp позначимо простiр всiх послi-
довностей x = {xk}∞k=1 дiйсних чисел зi скiнченою нормою Люксем-
бурга

||x||lp := inf

{
α > 0 :

∞∑

k=1

∣∣∣∣
xk
α

∣∣∣∣
pk

≤ 1

}
.
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Зазначимо, що у випадку, коли послiдовнiсть p є сталою: pk=p,
k ∈ N, простори lp збiгаються зi звичайними просторами lp з нормою

||x||lp =

( ∞∑

k=1

|xk|p
)1/p

,

якщо ж p = {pk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть чисел, що задовольня-
ють умову (1), то як показано в [1] (лема 2.6), має мiсце рiвнiсть

lp =

{
x = {xk}∞k=1 :

∞∑

k=1

|xk|pk <∞
}
, (2)

Простори lp вперше з’явилися в лiтературi ще в 1931 в статтi Ор-
лича [2]. У цiй статтi розглядалося наступне питання: нехай pk > 1
i xk — послiдовностi дiйсних чисел такi, що ряд

∑ |xk|pk збiгається.
Якими мають бути необхiдна та достатня умови на послiдовнiсть yk
для того, щоб ряд

∑
xkyk був збiжним? Таку умову було знайдено

i вона полягає в тому, що ряд
∑ |λyk|p

′
k повинен збiгатися при де-

якому λ > 0 i p′k = pk/(pk − 1). Отриманий результат, фактично є
нерiвнiстю Гельдера в просторi lp. В цiй же роботi автором також
розглянуто функцiональнi простори зi змiнним показником Lp(x) на
дiйснiй прямiй, i одержано нерiвнiсть Гельдера у цих просторах.

Зазначена робота Орлича поклала початок цiлiй теорiї просторiв
зi змiнним показником i почала розроблятися багатьма математика-
ми в рiзних напрямах. При цьому, на наш погляд, дещо бiльша увага
придiлялась теорiї функцiональних просторiв Лебега зi змiнним по-
казником. З останнiми результатами по цiй тематицi та вiдкритими
проблемами можна, зокрема, ознайомитися в роботах [3], [4].

Щодо просторiв lp, то останнiм часом цi простори дослiджува-
лись в роботах [1], [5]– [7]. Так в роботi [5] були знайденi необхiднi
та достатнi умови еквiвалентностi норм в просторах lp i lq та умови
обмеженостi операторiв зсуву, в роботi [6] дослiджувались властиво-
стi оператора усереднення та максимального оператора, в роботi [7]
знайдено умови вкладення для просторiв lp. Зазначимо, також, що
результати теорiї просторiв зi змiнним показником знаходять засто-
сування в теорiї пружностi, механiцi, теорiї диференцiальних опера-
торiв, варiацiйному численнi [8]– [10].

В данiй роботi розглянуто дiагональнi оператори в просторах lp
i дослiджено деякi апроксимацiйнi характеристики цих операторiв.
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Зокрема, в роботi знайдено точнi значення величин найкращих на-
ближень, базисних поперечникiв та поперечникiв за Колмогоровим
деяких множин образiв дiагональних операторiв в цих просторах.
Одержанi результати розповсюджують деякi результати О.I. Степан-
ця [11], [12] (гл. XI), [13] для лiнiйних просторiв Spϕ на випадок на-
ближення у просторах lp зi змiнним показником. Зазначимо також,
що у просторах lp апроксимацiйнi характеристики дiагональних опе-
раторiв вивчалися, зокрема, в роботах [14]– [16].

2. Найкращi наближення.

Нехай λ = {λk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних чисел, що
задовольняють умову

lim
k→∞

λk = 0; (3)

T : x = {xk}∞k=1 → Tx = {λkxk}∞k=1 — дiагональний оператор, зада-

ний на просторi lp; ei = {eki }∞k=1, де eki =

{
0, k 6= i,

1, k = i
.

Для довiльного набору γn iз n рiзних натуральних чисел розгля-
немо величину

Eγn(T : lq → lp) := Eγn(T (B lq), lp) =

= sup
x∈B lq

Eγn(Tx, lp) = sup
x∈B lq

inf
ai

||Tx− Pγn ||lp

найкращого наближення в просторi lp множини T (B lq) за допомогою
всiх можливих n-членних полiномiв Pγn =

∑
i∈γn aiei, що вiдповiда-

ють набору γn, де B lq — одинична куля простору lp, ai — довiльнi
дiйснi числа.

Зазначимо, що коли 0 < qk ≤ pk, k ∈ N, а послiдовнiсть λ задо-
вольняє умову (3), для довiльного x ∈ B lq маємо Tx ∈ lp i отже,
величини Eγn(T : lq → lp) за таких умов мають змiст.

Дiйсно, в такому випадку для довiльного x ∈ B lq всi |xk| ≤ 1,
тому для будь-яких 0 < qk ≤ pk маємо |xk|pk ≤ |xk|qk i

∞∑

k=1

∣∣∣∣
λkxk
λ∗

∣∣∣∣
pk

≤
∞∑

k=1

|xk|pk ≤
∞∑

k=1

|xk|qk ≤
∞∑

k=1

∣∣∣∣
xk

||x||lq

∣∣∣∣
qk

≤ 1,

де λ∗ = max
k∈N

λk. Звiдси випливає, що ||Tx||lp ≤ λ∗ <∞ i Tx ∈ lp.
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Теорема 2.1. Нехай p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 — довiльнi по-
слiдовностi додатних чисел, що задовольняють нерiвностi (1) i
qk ≤ pk, k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних
чисел, що задовольняють умову (3). Тодi для довiльного набору γn iз
n рiзних натуральних чисел має мiсце рiвнiсть

Eγn(T : lq → lp) = max
k/∈γn

λk. (4)

Доведення. Оскiльки для довiльного x ∈ lp, будь-яких α > 0 та
ai ∈ R

∑

k∈γn

∣∣∣∣
xk − ai
α

∣∣∣∣
pk

+
∑

k/∈γn

∣∣∣∣
xk
α

∣∣∣∣
pk

≥
∑

k/∈γn

∣∣∣∣
xk
α

∣∣∣∣
pk

,

то для довiльного x ∈ lp

Eγn(x, lp) = Eγn(x, lp) :=

= ||x− Sγn(x)||lp = inf

{
α > 0 :

∑

k/∈γn

∣∣∣∣
xk
α

∣∣∣∣
pk

≤ 1

}
, (5)

де Sγn(x) =
∑

k∈γn xkek.
Виберемо число k∗ ∈ N, k∗ = k∗(γn), так, що λk∗ = max

k/∈γn
λk. Тодi

для довiльного x ∈ B lq

∑

k/∈γn

∣∣∣∣
λkxk
λk∗

∣∣∣∣
pk

≤
∑

k/∈γn
|xk|pk ≤

∑

k/∈γn
|xk|qk ≤

∑

k/∈γn

∣∣∣∣
xk

||x||lq

∣∣∣∣
qk

≤ 1.

Звiдси випливає, що

Eγn(T : lq → lp) ≤ λk∗ = max
k/∈γn

λk.

З iншого боку,

Eγn(Tek∗ , lp) = inf

{
α > 0 :

∣∣∣∣
λk∗

α

∣∣∣∣
pk∗

≤ 1

}
= λk∗ ,

при цьому очевидно, що ek∗ ∈ B lp. Таким чином, дiйсно має мiсце
рiвнiсть (4).
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Розглядаючи точнi нижнi межi в обох частинах рiвностi (4) по всiм
можливим наборам γn iз n натуральних чисел, робимо висновок, що
точна нижня межа в правiй частинi (4) реалiзується набором γ∗n, який
визначається спiввiдношенням

γ∗n = {ik ∈ N : λik = λ̄k, k = 1, 2, . . . , n}, n = 1, 2, . . . ,

де λ̄ = {λ̄k}∞k=1 — незростаюча перестановка чисел λk i

max
k 6∈γ∗

n

λk = λ̄n+1.

З теореми 2.1 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 2.1. Нехай p = {pk}∞k=1 i q = {qk}∞k=1 — довiльнi послi-
довностi додатних чисел, що задовольняють вiдповiдно умови (1) i
qk ≤ pk, k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних
чисел, що задовольняють умову (3). Тодi для довiльного n ∈ N

Dn(T : lq → lp) = Dn(T (B lq), lp) := inf
γn
Eγn(T : lq → lp) = λ̄n+1,

де λ̄ = {λ̄k}∞k=1 — незростаюча перестановка чисел λk.

Величину Dn(T : lq → lp) = Dn(T (B lq), lp) називають базисним
поперечником множини T (B lq) в просторi lp.

У випадку, коли 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N, умовою,
що гарантує для довiльного x ∈ B lq включення Tx ∈ lp, а отже i
коректнiсть введених вище величин Eγn(T : lq → lp), є умова

||λ||l pq

q−p

= inf

{
α > 0 :

∞∑

k=1

∣∣∣∣
λk
α

∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

≤ 1

}
<∞. (6)

Дiйсно, для довiльних чисел a > 0 i b > 0 маємо

ab ≤ as

s
+
bs

′

s′
,

1

s
+

1

s′
= 1,

звiдси для будь-яких ak > 0 i bk > 0

∞∑

k=1

akbk ≤
∞∑

k=1

askk
sk

+

∞∑

k=1

b
s′k
k

s′k
,

1

sk
+

1

s′k
= 1. (7)
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Тому якщо виконується умова (6) i x ∈ B lq, то поклавши ak = λpkk ,
bk = |xk|pk , sk = qk/(qk−pk), s′k = qk/pk, з урахуванням (2) отримаємо

∞∑

k=1

|λkxk|pk ≤
∞∑

k=1

λ
pkqk

qk−pk

k

qk/(qk − pk)
+

∞∑

k=1

|xk|qk
qk/pk

≤

≤ max
i∈N

{
qi − pi
qi

} ∞∑

k=1

λ
pkqk

qk−pk

k +max
i∈N

{
pi
qi

} ∞∑

k=1

|xk|qk <∞,

тобто, Tx ∈ lp.

Теорема 2.2. Нехай p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 — довiльнi послi-
довностi додатних чисел таких, що 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K,
k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 — будь-яка послiдовнiсть додатних чисел, що
задовольняють умову (6). Якщо для набору γn iз n ∈ N рiзних на-
туральних чисел

max
i/∈γn

{
qi − pi
qi

}
+max

i/∈γn

{
pi
qi

}
= 1, (8)

то справджується рiвнiсть

Eγn(T : lq → lp) = ||λ̃||l pq

q−p

, (9)

де послiдовнiсть λ̃ = λ̃(γn) = {λ̃k}∞k=1 така, що

λ̃k =

{
λk, k 6∈ γn,

0, k ∈ γn.
. (10)

Доведення. Для спрощення записiв покладемо ||λ̃||:=||λ̃||l pq

q−p

. З

огляду на (5) та (10) для довiльного x ∈ B lq ⊂ lp i будь-якого ε > 0
розглянемо величину

∑

k/∈γn

∣∣∣∣∣
λkxk

||λ̃||+ ε

∣∣∣∣∣

pk

=

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃kxk

||λ̃||+ ε

∣∣∣∣∣

pk

.

Поклавши у спiввiдношеннi (7) ak = λ̃pkk /(||λ̃||pk + ε), bk = |xk|pk ,
sk = qk/(qk − pk) та s′k = qk/pk, iз врахуванням (8) та означення



Апроксицiйнi характеристики дiагональних операторiв... 405

норми простору lp отримаємо

∑

k/∈γn

∣∣∣∣∣
λkxk

||λ̃||+ ε

∣∣∣∣∣

pk

≤
∑

k/∈γn

qk − pk
qk

∣∣∣∣∣
λk

||λ̃||+ ε

∣∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

+
∑

k/∈γn

pk
qk

|xk|qk ≤

≤ max
i/∈γn

{
qi − pi
qi

} ∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||+ ε

∣∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

+max
i/∈γn

{
pi
qi

} ∞∑

k=1

|xk|qk ≤

≤ max
i/∈γn

{
qi − pi
qi

}
+max

i/∈γn

{
pi
qi

}
= 1,

Звiдси випливає, що для довiльного x ∈ B lq i будь-якого ε > 0

Eγn(Tx, lp) ≤ ||λ̃||+ ε.

i отже, внаслiдок довiльностi ε

Eγn(T : lq → lp) ≤ ||λ̃||. (11)

З iншого боку, розглянемо послiдовнiсть x̃ = {x̃k}∞k=1 таку, що

x̃k = λ̃k

pk
qk−pk · ||λ̃||

pk
pk−qk , k = 1, 2, . . .

Тодi
∞∑

k=1

|x̃k|qk =

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

pk
qk−pk

||λ̃||
pk

qk−pk

∣∣∣∣∣

qk

=

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||

∣∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

≤ 1,

тому ||x̃||lq ≤ 1 i x̃ ∈ B lq. Крiм цього, з огляду на означення норми
простору lp маємо

∑

k/∈γn

∣∣∣∣∣
λkx̃k

||λ̃||

∣∣∣∣∣

pk

=
∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||
· λ̃k

pk
qk−pk

||λ̃||
pk

qk−pk

∣∣∣∣∣

pk

=
∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||

∣∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

≤ 1.

Покажемо тепер, що

inf

{
α > 0 :

∑

k/∈γn

∣∣∣∣
λx̃k
α

∣∣∣∣
pk

≤ 1

}
= ||λ̃||. (12)
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Дiйсно, якщо припустити, що при деякому α0 = ||λ̃|| − ε0 > 0, ε0 > 0,
виконується нерiвнiсть

∑

k/∈γn

∣∣∣∣∣
λkx̃k
α0

∣∣∣∣∣

pk

≤ 1,

то звiдси отримаємо

1 ≥
∑

k/∈γn

∣∣∣∣∣
λkx̃k

||λ̃|| − ε0

∣∣∣∣∣

pk

=

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||(1 − ε0/||λ̃||)
· λ̃k

pk
qk−pk

||λ̃||
pk

qk−pk

∣∣∣∣∣

pk

=

=

∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||(1 − ε0/||λ̃||)
qk−pk

pk

∣∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

≥
∞∑

k=1

∣∣∣∣∣
λ̃k

||λ̃||(1 − ε0/||λ̃||)
q∗−p∗

K

∣∣∣∣∣

pkqk
qk−pk

.

Тобто, за даного припущення при α1 = ||λ̃||(1 − ε0/||λ̃||)
q∗−p∗

K < ||λ̃||
виконується нерiвнiсть

∞∑

k=1

∣∣∣∣
λ̃k
α1

∣∣∣∣

pkqk
qk−pk ≤ 1,

а це суперечить тому, що ||λ̃|| — норма послiдовностi λ̃ в просторi
l pq

q−p

. Таким чином, припущення невiрне i має мiсце спiввiдношення

(12). Iз спiввiдношень (5) i (12) отримуємо

Eγn(T x̃, lp) = ||λ̃||l pq

q−p

. (13)

Об’єднуючи спiввiдношення (11) i (13), переконуємося у справедли-
востi рiвностi (9). Теорему доведено.

Зазначимо, що умова (8) виконується тiльки для послiдовностей
p i q таких, що qk = K0pk для всiх k ∈ N \ γn, де K0 — деяка до-
датна стала. На жаль, в загальному випадку ми не змогли отримати
вiдповiдний результат.

Для формулювання наступного твердження припустимо, що λ =
{λk}∞k=1 — довiльна незростаюча послiдовнiсть невiд’ємних чисел, якi
задовольняють умову (6). Нехай, також, p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 —
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довiльнi неспаднi послiдовностi додатних чисел таких, що 1 ≤ pk ≤
p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N, i

max
i∈N

{
qi − pi
qi

}
+max

i∈N

{
pi
qi

}
= 1, (14)

тобто, для довiльного k ∈ N qk = K0pk, де K0 — додатна стала,
K0 > 1. Переходячи до нижньої межi в правiй частинi рiвностi (9) по
всiм можливим наборам γn з n рiзних натуральних чисел, знаходимо

inf
γn

||λ̃||l pq

q−p

= ||λ∗||l pq

q−p

,

де послiдовнiсть λ∗ = {λ∗k}∞k=1 така, що

λ∗k =

{
0, k = 1, 2, . . . , n,

λk, k > n.
(15)

З теореми 2.2 випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 2.2. Нехай λ = {λk}∞k=1 — довiльна незростаюча по-
слiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задовольняють умову (6). Нехай,
далi, p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 — довiльнi послiдовностi додатних
чисел таких, що 1 ≤ pk ≤ p∗ < q∗ < qk ≤ K, k ∈ N i виконується
рiвнiсть (14). Тодi для довiльного n ∈ N

Dn(T : lq → lp) = ||λ∗||l pq

q−p

,

де послiдовнiсть λ∗ = {λ∗k}∞k=1 визначається рiвнiстю (15).

Зазначимо, що у випадку, коли послiдовностi p i q є сталими
(pk=p, qk = q для всiх k ∈ N), тобто, коли lp = lp i lq = lq, твер-
дження наслiдкiв 2.1 та 2.2 i теореми 2.2 випливають вiдповiдно iз
теорем 4.3, 4.6 та 4.5 роботи [13].

3. Поперечники за Колмогоровим.

Конструкцiя апроксимативних агрегатiв, якi будуть нами далi ви-
користовуватися, визначаються характеристичними послiдовностями
ε(λ), gn(λ) та δ(λ), що oзначаються наступним чином [13].



408 А.Л. Шидлiч, С.О. Чайченко

Нехай λ = {λk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних чисел, що
задовольняють умову (3). Позначимо через ε(λ) = ε1, ε2, . . . послiдов-
нiсть всiх значень величин λk, впорядковану за незростанням, через
g(λ) = g1, g2, . . . позначимо систему множин

gn = gn(λ) = {k ∈ N : λk ≥ εn} , (16)

а через δ(λ) = δ1, δ2, . . . – послiдовнiсть чисел δn = |gn|, де |gn| –
кiлькiсть чисел k ∈ N, якi мiстяться в множинi gn.

Враховуючи умову (3), послiдовностi ε(λ) та g(λ) можна означити
наступними спiввiдношеннями

ε1 = sup
k∈N

λk, g1 = {k ∈ N : λk = ε1},

εn = sup
k∈̄gn−1

λk, gn = gn−1 ∪ {k ∈ N : λk = εn}.

Зазначимо, що за такого означення кожне число n∗ ∈ N належить
усiм множинам gn(λ) з достатньо великими номерами n i

lim
k→∞

δk = ∞.

Надалi зручно через g0 = gλ0 позначати порожню множину i вважати,
що δ0 = 0.

Зазначимо також, що якщо λ̄ = {λ̄k}∞k=1 — незростаюча переста-
новка чисел λk, k = 1, 2, . . ., то справджується рiвнiсть

λ̄k = εn ∀k ∈ (δn−1, δn], n = 1, 2, . . . .

Тому з теореми 2.1 легко отримати наступний наслiдок.

Наслiдок 3.1. Нехай p = {pk}∞k=1 i q= {qk}∞k=1 — довiльнi
послiдовностi додатних чисел, що задовольняють нерiвностi (1) i
qk ≤ pk, k ∈ N; λ = {λk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть додатних
чисел, що задовольняють умову (3). Тодi для довiльного n ∈ N

Egn−1(λ)(T : lq → lp) = Egn−1(λ)(T : lq → lp) = εn, (17)

де εn — n-й член характеристичної послiдовностi ε(λ).

Зауваження 3.1. Зазначимо, що у випадку, коли послiдовнiсть
λ = {λk}∞k=1 є строго спадною, для довiльного n ∈ N маємо εn(λ) =
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λn i gn(λ) = {1, 2, . . . , n}, δn(λ) = n, а величини Egn−1(λ)(x, lp) та
Egn−1(λ)(x, lp) мають вiдповiдно вигляд

Egn−1(λ)(x, lp) = En−1(x, lp) = inf
ai

||x −
n−1∑

i=1

aiei||lp

та

Egn−1(λ)(x, lp) = En−1(x, lp) = ||x−
n−1∑

i=1

xiei||lp .

Нехай, далi, X та Y — лiнiйнi нормованi простори, BX — замкне-
на одинична куля простору X i T : X → Y — обмежений лiнiйний
оператор. Величину

dn(T : X → Y ) := dn(T (BX);Y ) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈BX

inf
u∈Fn

||Tx− u||Y

де Fn — множина всiх пiдпросторiв простору Y розмiрностi не вище
n ∈ N, називають поперечником за Колмогоровим множини T (BX)
в просторi Y.

Теорема 3.1. Нехай p = {pk}∞k=1 — довiльна послiдовнiсть до-
датних чисел, що задовольняють нерiвностi (1); λ = {λk}∞k=1 — до-
вiльна послiдовнiсть додатних чисел, що задовольняють умову (3).
Тодi для довiльного n ∈ N мають мiсце рiвностi

dδn−1(T : lp → lp) = dδn−1+1(T : lp → lp) = . . . =

= dδn−1(T : lp → lp) = En(T : lp → lp) = εn, (18)

в яких δs i εs, s = 1, 2, . . . , — елементи характеристичних послiдов-
ностей δ(λ) та ε(λ) послiдовностi λ, а δ0 = 0.

Доведення. Нехай спочатку n > 1. Пiдпростiр Φλn−1 полiномiв

Φn−1 =
∑

k∈gn−1(λ)

akek (19)

має розмiрнiсть δn−1. Тому з врахуванням (17) знаходимо

εn = Egn−1(λ)(T : lp → lp) ≥ dδn−1(T : lp → lp) ≥

≥ dδn−2(T : lp → lp) ≥ . . . ≥ dδn−1(T : lp → lp).
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Отже для доведення рiвностi (18) залишається показати, що

dδn−1(T : lp → lp) ≥ εn, n = 1, 2, . . . . (20)

Для цього скористаємось вiдомою теоремою про поперечник кулi
(див., наприклад, [17], §10.2), згiдно з якою, якщо множина M лi-
нiйного нормованого простору X з нормою || · ||X мiстить кулю γUν+1

радiуса γ деякого (ν+1)-мiрного пiдпростору Mν+1 з X , тобто, якщо

M ⊃ γUν+1 = {y : y ∈Mν+1, ||y||X ≤ γ},

то
dν(M)X = inf

Fν∈Gν

sup
f∈M

inf
u∈Fν

||f − u||X ≥ γ,

де Gν — множина всiх ν-мiрних пiдпросторiв в X .
Нехай εnBλn,Φ — перетин кулi радiуса εn в lp з простором Φλn (роз-

мiрностi δn) полiномiв вигляду (19):

εnU
λ
n,Φ = {Φn ∈ Φλn : ||Φn||lp ≤ εn}. (21)

Тодi з урахуванням (16) та (21) для довiльного полiнома Φn =∑
k∈gn(λ) akek ∈ εnB

λ
n,Φ маємо

∑

k∈gn(λ)

∣∣∣∣
ak
λk

∣∣∣∣
pk

≤
∑

k∈gn(λ)

∣∣∣∣
ak
εn

∣∣∣∣
pk

≤ 1.

Звiдси випливає, що Φn є образом деякого елемента з одиничної ку-
лi B lp. Таким чином, куля εnB

λ
n,Φ δn-мiрного пiдпростору Φλn з lp

мiститься в множинi T (B lp) образiв всiх елементiв з одиничної кулi
B lp при дiї оператора T . Звiдси з врахуванням рiвностi

dn(T : lp → lp) = inf
Fn∈Fn

sup
x∈T (Blp)

inf
u∈Fn

||x− u||lp

на пiдставi наведеної вище теореми отримуємо спiввiдношення (20).
Таким чином, у випадку n > 1 теорему доведено. При n = 1 ї ї до-
ведення залишається без змiн, якщо вважати, що пiдпростiр Φ0(λ)
складається з нульового елемента θ = (0, 0, . . .) i його розмiрнiсть
дорiвнює нулю.
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Зазначимо, що у випадку, коли послiдовнiсть p є сталою: pk = p,
k ∈ N, тобто, коли lp = lp, твердження наслiдку 3.1 та теореми 3.1
випливають вiдповiдно iз теорем 1 та 2 роботи [11] (див. також [12]
теореми 3.1 та 3.2 глави XI). У випадку скiнченно мiрних просторiв ldp
твердження, аналогiчне до теореми 3.1, випливає з теореми 2.1 глави
VI монографiї [18].
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