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The paper considers sloshing of a bounded capillary viscous liquid in the
gravity field. The surface tension causes increasing both potential energy
and dissipation. A slip-type condition with a friction is defined on the
wetted tank surface. Based on the hypothesises introduced, we construct
such a hydrodynamic model of a capillary liquid which explains mobility
of the contact line between the liquid, gas, and the rigid tank.

В работе предложена модель движения вязкой жидкости, на которую
кроме сил тяжести действуют силы поверхностного натяжения. В ре-
зультате наряду с увеличением потенциальной энергии ограниченно-
го объема жидкости существенно увеличивается скорость диссипации
энергии жидкости. На твердой стенке полости задается условие про-
скальзывания с трением. На основании принятых гипотез удалось по-
строить такую модель движения капиллярной жидкости, в которой
объясняется также подвижность линии раздела трех сред — жидкости
газа и твердого тела.

1. Вступ

На динамiку рiдини в посудинi нарiвнi iз силами ваги та силами в’яз-
костi можуть суттєво впливати сили поверхневого натягу рiдини. Це
особливо проявляється у випадках невеликих розмiрiв посудини або в
умовах близьких до невагомостi, коли сила ваги порiвняна з поверх-
невими силами. Першою задачею, яка виникає при цьому дослiджен-
нi, є визначення стiйкої форми рiвноваги вiльної поверхнi заданого
об’єму рiдини в посудинi конкретної геометричної форми. Дослiдже-
ння динамiки рiдини в посудинi грунтується на побудовi розв’язкiв
задачi про малi коливання капiлярної рiдини. У данiй статтi пропо-
нується нова постановка цiєї задачi з урахування пружностi поверх-
невих сил.
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2. Задача гiдростатики

Нехай рiдина частково заповнює нерухому порожнину, яка має фор-
му тiла обертання вiдносно вертикальної осi. Пiд дiєю сил ваги i сил
поверхневого натягу статична вiльна поверхня рiдини набуває кри-
волiнiйної конфiгурацiї i, зокрема, у цьому випадку вона може мати
також форму поверхнi обертання вiдносно вертикальної осi z.

Як вiдомо [1] , твiрна осесиметричної вiльної поверхнi капiлярної
рiдини описується диференцiальним рiвнянням

1

r r′

(
rz

′

√
r′

2
+ z′2

)′

= bz + c

(
′ =

d

dξ

)
, (1)

де ξ — параметр, r = r(ξ), z = z(ξ) — параметричне рiвняння твiрної

вiльної поверхнi рiдини, b =
ρ gL2

σ
— число Бонда, ρ — густина рiди-

ни, g — прискорення сил земного тяжiння, L — характерний лiнiйний
розмiр посудини (тут радiус вiльної поверхнi рiдини), σ — коефiцiєнт
поверхневого натягу на межi роздiлу рiдина–газ, c — константа що
визначається в процесi побудови розв’язкiв задачi. Якщо параметр ξ
є змiнна r, то рiвняння (1) набуває вигляду

1

r

(
rz

′

√
1 + z′2

)′

= bz + c. (2)

Вибираючи параметр ξ довжину дуги s, одержимо таку систему
рiвнянь:

1

r
(rz

′

)
′

= r′(bz + c), r
′2
+ z

′2
= 1. (3)

Оскiльки константа c залишається невизначеною, при b 6= 0 можна
зробити замiну змiнної z :

z(r) = f(r)− c

b
(4)

тодi рiвняння (2) i (3) вiдповiдно набудуть вигляду

(
rf ′

√
1 + (f ′)2

)′

= bfr, (5)
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(rz
′

)
′

= bzrr′, r
′2
+ z

′2
= 1. (6)

У точцi перетину твiрної вiльної поверхнi рiдини з твердою стiн-
кою виконується умова Дюпре–Юнга: умова рiвностi кута змочуван-
ня γ заданому:

σ cos γ = σ1 − σ2, (7)

де σ1 i σ2 — коефiцiєнти поверхневого натягу на поверхнях роздiлу
вiдповiдно тверда стiнка–газ i тверда стiнка–рiдина.

Для побудови розв’язкiв вiдповiдних крайових задач для рiвнянь
(2) або (3) будуємо розв’язки допомiжних задач для цих рiвнянь.
При невеликих значеннях числа Бонда (b < 100) цi крайовi задачi
розв’яжемо наступним способом.

Розглянемо задачу Кошi для системи рiвнянь (3) при початкових
умовах

r = 0, r′ = 1, z = c/b при s = 0, (8)

де константи c є подвоєна середня кривизна вiльної поверхнi рiдини
в її центрi, тобто на осi симетрiї. Зрозумiло, що її значення невiдоме
апрiорi. Кожному значенню константи c вiдповiдає крива сiмейства
рiвноважних форм i значення об’єму рiдини. За допомогою деякого
iтерацiйного методу знаходимо це значення константи, яке вiдповiд-
ає заданому об’єму рiдини. Будувати розв’язки задачi Кошi можна
чисельними [1] або аналiтичними методами. Зокрема в працi [2] для
цiєї мети застосовано метод степеневих рядiв.

Як видно iз рiвнянь (2) i (3), при великих числах Бонда малий
параметр 1/b мiститься при старших похiдних, а тому крайовi задачi
для цих рiвнянь є некоректно поставленi. Їхнi розв’язки матимуть ха-
рактер примежевого шару. Зрозумiло, що середня кривизна в центрi
вiльної поверхнi рiдини при великих числах Бонда є дуже малою i во-
на не може характеризувати вiдповiдну криву сiмейства рiвноважних
форм.

Розглянемо задачу визначення форми рiвноваги рiдини в прямому
круговому вертикальному цилiндрi радiусом a. Потрiбно розв’язати
рiвняння (5) при крайових умовах

f = 0 при r = 0, f ′ = cos γ = ε при r = a. (9)

Зауважимо, що задача (5), (9), як вiдомо iз [1], має таке варiацiйне
формулювання, згiдно з яким функцiя f(r) визначається як така, що
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надає мiнiмум функцiоналу

F1(a, f(r)) =

a∫

0

r

√
1 +

(
df

dr

)2

dr +
b

2

a∫

0

rf2dr − f(a) · ε · a√
1 + ε2

(10)

на класi функцiй f(r), якi дорiвнюють нулю при r = 0 i iнтегрованi
з квадратом разом з першою похiдною на вiдрiзку [0;a].

Очевидно, що функцiя f(r) та її похiдна на вiдрiзку [0;a] є моно-

тонно зростаючими, причому
df

dr
набуває всiх значень вiд 0 до cotγ

при r = a. При фiксованих значеннях кута γ i ε iснує таке значення

r = a (0 < a < 1), що
df(a)

dr
= ε. Якщо значення ε достатньо мале, то

вiдповiдно i значення функцiї
df(r)

dr
на вiдрiзку [0; a], не перевищу-

ють ε, а функцiонал F1(a, f(r)) з точнiстю до членiв другого порядку
малостi можна замiнити таким:

F2(a, f(r)) =

a∫

0

r

(
1 +

1

2

(
df

dr

)2
)
dr +

b

2

a∫

0

rf2dr − f(a)εa. (11)

Функцiя f0(r), яка надає мiнiмум цьому функцiоналу, задовольняє
рiвняння

− d

dr

(
r
df0
dr

)
+ brf0 = 0

i крайовi умови

df0
dr

= 0 при r = 0,
df0
dr

= ε при r = a.

Отже, f0(r) = cI0(
√
b r), де

c =
ε√

b I1(
√
b a)

. (12)

Оцiнимо похибку при замiнi функцiонала F1(a, f) функцiоналом
F2(a, f) :

|F1(a, f(r)) − F2(a, f)| =

∣∣∣∣∣∣

a∫

0
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√
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1

8

(
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r dr +
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2

)∣∣ε < ε4
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+
ε4

2
=

7

16
ε4. (13)

Отже, функцiя f0(r) мiнiмiзує функцiонал F1(a, f) на вiдрiзку

[0; a] з точнiстю до
ε4

2
.

Для визначення форми вiльної поверхнi рiдини при заданих зна-
ченнях числа Бонда, кута змочування γ i числа ε потрiбно знати
значення параметра a, щоб знайти функцiю f0. Нехай значення a

задано. Тодi обчислимо значення похiдних
dz

ds
i
dr

ds
у точцi r = a :

dz

ds
=
df0
dr

dr

ds
= ε · cosβ = ε

1√
1 + ctg2 β

=
ε√

1 + ε2
,

dz

ds
= sinβ =

ε√
1 + ε2

,

де β — кут нахилу дотичної до твiрної.
При s = s0 маємо такi початковi умови:

r = r0 = a, z = z0 =
εI0(

√
b a)√

b I1(
√
b a)

, r
′

=
1√

1 + ε2
, z

′

=
ε√

1 + ε2
. (14)

Довжину дуги кривої знаходимо так:

s0 =

a∫

0
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)2

dr =

a∫
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1

2
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2

a∫
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(
I1(

√
b r)

I1(
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)2

dr = 1 +
ε2

2
√
b

√
b a∫

0

(
I1(t)

I1(
√
b a)

)2

dt.

Аналогiчно розв’язуємо задачу гiдростатики в деякому околi цен-
тру однозв’язної вiльної поверхнi рiдини для довiльної порожнини.
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Далi апроксимуємо розв’язки задачi степеневими рядами:

r(s) =

N∑

k=0

a1,k(s− s0)
k, z(s) =

N∑

k=0

b1,k(s− s0)
k, (15)

де a1,0 = a, a1,1 =
1√

1 + ε2
, b1,0 = z0, b1,0 =

ε√
1 + ε2

.

Запишемо рекурентнi формули для обчислення коефiцiєнтiв a1,k
i b1,k :

d1 = 1, dk = 0 (k > 1), cm,k−1 = b
k−1∑

i=0

am,ibm,k−i+1, m = 1,

bm,k+1 =
k−1∑

i=0

i+ 1

(k + 1)am,0

(
1

k
am,i+1cm,k−i−1 − bm,i+1am,k−i

)
, (16)

am,k+1 =
dk

2am,0
−
k−1∑

i=0

i+ 1

(k + 1)am,0

(
1

k
bm,i+1cm,k−i−1 − am,i+1am,k−i

)
.

За необхiдностi будуємо аналiтичне продовження:

r =

N∑

k=0

am,k(s− sm−1)
k, z =

N∑

k=0

bm,k(s− sm−1)
k, m ≥ 2. (17)

Коефiцiєнти am,k i bm,k визначають за формулами (16). Першi два
коефiцiєнти am,k i bm,k (k = 0, 1) знаходять за формулами (15) при

m = 1 i (17) при m ≥ 2 i s = sm−1. Тут sm−1 =
1

3
Rm, де Rm — радiус

збiжностi рядiв (15), або (18), який наближено можна визначити так:

Rm =
1

6

N∑

k=N−2

(
|am,k|−

1
k + |bm,k|−

1
k

)
. (18)

Тепер на пiдставi побудованих функцiй r(s) i z(s) при заданому
значеннi a знаходимо значення s∗, для якого виконується умова (7).
Зауважимо, що функцiя z(s) визначається з точнiстю до константи.
Тодi застосовуючи метод хорд, знаходимо це значення параметра a,
при якому об’єм рiдини дорiвнює заданому. Тут константа a є визна-
чальним параметром для шуканої форми рiвноваги.

Таким чином розв’язується задача гiдростатики при великих зна-
ченнях числа Бонда b ≥ 100.
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3. Малi коливання рiдини в посудинi

Розглянемо об’єм рiдини, на який дiють сили поверхневого натягу на
вiльнiй поверхнi Σ та на твердiй стiнцi порожнини S. Об’єм рiдини
обмежено пружною плiвкою на Σ , змiна площi якої на dS спричинює
змiну її потенцiальної енергiї на σdS, а змiна площi плiвки на S на ве-
личину dS приводить до змiни її потенцiальної енергiї на σ1dS. Таким
чином, будемо розглядати плiвку рiдини, яку утворюють поверхневi
сили як м’яку оболонку.

При дослiдженнi малих коливань рiдини будемо опиратися на за-
кон збереження енергiї:

E(~v,~v) + S(~v,~v) +
∂

∂t
(T (~v,~v) + P (~u, ~u)) = 0, (19)

де ~u(~r, t) — перемiщення частинок рiдини в точцi з радiусом ~r у мо-
мент часу t, ~v(~r, t) = ∂

∂t~u(~r, t) — швидкiсть частинок рiдини, p(~r, t) —
тиск в рiдинi, E(~v,~v) — швидкiсть дисипацiї енергiї у внутрiшнiх то-
чках областi, S(~v,~v) — швидкiсть розсiювання енергiї завдяки тертю
плiвки рiдини по твердiй стiнцi посудини,
T (~v,~v) — кiнетична енергiя рiдини, P (~u, ~u) — потенцiальна енергiя
рiдини.

Двi iз записаних вище квадратичних форм можна задати вiдразу:

T (~v,~v) =
ρ

2

∫

Ω

| ~v | dΩ, (20)

де ρ — густина рiдини, Ω — об’єм зайнятий рiдиною;

E(~v,~v) =
µ

2

∫

Ω

3∑

i,j=1

| ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

|2 dΩ, (21)

де µ — динамiчний коефiцiєнт в’язкостi, (x1, x2, x3) — декартовi
координати, vi — компоненти вектора швидкостi ~v.

Спiввiдношення (19) можна записати у виглядi

E(~v,~v) + S(~v,~v) + 2T (
∂~v

∂t
, ~v) + 2P (~u,~v)) = 0. (22)

Це спiввiдношення можна узагальнити, вибираючи замiсть соле-
ноїдальної вектор-функцiї ~v довiльну соленоїдальну вектор-функцiю
~w, яка задовольняє умову

(~w, ~n) = 0 на S.
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Рiвняння руху в’язкої капiлярної рiдини одержимо на пiдставi
наступного твердження. Якщо для довiльної соленоїдальної вектор-
функцiї ~w(~r) виконується спiввiдношення

E(~v, ~w) + S(~v, ~w) + 2T (
∂~v

∂t
, ~w) + 2P (~u, ~w)) = 0, (23)

то вектор-функцiї ~u i ~v та скалярна функцiя p описують рух в’язкої
капiлярної рiдини в посудинi.

Далi наведемо виведення поданих бiлiнiйних функцiоналiв для по-
рожнин, якi мають форму тiла обертання.

4. Швидкiсть дисипацiї енергiї рiдини

Розглянемо детальнiше бiлiнiйний функцiонал

E(~v, ~w) =
µ

2

∫

Ω

3∑

i,j=1

(
∂wi
∂xj

+
∂wj
∂xi

)(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)dΩ = (24)

= µ

∫

Ω

3∑

i,j=1

∂wi
∂xj

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)dΩ =

= µ

∫

Ω

(
3∑

i,j=1

∂

∂xj
wi(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)− wi(
∂2vi
∂x2j

+
∂2vj
∂xixj

))dΩ =

= µ

∫

S+Σ

(~w,
∂~v

∂n
)dS − µ

∫

Ω

(~w,△~v)dΩ− µ

∫

S+Σ

3∑

i,j=1

wi
∂vj
∂xi

cos(n, xj)dS.

Позначимо пiдiнтегральний вираз останнього iнтеграла через
G(~v, ~w). Його можна записати так:

G(~v, ~w) = (n1, n2, n3)




∂v1
∂x1

∂v1
∂x2

∂v1
∂x3

∂v2
∂x1

∂v2
∂x2

∂v2
∂x2

∂v3
∂x1

∂v3
∂x2

∂v3
∂x3







w1

w2

w3


 ,

де (n1, n2, n3) — нормаль до поверхнi.
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Подаючи складовi вектор-функцiй ~v(z, r, η) i ~w(z, r, η) у цилiндри-
чнiй системi координат

vx(z, r, η) = vr(z, r, η) cos η − vη(z, r, η) sin η,

vy(z, r, η) = vr(z, r, η) sin η + vη(z, r, η) cos η,

wx(z, r, η) = wr(z, r, η) cosη − wη(z, r, η) sin η,

wy(z, r, η) = wr(z, r, η) sin η + wη(z, r, η) cosη,

маємо

G(~v, ~w) = wr
(
nr
∂vr
∂r

+ nz
∂vz
∂r

)
+
wη
r

(
nr
∂vr
∂η

+ nz
∂vz
∂η

− nrvη
)
+

+wz
(
nr
∂vr
∂z

+ nz
∂vz
∂z

)
,

де (nz, nr, 0) — нормаль до поверхнi.
Нехай поверхнi S i Σ мають форму поверхонь обертання. В цьому

випадку доцiльно перейти до криволiнiйних координат (s, n, η),
де s — довжина дуги кривої, n — нормаль до меридiального перерiзу.

Складовi вектор-функцiй ~v(s, n, η) i ~w(s, n, η) мають вигляд

vr(s, n, η) = vs(s, n, η) cosβ(s)− vn(s, n, η) sinβ(s),

vz(s, n, η) = vs(n, s, η) sinβ(s) + vn(n, s, η) cos β(s),

wr(s, n, η) = ws(s, n, η) cos β(s)− wn(s, n, η) sinβ(s),

wz(s, n, η) = ws(s, n, η) sinβ(s) + wn(s, n, η) cosβ(s),

де β(s) — кут нахилу дотичної до меридiанного перерiзу поверхнi.
Нехай f(s, n, η, β(s)) — функцiя змiнних (s, n, η), тодi

∂f

∂r
=

∂f

∂s
cosβ − ∂f

∂n
sinβ +

∂f

∂β

dβ

ds
cosβ,

∂f

∂z
=

∂f

∂s
sinβ +

∂f

∂n
cosβ +

∂f

∂β

dβ

ds
sinβ.

Користуючись цими формулами, визначимо вираз для G(~v, ~w) у си-
стемi координат (s, n, η) :

G(~v, ~w) = wn
∂vn
∂n

+ ws(
∂vn
∂s

+
dβ

ds
vs) +

wη
r
(
∂vn
∂η

+ sinβvη). (25)
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Тодi

E(~v, ~w) = −µ
∫

Ω

(△~v, ~w)dΩ + µ

∫

S+Σ

[
2
∂vn
∂n

wn +
(∂vn
∂s

+ (26)

+
∂vs
∂n

+
dβ

ds
vs

)
ws +

(∂vn
∂η

+
∂vη
∂n

+ sinβvη

)wη
r

]
rdsdη.

Для областей, якi мають форму тiла обертання вiдносно верти-
кальної осi, розв’язки вiдповiдних задач будуються на пiставi частин-
них розв’язкiв такого вигляду:

vs(s, n, η) = vs(s, n) cos(mη), vn(s, n, η) = vn(s, n) cos(mη),

vη(s, n, η) = vη(s, n) sin(mη),

ws(s, n, η) = ws(s, n) cos(mη), wn(s, n, η) = wn(s, n) cos(mη),

wη(s, n, η) = wη(s, n) sin(mη).

Тодi формула (26) набуває вигляду

E(~w,~v)

πµ
= −

∫

G

{[ ∂
∂r

(
r
∂vr
∂r

)
+ r

∂2vr
∂z2

− m2

r
vr −

2m

r
vη

]
wr+

+
[ ∂
∂r

(
r
∂vη
∂r

)
+ r

∂2vη
∂z2

− m2

r
vη −

2m

r
vr

]
wη+

+
[ ∂
∂r

(
r
∂vz
∂r

)
+ r

∂2vz
∂z2

− m2

r
vz

]
wz

}
dG+

+

∫ s1

0

[
2
∂vn
∂n

wn +
(∂vn
∂s

+
∂vs
∂n

+
dβ

ds
vs

)
ws+

+
(
−mvn +

∂vη
∂n

+ sinβvη

)wη
r

]
rds.

5. Потенцiальна енергiя обмеженого об’єму
капiлярної рiдини

На вiльнiй поверхнi рiдини Σ та на поверхнi контакту рiдини з твер-
дою стiнкою порожнини S дiють сили поверхневого натягу. Пiд дiєю
цих сил та сил земного тяжiння утворюється рiвноважна конфiгу-
рацiя об’єму рiдини. На поверхнях Σ та S утворюється дуже тонка
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плiвка рiдини, в якiй дiють сили поверхневого натягу. Згiдно з гiпо-
тезою Гауса потенцiальна енергiя капiлярних сил пропорцiйна площi
поверхнi роздiлу мiж рiзними середовищами. В працях [3], [1] пока-
зано, що при нормальних (перпендикуляних до незбуренної вiльної
поверхнi) вiдхиленнях вiльної поверхнi рiдини потенцiальна енергiя
пiд дiєю поверхневих i масових сил набуде приросту:

P1(un, un) =

∫

Σ

[
σ(∇Σun)

2 + au2n
]
dΣ + σ

∫

l

χu2ndl, (27)

де

a = ρgr′ − σ(k21 + k22), χ =
kΣ cos γ − kS

sin γ
,

k1 i k2 — головнi кривизни поверхнi Σ, (∇Σun)
2 — означає так званий

перший диференцiальний параметр Бельтрамi, який є узагальненим
квадрата градiєнта для функцiй заданих на криволiнiйнiй поверхнi,
kΣ i kS — кривизни нормальних меридiальних перерiзiв поверхонь Σ
i S у точцi їх перетину.

Для областей, якi мають форму тiла обертання вiдносно верти-
кальної осi, вiдокремлюється кругова координата i частиннi розв’яз-
ки вiдповiдних крайових задач мають вигляд

un(s, η) = un(s) cos(mη),m = 0, 1, ...

Тодi вираз для P1(un, un) є таким:

P1(un, un)

π
=

∫ s1

0

{
(σ
[
r
(dun
ds

)2
+
m2

r
u2n

]
+ rau2n

}
ds+ σχr(s1)un(s1)

2.

Вiдповiдну бiлiнiйну форму пiсля iнтегрування по частинах пода-
мо у виглядi

P1(un, wn)

π
=

∫ s1

0

{
σ
[
− d

ds

(
r
dun
ds

)m2

r
un

]
+ raun

}
wnds+

+σ
[
r(s1)

dun
ds

(s1) + χr(s1)un(s1)
]
)wn(s1).

Пiд час руху плiвки рiдини в дотичнiй площинi змiнюється локальна
площа поверхнi dS роздiлу рiзних середовищ, тобто змiнюється її
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потенцiальна енергiя, причому ця змiна вiдбувається в додатному
напрямку, оскiльки в станi статичної рiвноваги потенцiальна енергiя
досягає локального мiнiмуму. Вважаємо, що в динамiцi плiвка рiдини
проявляє пружнi властивостi, тому розглядаємо її як тонку оболонку.

Потенцiальну енергiю деформацiї в теорiї тонких оболонок запи-
сують у такому виглядi:

P (~u, ~u) =
Eh

2(1− ν2)

∫

Σ

(ε1 + ε2)
2 − 2(1− ν)(ε1ε2 −

ω2

4
)A1A2dsdη, (28)

де s — довжина дуги меридiана, η — кутова координата, E — модуль
Юнга, h — товщина оболонки, ν — модуль зсуву,

A1 =

√
(
∂x

∂s
)2 + (

∂y

∂s
)2 + (

∂z

∂s
)2, A2 =

√
(
∂x

∂η
)2 + (

∂y

∂η
)2 + (

∂z

∂η
)2,

ε1 =
1

A1

∂us
∂s

+
1

A1A2

∂A1

∂η
uη +

un
R1

, ε2 =
1

A2

∂uη
∂η

+
1

A1A2

∂A2

∂s
uη +

un
R2

,

ω1 =
1

A1

∂uη
∂s

− 1

A1A2

∂A1

∂η
us, ω2 =

1

A2

∂us
∂η

− 1

A1A2

∂A2

∂s
uη,

(us, uη, un) — перемiщення точок оболонки в напрямках дотичних до
зростання (s, η, n), R1, R2 — головнi радiуси кривизни. Враховуючи,
що x = r(s) cos η, y = r(s) sin η, z = z(s), маємо такi вирази для випи-
саних вище величин:

A1 =
√
r′2 + z′2 = 1, A2 = r(s), ε1 =

∂us
∂s

+
un
R1

, ε2 =
1

r

∂uη
∂η

+
r′

r
us+

un
R2

,

ω = ω1 + ω2 =
∂uη
∂s

− r′

r
uη +

1

r

∂us
∂η

.

Пiдiнтегральний вираз в (28) можна записати так:

(ε1 + ε2)
2 − 2(1− ν)ε1ε2 = ε21 + ε22 + 2νε1ε2 =

=
1 + ν

2
(ε1 + ε2)

2 +
1− ν

2
(ε1 − ε2)

2.

Як наслiдок формула (28) набуває вигляду
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P2(~u, ~u) =
Eh

4(1− ν)

∫

Σ

[
(ε1 + ε2)

2 +
(1− ν)

[
(ε1 − ε2)

2 + ω2
]

1 + ν

]
rdsdη.

(29)
Вплив нормальної деформацiї вiльної поверхнi рiдини на змiну

потенцiальної енергiї враховано вище, а тому покладемо un = 0.

Тодi

ε1 + ε2 =
∂us
∂s

+
r′

r
us +

1

r

∂uη
∂η

, ε1 − ε2 =
∂us
∂s

− r′

r
us1−

1

r

∂uη
∂η

,

ω =
∂uη
∂s

− r′

r
uη +

1

r

∂us
∂η

.

Введемо позначення:

σ3 =
E

4(1− ν)
, σ4 =

E

4(1 + ν)
.

Як σ3 на поверхнi Σ можна вибрати значення коефiцiєнта поверхне-
вого натягу на Σ, а на поверхнi S — значення коефiцiєнта поверхне-
вого натягу на S, а як σ4 можна вибрати вiдповiдно одну третю цих
коефiцiєнтiв. Одержимо

P2(~u, ~u) = σ3

∫

Σ

(∂us
∂s

+
r′

r
us +

1

r

∂uη
∂η

)2
rdsdη +

+ σ4

∫

Σ

r
[(∂us

∂s
− r′

r
us −

1

r

∂uη
∂η

)2
+

+
(∂uη
∂s

− r′

r
uη +

1

r

∂us
∂η

)2]
rdsdη.

Розглянемо бiлiнiйну форму

P2(~u, ~w) = σ3

∫

Σ

r
(∂us
∂s

+
r′

r
us +

1

r

∂uη
∂η

)(∂ws
∂s

+
r′

r
ws +

1

r

∂wη
∂η

)
dsdη +

+ σ4

∫

Σ

r
[(∂us

∂s
− r′

r
us −

1

r

∂uη
∂η

)(∂ws
∂s

− r′

r
ws −

1

r

∂wη
∂η

)
+

+
(∂uη
∂s

− r′

r
uη +

1

r

∂us
∂η

)(∂wη
∂s

− r′

r
wη +

1

r

∂ws
∂η

)]
rdsdη.
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Частиннi розв’язки подамо у виглядi

us(s, η) = us(s) cos(mη), uη(s, η) = uη(s) sin(mη), (30)

ws(s, η) = ws(s) cos(mη).wη(s, η) = wη(s) sin(mη),m = 0, 1, ....

Тодi

P2(~u, ~w)

π
= σ3

∫ s1

0

r
(dus
ds

+
r′

r
us +

m

r
uη
)(dws

ds
+
r′

r
ws +

m

r
wη
)
ds+

+ σ4

∫ s1

0

r
[(dus

ds
− r′

r
us −

m

r
uη
)(dws

ds
− r′

r
ws −

m

r
wη
)
+

+
(duη
ds

− r′

r
uη −

m

r
us
)(dwη

ds
− r′

r
wη −

m

r
ws
)]
rds.

Iнтегруючи по частинах, маємо

P2(~u, ~w)

π
= σ3

{(dus
ds

+ r′us +muη
)
ws |s=s1 +

∫ s1

0

[(
− d

ds

(
r
dus
ds

)
+

+r′us +mu2

)
ws +

(dus
ds

+
r′

r
us +

m

r
uη
)(
r′ws +mwη

)]
ds
}
+

σ4

{(dus
ds

− r′us −muη
)
ws |s=s1 +

∫ s1

0

[
− d

ds

(
r
dus
ds

−

−r′us −mu2
)
ws +

(dus
ds

− r′

r
us −

m

r
uη
)(
r′ws +mwη

)]
ds
}
+

+σ4

{(duη
ds

− r′uη −mus
)
wη |s=s1 +

∫ s1

0

[
− d

ds

(
r
duη
ds

−

r′uη −mus
)
wη −

(duη
ds

− r′

r
uη −

m

r
us
)(
r′wη +mws

)]
ds
}
.

Згрупуємо члени при ws i wn :

P2(~u, ~w)

π
= σ3

(
r
dus
ds

+ r′us +mu2
)
ws |s=s1 +

+σ3

∫ s1

0

{[
− d

ds

(
r
dus
ds

)
−m

duη
ds

+
(r′2
r

− r
′′)
us +

r′m
r
uη
)]
ws+

+
(
m
dus
ds

+
mr′us
r

+
m2

r
uη
)
wη

}
ds+
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+σ4

〈[(
r
dus
ds

− r′us −muη
)
us +

(
r
duη
ds

− r′uη −mus
)
wη

]
|s=s1 +

+

∫ s1

0

{[
− d

ds

(
r
dus
ds

)
+
(r′2
r

+
m2

r
+ r

′′)
us +

2mr′

r
uη

]
ws+

+

∫ s1

0

{[
− d

ds

(
r
duη
ds

)
+
(r′2
r

+
m2

r
+ r

′′)
uη +

2mr′

r
us

]
wη

}
ds
〉
.

6. Швидкiсть розсiювання енергiї унаслiдок тер-
тя плiвки рiдини по твердiй стiнцi посудини

У процесi коливання рiдини в нерухомiй посудинi можна спостерiга-
ти, що лiнiя контакту трьох середовищ є рухомою, а тому зрозумiло,
що умова прилипання частинок рiдини на твердiй стiнцi не вико-
нується . Замiсть умови прилипання задамо умову проковзування з
тертям плiвки рiдини по поверхнi твердого тiла. Логiчно припусти-
ти, що коефiцiєнт тертя ft залежить вiд рiзницi мiж коефiцiєнтами
поверхневого натягу на Σ i на S.

Якщо рiдина не змочує тверду стiнку, то можна припустити, що
коефiцiєнт тертя дорiвнює нулю. У випадку повного змочування рi-
диною твердої стiнки порожнини покладемо ft ≫ 0.

Швидкiсть розсiювання енергiї унаслiдок тертя плiвки рiдини по
твердiй стiнцi посудини визначаються так

S(~v, ~w) = ft

∫

S

(~v, ~w)dS. (31)

7. Рiвняння руху капiлярної рiдини в посудинi,
яка має форму тiла обертання

Оскiльки div ~w = 0 i wn = 0 на S, то
∫

Ω

(∇p, ~w)dΩ =

∫

Ω

div(p~w) =

∫

Σ

pwndS.

Пiдставимо вирази для вiдповiдних бiлiнiйних форм у спiввiдно-
шення (19) та згрупуємо вирази при вiдповiдних складових вектор-
функцiї ~w в областi G, на меридiальних перерiзах L i Γ вiдповiдно
поверхонь S i Σ.

Для вектор-функцiй ~w0, якi дорiвнють нулю на межi областi G,
одержуємо спiввiдношення
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∫

G

〈{
ρ
∂vr
∂t

− µ
[1
r

∂

∂r

(
r
∂vr
∂r

)
+
∂2vr
∂z2

− m2

r2
vr −

2m

r
vη

]
+
∂p

∂r

}
w0
r+

+
{
ρ
∂vη
∂t

− µ
[1
r

∂

∂r

(
r
∂vη
∂r

)
+
∂2vη
∂z2

− m2

r2
vη −

2m

r
vr

]
−mp

}
w0
η+

+
{
ρ
∂vz
∂t

− µ
[1
r

∂

∂r

(
r
∂vz
∂r

)
+
∂2vz
∂z2

− m2

r2
vz

]
+
∂p

∂z

}
w0
z

〉
rdG = 0,

iз урахуванням якого рiвняння руху рiдини в областi набувають ви-
гляду:

ρ
∂vr
∂t

− µ
[1
r

∂

∂r

(
r
∂vr
∂r

)
+
∂2vr
∂z2

− m2

r
vr −

2m

r
vη

]
+
∂p

∂r
= 0, (32)

ρ
∂vη
∂t

− µ
[1
r

∂

∂r

(
r
∂vη
∂r

)
+
∂2vη
∂z2

− m2

r2
vη −

2m

r
vr

]
−mp = 0, (33)

ρ
∂vz
∂t

− µ
[1
r

∂

∂r

(
r
∂vz
∂r

)
+
∂2vz
∂z2

− m2

r2
vz

]
+
∂p

∂z
= 0. (34)

На вiльнiй поверхнi маємо наступнi крайовi умови:

2µ
∂vn
∂n

+ σ
[
− d

ds

(
r
dun
ds

)
+
m2

r
un

]
+ arun − p = 0, (35)

µ
(∂vn
∂s

+
∂vs
∂n

+
dβ

ds
vs

)
+ σ3

[
− d

ds

(
r
dus
ds

)
−m

duη
ds

+ (36)

+
(r′2
r

− r
′′)
us +

r′m
r
uη
)]

+ σ4[−
d

ds

(
r
dus
ds

)
+

+
(r′2
r

+
m2

r
+ r

′′)
us +

2mr′

r
uη

]
= 0,

µ
(
−mvn +

∂vη
∂n

+ sinβvη

)
+ σ3

[
m
dus
ds

+
mr′us
r

+
m2

r
uη

]
+ (37)

+σ4

[
− d

ds

(
r
duη
ds

)
+
(r′2
r

+
m2

r
+ r

′′)
uη +

2mr′

r
us

]
= 0.

На межi L, тобто на твердiй стiнцi порожнини, крайовi умови ма-
тимуть вигляд

un = 0, (38)
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µ
(∂vn
∂s

+
∂vs
∂n

+
dβ

ds
vs

)
+ σ5

[
− d

ds

(
r
dus
ds

)
−m

duη
ds

+ (39)

+
(r′2
r

− r
′′)
us +

r′m
r
uη
)]

+ ftus + σ6[−
d

ds

(
r
dus
ds

)
+

+
(r′2
r

+
m2

r
+ r

′′)
us +

2mr′

r
uη

]
= 0,

µ
(
−mvn +

∂vη
∂n

+ sinβvη

)
+ σ5

[
m
dus
ds

+
mr′us
r

+
m2

r
uη

]
+ (40)

+ftuη + σ6

[
− d

ds

(
r
duη
ds

)
+
(r′2
r

+
m2

r
+ r

′′)
uη +

2mr′

r
us

]
= 0.

Тут σ5 i σ6 вiдповiднi коефiцiєнти, якi пов’язанi з пружнiстю плiвки
рiдини на твердiй стiнцi порожнини.

У точцi перетину лiнiй L i Γ ставляться умови сумiсностi. Позна-
чимо складовi вектор-функцiй перемiщення та швидкостi вiльної по-
верхнi ~u1 i ~v1, а складовi вектор-функцiй перемiщення та швидкостi
твердої стiнки ~u2 i ~v2. Отже, маємо такi умови сумiсностi:

du1n
ds

+ χu1n = 0, (41)

u1η = u2η, u
1
s = u2s cos γ, w

1
η = w2

η, w
1
s = w2

s cos γ. (42)

Крiм записаних вище умов повиннi виконуватися умови в точцi
перетину лiнiй L i Γ:

[
r
du1s
ds

(σ3 + σ4) + (r′u1s +mu1η)(σ3 − σ4)
]
cos γ + (43)

+
[
r
du2s
ds

(σ5 + σ6) + (r′u2s +mu2η)(σ5 − σ6)
]

= 0,

(du1η
ds

− r′u1η −mu1s

)
σ4 +

(du2η
ds

− r′u2η −mu2s

)
σ6 = 0. (44)

8. Висновки

Одержанi вище крайовi умови задачi суттєво змiнюють кiнематику
руху рiдини. Зокрема, унаслiдок умови проковзування з тертям лiнiя
перетину трьох середовищ є рухомою. Замiсть умов вiдсутностi доти-
чних напружень на вiльнiй поверхнi, враховуючи пружнiсть поверх-
невих сил , одержуємо iстотно змiненi крайовi умови. Отже, можна
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очiкувати, що буде змiнена якiсна i кiлькiсна картини течiї рiдини в
околi вiльної поверхнi.
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