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Пiдхiд до розв’язання сингулярних
iнтегральних рiвнянь з вiд’ємним
iндексом

Запропоновано один пiдхiд до розв’язання сингулярних iнте-
гральних рiвнянь з вiд’ємним iндексом та обгрунтовано засто-
сування проекцiйно-iтеративного методу до поставленої задачi.

Proposed one approach to the solution of singular integral equations
with negative index and justifies the application of the projection-
iterative method to the task.

Теорiя сингулярних iнтегральних рiвнянь становить собою роз-
винену галузь математики, iнтерес до якої безперервно зростає, як i
кiлькiсть праць, присвячених подальшому розвитку цiєї теорiї. В пер-
шу чергу, це пов’язано з численними застосуваннями в рiзних галузях
математики, фiзики, механiки, де задачi природним або спецiальним
чином зводяться до сингулярних iнтегральних рiвнянь.

Оскiльки сингулярнi iнтегральнi рiвняння точно розв’язнi лише
у виняткових випадках, в наукових дослiдженнях велика увага при-
дiляється проблемi розробки методiв наближеного обчислення цього
класу рiвнянь. Слiд зауважити, що теорiя наближених методiв для
сингулярних iнтегральних рiвнянь добре вивчена [1-4], але розгля-
дався клас рiвнянь з нульовим iндексом. А тому неодмiнно постає
питання розробки ефективних методiв розв’язання сингулярних iн-
тегральних рiвнянь з ненульовим iндексом.
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В статтi розглядаються сингулярнi iнтегральнi рiвняння з вiд’єм-
ним iндексом, встановлюється зв’язок мiж ними i задачею з параме-
трами для сингулярних iнтегральних рiвнянь та обгрунтовується за-
стосування до такого класу рiвнянь наближених методiв проекцiйно-
iтеративного типу.

Постановка задачi. Розглянемо сингулярне iнтегральне рiвняння

(Ax)(t) = f(t), (1)

де

(Ax)(t) = a(t)x(t) +
b(t)

2π

π∫
−π

x(t)ctg
τ − t

2
dt+

π∫
−π

k(t, τ)x(τ)dτ.

Будемо вважати, що: 2π — перiодичнi функцiї a(t) i b(t) задо-
вольняють умову Гельдера, причому a2(t) + b2(t) = 1 ∀ t ∈

∈ [−π, π],
π∫

−π

π∫
−π

|k(t, τ)|2dtdτ <∞, f ∈ L2[−π, π].

Припустимо, що одиниця — регулярне значення ядра k(t, τ), а iн-
декс рiвняння (1) k < 0, де

k =
1

2π

π∫
−π

d arg
a(t)− ib(t)

a(t) + ib(t)
. (2)

В цьому випадку, як вiдомо [5], неоднорiдне рiвняння (1) розв’язне
тодi i тiльки тодi, коли права частина f(t) задовольняє −k умов

π∫
−π

ψk(t)f(t)dt, k = 1, l, l = −k,

де {ψk(t)}lk=1 — повна система лiнiйно незалежних розв’язкiв сою-
зного однорiдного рiвняння (A′ψ)(t) = 0.

Зведення рiвняння (1) до рiвняння Фредгольма. З метою зве-
дення рiвняння (1) до рiвняння Фредгольма використаємо правий
еквiвалентний регуляризатор оператора A вигляду

(Ry)(t) = a(t)y(t)− b(t)

2π

π∫
−π

y(τ) ctg
τ − t

2
dτ.
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Зробивши замiну x(t) = (Ry)(t) i, беручи до уваги властивiсть
еквiвалентного регуляризатора [5]:

AR = I − T, (3)

рiвняння (1) зводиться до рiвняння з компактним оператором T ви-
гляду

y(t) = (Ty)(t) + f(t). (4)

З теорiї сингулярних iнтегральних рiвнянь [5] випливає, що iндекс
регуляризатора R : k1 > 0, а це означає, що iснують лiнiйно незале-
жнi розв’язки yj(t), j = 1, k1 рiвняння (Ry)(t) = 0. На основi цього
факту i (3) приходимо до висновку, що (Tyj)(t) = yj(t), j = 1, k1
тобто одиниця — власне значення оператора T i рiвняння (4) — це
рiвняння на спектрi.

В цьому випадку побудову розв’язку рiвняння (4) можна замiнити
вiдшуканням розв’язку задачi з параметрами

y(t) +
l∑

j=1

λjξj(t) = (Ty)(t) + f(t), Φs(y) = αs, s = 1, k1. (5)

Слiд зауважити, що Φs(y) = αs, s = 1, k1 — деякi лiнiйнi не-
перервнi функцiонали, i для кожного конкретного випадку їх вибiр
продиктовано умовами прикладної задачi.

При вдалому виборi системи лiнiйно незалежних функцiй
{ξj(t)}lj=1 задачу (5) можна звести до рiвняння типу

ν(t) = (Lν)(t) + h(t), ν(t) = (Qy)(t),

для якого одиниця не буде власним значенням оператора L.

Приклад. Проiлюструємо описаний пiдхiд на прикладi. Розглянемо
характеристичне сингулярне iнтегральне рiвняння

(Ax)(t) ≡ (cos t)x(t) +
sin t

2π

π∫
−π

x(t)ctg
τ − t

2
dτ = f(t). (6)

Iндекс цього рiвняння:

k =
1

2π

π∫
−π

d arg
cos t− i sin t

cos t+ i sin t
= −2.
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Оператор A′, союзний до оператора A, має вигляд

(A′x)(t) ≡ (cos t)x(t)− 1

2π

π∫
−π

sin τx(τ)ctg
τ − t

2
dτ.

Таким чином, умови розв’язностi рiвняння (6)
π∫

−π

f(t)dt = 0,

π∫
−π

sin tf(t)dt = 0.

Вiзьмемо регуляризатор

(Ry)(t) = (cos t) y(t)− sin t

2π

π∫
−π

y(τ)ctg
τ − t

2
dτ,

iндекс якого, знайдений згiдно з (2), k1 = 2 = −k.
Отже, iснують двi лiнiйно незалежнi функцiї y1(t) = sin t,

y2(t) = 1− cos 2t, такi що (Ry1)(t) = 0, (Ry2)(t) = 0.
Зробимо замiну x(t) = (Ry)(t) в (6), в результатi чого приходимо

до рiвняння вигляду (4). Безпосередньою перевiркою встановлено, що

T (sin t) = sin t− (AR)(sin t) = sin t,

T (1− cos 2t) = 1− cos 2t− (AR)(1− cos 2t) = 1− cos 2t.

Таким чином, одиниця — власне значення оператора T , а sin t,
1− cos 2t — власнi функцiї, що вiдповiдають цьому власному значен-
ню.

Розглянемо задачу з параметрами

(Ax)(t) + λ1 sin t+ λ2(1− cos 2t) = f(t),

π∫
−π

tx(t)dt = a,
π∫

−π
t2x(t)dt = b.

Пiсля замiни x(t) = (Ry)(t), приходимо до задачi

y(t) + λ1 sin t+ λ2(1− cos 2t) = (Ty)(t) + f(t),

π∫
−π

(t cos t− 2π)y(t)dt = a,
π∫

−π
t2(cos t)y(t)dt = b.

(7)
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Тут використана вiдома властивiсть [5]:
π∫

−π

φ(t)(Rψ)(t)dt =

π∫
−π

(R′φ)(t)ψ(t)dt,

де R′ — оператор, союзний до оператора R, внаслiдок чого
R′(t) = t cos t− 2π, R′(t2) = t2 cos t.

Використовуючи результати [6], задачу (7) можна звести до рiв-
няння

u(t) = (Mu)(t) + g(t), M = T − S, (8)

(Su)(t) = sin t
π∫

−π

(
9

2
τ2 cos τ − 9

π
τ cos τ + 4

)
u(τ)dτ+

+
9

16π
(1− cos 2t)

π∫
−π

τ2 cos τu(τ)dτ,

g(t) =

(
9b

2
− 2a

π

)
sin t− 9b

16π
(1− cos 2t) + f(t).

Неважко переконатися, що

M(sin t) = 0, M(1− cos 2t) = 0.

Таким чином, sin t i 1− cos 2t не будуть власними функцiями опе-
ратора M , отже, вiд рiвняння (4) на спектрi прийшли до рiвняння
(8) не на спектрi.

Проекцiйно-iтеративний метод. До задачi (5) встановлено умо-
ви розв’язностi [6] i обґрунтовано застосування до неї наближених
методiв. Так, згiдно з проекцiйно-iтеративним методом, послiдовнi
наближення будуються за формулою

xk(t) = (Ryk)(t),

в якiй yk(t) знаходимо iз задачi

yk(t) +
l∑

j=1

λkj ξj(t) = uk(t),
π∫

−π
(R′ηs)(t)yk(t)dt = αs, s = 1, l,

uk(t) = zk(t) + f(t)− (ARzk)(t)

zk(t) = yk−1(t) + ωk(t).
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Поправку ωk(t) шукаємо у виглядi

ωk(t) =

n∑
i=1

aki ζi(t),

а невiдомi коефiцiєнти aki , i = 1, n визначаємо з умови

π∫
−π

(
uk − uk−1 −

n∑
i=1

aki φi

)
(t)ψj(t)dt = 0, j = 1, n.

Тут {φi(t)}ni=1, {ψi(t)}ni=1 заданi системи лiнiйно незалежних фун-
кцiй. Початкове наближення y0(t) визначаємо iз задачi (5), за умови,
що k = 0, а функцiю u0(t) задаємо довiльним чином.
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