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Модальний пiдхiд до задачi
керування

Для получения почти консервативной асимптотически устойчи-
вой системы 4-го порядка с двумерным вектором управления пре-
дложен модальный подход. Приведен пример, иллюстрирующий
данный подход, в котором за основу выбрана модель, описываю-
щая поведение гироскопического стабилизатора.

An algorithm for the using of the modal approach to the 4th
order system with a two-dimensional control vector in order to
obtain almost conservative asymptotically stable system. An example
illustrating this approach, based on a system of differential equations
describing the behavior of the gyroscopic stabilizer.

У роботах [1], [2] дослiджувалася задача конструювання керува-
ння у виглядi зворотного зв‘язку, з метою отримання майже консе-
рвативної системи. Було знайдено умови при яких можлива побудова
такого керування.

Розглянемо цю ж задачу з точки зору модального керування, коли
заздалегiдь можна задати бажане розташування коренiв характери-
стичного рiвняння [3], [4], [5], [7].

Розглянемо [3–7] процес побудови модального керування для лi-
нiйної стацiонарної системи вигляду

ẋ = (F0 + εF1)x+Gu, (1)
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де x = [x1, ..., x2n]
T — 2n-вимiрний вектор стану, u = [u1, ..., um]T

— m-вимiрний вектор керувань, ε — малий параметр; F0,
F1 ∈ ℜ2n×2n, G ∈ ℜ2n×m. Припустимо, що система не є майже консе-
рвативною, тобто FT0 ̸= −F0 або det(F0) = 0.

Задамося метою отримати в результатi дослiджень, майже консе-
рвативну та асимптотично стiйку систему. Оберем наступний вигляд
вектора u

u = −(K0 + εK1)x = −Kx. (2)

Перший доданок цього вектора буде вiдповiдати за отримання май-
же консервативної системи, а другий — за асимптотичну стiйкiсть
замкненої системи. З (1)–(2) матимемо

ẋ = (F0 −GK0 + ε(F1 −GK1))x = (A0 + εA1)x = Ax. (3)

При цьому бажано, щоб матрицяA0 була кососиметричною або зводи-
лася до такої за допомогою неособливого перетворення. Також нехай
det(A0) ̸= 0.

Згiдно з теорiєю модального керування можна для керованих си-
стем заздалегiдь вибрати бажаний вид характеристичного многочле-
на системи, замкненої зворотним зв’язком за станом. Тому вимага-
тимемо, щоб коренi характеристичного многочлена матрицi A були
комплексно спряженими з вiд’ємними дiйсними частинами.

Запропонуємо покроковий опис застосування модального пiдходу
для системи четвертого порядку з двовимiрним вектором керування.

I. Перевiрка умови повної керованостi системи {F,G}, як необхi-
дної та достатньої.

II. Побудова матрицi K0, з метою отримання характеристичного
многочлена матрицi F0 −GK0 вигляду

A0(λ) = (λ2 + ω2
1) · (λ2 + ω2

2) = λ4 + (ω2
1 + ω2

2) · λ2 + ω2
1 · ω2

2 (4)

Зауваження 1. Необхiдною умовою визначення K0, є виконання
умови повної керованостi системи {F0, G}.

Зауваження 2. Розв‘язок задачi побудови модального керування
для системи з двома входами виконують у два етапи. На першому,
пiдбирається такий зворотний зв‘язок за станом, щоб отримана си-
стема була керована за допомогою одного входу. Цей факт випливає
з теореми [7].
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На другому етапi будується керування для системи з одним вхо-
дом.

Отже,
1. Матрицю K0 представляємо у виглядi

K0 =M0 +M1, (5)

причому M0 повинна бути обрана таким чином, щоб пара матриць
{F0 − GM0, gi} була керована. gi — вiдмiнний вiд нуля стовпець ма-
трицi G; i = 1, або i = 2.

2. Складаємо матрицю керованостi для пари {F0 − GM0, gi} за
формулою

R0 = (gi, (F0 −GM0) · gi, (F0 −GM0)
2 · gi, (F0 −GM0)

3 · gi). (6)

3. Позначаємо через M11 перший рядок матрицi M1, яка має ви-
гляд

M1 =

[
m1

11 m1
12 m1

13 m1
14

0 0 0 0

]
. (7)

4. Далi застосовуємо алгоритм синтезу одновимiрних модальних
регуляторiв. Обчислюємо коефiцiєнти передачi регулятора в кано-
нiчному базисi, як рiзницю вiдповiдних коефiцiєнтiв бажаного хара-
ктеристичного многочлена A0(λ) (4) i характеристичного многочлена
матрицi F0 −GM0

λ4 +m3λ
3 +m2λ

2 +m1λ+m0. (8)

Результати записуємо у виглядi вектора - рядка

M̃11 =
[
ω2
1 · ω2

2 −m0 −m1 ω2
1 + ω2

2 −m2 −m3

]
. (9)

5. Для полiнома (8) складаємо канонiчну пару { ˜F0 −GM0, g̃} виду

˜F0 −GM0 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−m0 −m1 −m2 −m3

 , g̃ =


0
0
0
1

 , (10)

i обчислюємо для неї матрицю керованостi R̃0 в канонiчному базисi.
6. За формулою P0 = R̃0 ·R−1

0 , обчислюємо матрицю перетворення
пари {F0 −GM0, gi} в пару { ˜F0 −GM0, g̃}.
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7. Знайшовши M11 за формулою M11 = M̃11 ·P , запишемо другий
компонент матрицi K0, а саме M1.

8. Обчислюємо K0.
III. Побудова асимптотично стiйкої системи. Для цього бажаний

характеристичний многочлен матрицi A = A0 + εA1, задаємо у ви-
глядi

A(λ) = (λ+ ω)4 = λ4 + 4λ3ω + 6λ2ω2 + 4λω3 + ω4. (11)

Зауваження 3. Вiдзначимо, що послiдовнiсть виконання всiх крокiв
по знаходженню K, повнiстю збiгається з послiдовнiстю знаходження
K0.

Зауваження 4. Як вже зазначалося вище для системи з двома вхо-
дами, матрицю керування розшукують у виглядi суми двох матриць
(5). Пропонується, в якостi першого доданка використовувати вже
знайдену матрицю K0 i далi будувати модальне керування для си-
стеми {F −GK0, gi} з одним входом.

Застосування модального пiдходу до моделi керованого гi-
ростабiлiзатора. Для iлюстрацiї пропонованого пiдходу побудови
модального керування, виберемо за основу систему диференцiальних
рiвнянь, яка описує поведiнку гiроскопiчного стабiлiзатора при малих
значеннях змiнних x i y [6]

J(β0)
d2x

dt2
+H cosβ0

dy

dt
=M,

B0
d2y

dt2
−H cosβ0

dx

dt
= 0.

(12)

Переписавши дану систему у виглядi (1), отримаємо матрицю ко-
ефiцiєнтiв

F0 + εF1 =


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

+ cosβ0


0 0 0 0
0 0 0 − H

J(β0)

0 0 0 0
0 H

B0
0 0

 , (13)

та керування u =M

G =


0
1

J(β0)

0
0

 . (14)
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(Для скорочення запису, у подальшому, замiнимо J(β0) на J , B0 на
B).

Але, у такому виглядi система не є керованою. Матриця керова-
ностi

U = (G,FG,F 2G,F 3G) =

=


0 1

J 0 −H2·cos2(β0)
J2B

1
J 0 −H2·cos2(β0)

J2B 0

0 0 H·cos(β0)
JB 0

0 H·cos(β0)
JB 0 −H3·cos3(β0)

J2B2

 (15)

має ранг рiвний трьом.
Будемо вважати, що на гiростабiлiзатор дiє також момент N . Вiн

i буде другим керуванням, тобто u1 =M , u2 = N .

J(β0)
d2x

dt2
+H cosβ0

dy

dt
=M,

B0
d2y

dt2
−H cosβ0

dx

dt
= N.

(16)

Тодi

Gu =


0 0
0 1

J
0 0
1
B 0

 ·
[
u1
u2

]
. (17)

Для нової матрицi G умова повної керованостi виконується, а, зна-
чить, можна переходити до виконання пункту II нашого алгоритму
— конструювання матрицi K0. (Система {F0, G} — також повнiстю
керована).

Отже,
1. Виберемо матрицю M0 у виглядi

M0 =

[
m0

11 0 0 0
0 0 m0

23 0

]
. (18)

Запишемо

F0 −GM0 =


0 1 0 0

0 0
−m0

23

J 0
0 0 0 1

−m0
11

B 0 0

 , g1 =


0
0
0
1
B

 . (19)
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g1 — перший стовпець матрицi G.
2. Складемо матрицю керованостi для пари {F0 −GM0, g1}

R0 =


0 0 0 −m0

23

JB

0 0 −m0
23

JB 0
0 1

B 0 0
1
B 0 0 0

 . (20)

3. Позначимо черезM11 перший рядок матрицiM1, яка має вигляд
(7).

4. Обчисливши характеристичний полiном матрицi F0 −GM0

λ4 − m0
23m

0
11

JB
(21)

запишемо

M̃11 =
[
ω2
1 · ω2

2 +
m0

23m
0
11

JB 0 ω2
1 + ω2

2 0
]
. (22)

5. Для полiнома (21) складемо канонiчну пару { ˜F0 −GM0, g̃1}, де

˜F0 −GM0 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

m0
23m

0
11

JB 0 0 0

 , g̃1 =


0
0
0
1

 , (23)

i обчислимо для неї матрицю керованостi R̃0 в канонiчному базисi:

R̃0 =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 . (24)

6. Знаходимо матрицю P0 перетворення пари {F0 − GM0, g1} в
пару { ˜F0 −GM0, g̃1} ,

P0 = R̃0 ·R−1
0 =


− BJ
m0

23
0 0 0

0 − BJ
m0

23
0 0

0 0 B 0
0 0 0 B

 . (25)
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7. Обчисливши

M11 = M̃11 · P0 =
[
−ω2

1 ·ω
2
2BJ

m0
23

−m0
11 0 (ω2

1 + ω2
2) ·B 0

]
, (26)

запишемо другий компонент матрицi K0, а саме

M1 =

[
−ω2

1 ·ω
2
2BJ

m0
23

−m0
11 0 (ω2

1 + ω2
2) ·B 0

0 0 0 0

]
. (27)

8. Шукана матриця K0 має вигляд

K0 =

[
−ω2

1 ·ω
2
2BJ

m0
23

0 (ω2
1 + ω2

2) ·B 0

0 0 m0
23 0

]
, (28)

тому можна обчислити перший доданок нової замкнутої системи, а
саме матрицю A0. Маємо

A0 =


0 1 0 0

0 0 −m0
23

J 0
0 0 0 1

ω2
1 ·ω

2
2J

m0
23

0 −ω2
1 − ω2

2 0

 . (29)

Визначник цiєї матрицi det(A0) = ω2
1 · ω2

2 ̸= 0, характеристичний
полiном спiвпадає з (4).

При виконаннi пункту III запишемо тiльки основнi промiжнi ре-
зультати та остаточну шукану матрицю K.

Отже, характеристичний многочлен матрицi F −GK0 має вигляд

λ4 + λ2 ·
(
ω2
1 + ω2

2 +
H2 cos2 β0

BJ

)
+

+λ ·
(
H cosβ0m

0
23

BJ
+
ω2
1ω

2
2H cosβ0
m0

23

)
+ ω2

1ω
2
2 . (30)

Матриця P перетворення пари {F − GK0, g1} в канонiчну пару
{ ˜F −GK0, g̃1} буде такою:

P =


− BJ
m0

23

BJH cos β0

m02
23

BH2 cos2 β0

m02
23

0

0 − BJ
m0

23
−BH cos β0

m0
23

0

0 0 B 0
0 0 0 B

 . (31)
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I, нарештi, другий доданок матрицi K:

εK1 =

[
− (ω4−ω2

1ω
2
2)BJ

m0
23

ω4BJH cos β0

m02
23

− 4ω3BJ
m0

23
+H cosβ0

0 0

ω4BH2 cos2 β0

m02
23

− 4ω3BH cos β0

m0
23

+ (6ω2 − ω2
1 − ω2

2)B 4ωB

0 0

]
. (32)

Пiдсумовуючи знайденi K0 i εK1 запишемо вид шуканої матрицi

K =

[
−ω4BJ

m0
23

ω4BJH cos β0

m02
23

− 4ω3BJ
m0

23
+H cosβ0

0 0

ω4BH2 cos2 β0

m02
23

− 4ω3BH cos β0

m0
23

+ 6ω2B 4ωB

m0
23 0

]
. (33)

В результатi дiї знайденого керування, отримали замкне-
ну асимптотично стiйку систему, з матрицею коефiцiєнтiв
A = A0 + εA1 виду

A =


0 1 0 0

0 0 −m0
23

J 0
0 0 0 1

ω2
1ω

2
2J

m0
23

0 −ω2
1 − ω2

2 0

+

+


0 0
0 0
0 0

ω4J
m0

23
− ω2

1ω
2
2J

m0
23

−ω4JH cos β0

m02
23

+ 4ω3J
m0

23

0 0

0 −H cos β0

J
0 0

−ω4H2 cos2 β0

m02
23

+ 4ω3H cos β0

m0
23

− 6ω2 + ω2
1 + ω2

2 −4ω

 . (34)

Зауважимо, якщо в (18) покласти m0
23 = −J , то значно спрощує-

ться вид усiх матриць. А саме

K0 =

[
ω2
1ω

2
2B 0 (ω2

1 + ω2
2)B 0

0 0 −J 0

]
, (35)
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A0 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−ω2
1ω

2
2 0 −ω2

1 − ω2
2 0

 , (36)

K =

[
ω4B ω4BH cos β0

J + 4ω3B +H cosβ0
ω4BH2 cos2 β0

J2 +
0 0

+4ω3BH cos β0

J + 6ω2B 4ωB
−J 0

]
. (37)

I, нарештi, матриця коефiцiєнтiв замкненої системи

A =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−ω2
1ω

2
2 0 −ω2

1 − ω2
2 0

+

+


0 0
0 0
0 0

−ω4 + ω2
1ω

2
2 −ω4H cos β0

J − 4ω3

0 0

0 −H cos β0

J
0 0

−ω4H2 cos2 β0

J2 − 4ω3H cos β0

J − 6ω2 + ω2
1 + ω2

2 −4ω

 (38)

Проаналiзуємо сили, що дiють на початкову i нову замкнуту си-
стеми. Згiдно класифiкацiї сил, описаної в [8], маємо, що на початко-
ву систему дiють тiльки гiроскопiчнi сили. Вiдповiдна матриця має
вигляд

G =

[
0 H cosβ0

−H cosβ0 0

]
. (39)

На нову систему, з матрицею коефiцiєнтiв (38) дiють дисипативнi,
гiроскопiчнi, потенцiйнi сили та сили радикальної корекцiї з вiдпо-
вiдними матрицями:

B =

[
0

H cos β0

2 + ω4H cos β0J
2 + 2ω3J2
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H cos β0

2 + ω4H cos β0J
2 + 2ω3J2

4ωJ2

]
, (40)

G =

[
0

−H cos β0

2 + ω4H cos β0J
2 + 2ω3J2

H cos β0

2 − ω4H cos β0J
2 − 2ω3J2

0

]
, (41)

C =

[
0 −J+J2ω4

2
−J+J2ω4

2
ω4J2 cos2 β0

2 − 2ω3H cosβ0J + 3ω2J2

]
, (42)

P =

[
0 −J−J2ω4

2
J+J2ω4

2 0

]
. (43)
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