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Дослiдження коливань рiдини з
вiльною поверхнею в гiперболiчному
резервуарi

Розглядається задача моделювання коливань рiдини з вiльною
поверхнею в двохпорожнинному гiперболоїдi. Дослiджено вплив
глибини рiдкого наповнення на власнi частоти коливань двох по-
рожнинного гiперболоїда. Порiвняно залежнiсть гiдродинамiчних
коефiцiєнтiв вiд глибини заповнення та кута напiврозчину асим-
птотичного конуса з гiперболiчним резервуаром. Визначено межу
та ступiнь впливу нижнього днища (глибини заповнення) на ве-
личину частоти власних коливань рiдини. Проведено оцiнку по-
хибок отриманих результатiв.

Вступ. Розглядається задача коливань рiдини з вiльною поверхнею
в резервуарi, що має форму двохпорожнинного гiперболоїда. Задача
про збурений рух твердого тiла, частково заповненого рiдиною, мо-
же бути приведена до розв’язку двох крайових задач математичної
фiзики [4, 5]. Перша з них є задачею про визначення власних зна-
чень i складається iз знаходження значень частотного параметра λ
(власних значень), для яких iснують ненульовi розв’язки φ рiвняння

∆φ = 0 в τ,
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що задовольняє крайовим умовам

∂φ

∂n
= 0 на Σ0,

∂φ

∂z
= λφ на S0. (1)

Друга задача є задачею Неймана i може бути представлена у виглядi:

∆φ = 0 в τ,

∂φ

∂n
= 0 на Σ,

∂η

∂t
= −

∂φ

∂n
∥∇⃗η∥

на S (2)

∂φ

∂t
+

1

2

(
∇⃗φ
)
+ U = 0 на S,

Рух описується в декартовiй системi координат Oxyz, пов’язанiй з
резервуаром. Для опису коливань обмеженого об’єму рiдини у ре-
зервуарi введенi наступнi позначення: τ – область, яку займає рiди-
на, S – вiльна поверхня рiдини, Σ – змочувана стiнка резервуару,
η(x, y, z, t) = 0 – рiвняння вiльної поверхнi рiдини, U – потенцiйна
енергiя зовнiшнiх сил, що дiють на рiдину.

Об’єкт дослiдження. Математичне формулювання задачi динамi-
ки системи резервуар-рiдина з вiльною поверхнею є сукупнiстю кiне-
матичних i динамiчної граничних умов. Кiнематичнi умови необхiдно
задовольнити до застосування варiацiйного принципу i динамiчної
граничної умови. При цьому динамiчна гранична умова є природною
для варiацiйного принципу Гамiльтона-Остроградського.

Першим етапом розв’язання нелiнiйної задачi про коливання рi-
дини є введення недекартової параметризацiї областi, яку займає рi-
дина [4]. В нових параметрах рiдина набуває цилiндричної форми i
це дає можливiсть представити рiвняння вiльної поверхнi в розв’яза-
ному щодо однiєї з координат виглядi.

Варiацiйне формулювання класичної задачi про визначення ча-
стот та форм коливань (1) має вигляд:

δI = 0, где I =

∫
τ0

(∇⃗φ)2dτ − λ

∫
S0

φ2dS. (3)
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Для знаходження мiнiмуму функцiоналу (3) застосовується метод Рi-
тца [1].

Розклад потенцiалу швидкостей представляємо як лiнiйну комбi-
нацiю базисних функцiй wk :

φ ∼ w
(m)
k (r, z)

sin(mθ)
cos(mθ)

; (4)

де w(m)
k (r, z) є системою гармонiчних полiномiв [4], якi одержуються

з фундаментальних розв’язкiв рiвняння Лапласа для сферичної си-
стеми координат, перетвореними до цилiндричної системи. Цi функцiї
взагалi не залежать вiд геометрiї областi i для їх обчислення, а також
визначення їх похiдних iснують вiдповiднi рекурентнi спiввiдношен-
ня [4]. Це дозволяє легко отримувати функцiї та їх похiднi навiть для
великих iндексiв, що важливо при комп’ютернiй реалiзацiї. Прийня-
тий розклад задовольняє вимогам повноти, ортогональностi та гар-
монiчностi, проте не задовольняє кiнематичним граничним умовам
на твердих стiнках i на вiльнiй поверхнi.

Оскiльки умова неперетiкання на входить у постановку задачi (1),
тобто не накладається нiяких обмежень на рух рiдини вище рiвня не-
збуреної вiльної поверхнi, для успiшного розв’язання нелiнiйної зада-
чi застосовується метод допомiжної областi [1,2]. При цьому у якостi
базису приймаються не форми коливань рiдини з вiльною поверх-
нею, а близькi до них функцiї, якi додатково задовольняють умовам
розв’язностi задачi. Першим етапом в алгоритмi побудови системи
базисних функцiй є додаткове збiльшення глибини заповнення резер-
вуару ∆τ , де ∆τ вибирається на основi вимог умови неперетiкання
на продовженнi змочуваної стiнки бака, куди можуть досягати гребнi
хвиль. Класичним методом розв’язується задача для областi τ +∆τ .
Знайдений розв’язок уточнюється методом iтерацiй, а функцiї з одна-
ковим окружним номером ортогоналiзуються. Для оцiнки частотних
характеристик i контролю власнi числа для кожної функцiї визнача-
ються за методом Релея.

По аналогiї з розв’язками задач для iнших форм резервуарiв для
розв’язання нелiнiйної задачi застосовувались такi координатнi фун-
кцiї:

ψ1 = ψ∗
11 sin θ;ψ2 = ψ∗

11 cos θ;ψ3 = ψ∗
01;ψ4 = ψ∗

21 sin 2θ;

ψ5 = ψ∗
21 cos 2θ;ψ6 = ψ∗

02;ψ7 = ψ∗
31 sin 3θ;ψ8 = ψ∗

31 cos 3θ;
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ψ9 = ψ∗
12 sin θ;ψ10 = ψ∗

12 cos θ;

де ψ∗
mk – розв’язок задачi про уточнене визначення форми коли-

вань рiдини кутового номера m, якому вiдповiдає k-е власне число
(прийнято розташування координатних функцiй вiдповiдно до зро-
стання власних чисел). На основi модифiкацiйного методу допомi-
жної областi ранiше були побудованi координатнi функцiї для розв’я-
зання задачi про нелiнiйнi коливання рiдини в конiчному, сферично-
му, параболiчному та цилiндричному (для порiвняння) баках. Отри-
манi функцiї з точнiстю 10−5 i вище задовольняли умовi неперетiка-
ння на стiнках резервуару, i з точнiстю порядку 10−3 на продовженнi
стiнки над вiльною поверхнею.

Дискретна модель системи “гiперболiчний резервуар – рiдина з
вiльною поверхнею“ у виглядi системи звичайних нелiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь другого порядку – рiвнянь сумiсного руху си-
стеми “резервуар – рiдина“ в амплiтудних параметрах та параметрах
руху несучого тiла на основi методики робiт [1, 2] має вигляд:∑

i

äi

{
V 1
ri +

∑
j

ajV
2
rij +

∑
i,j

aiajV
3
rijk

}
+ (5)

+¨⃗ε ·
{
U⃗1
r +

∑
i

aiU⃗
2
ri +

∑
i,j

aiajU⃗
3
rij +

∑
i,j,k

aiajakU⃗
4
rijk

}
=

=
∑
i,j

ȧiȧjV
2∗
ijr +

∑
i,j,k

ȧiȧjakV
3∗
ijkr − g

{∑
i

aiW
2
ir+

+
3

2

∑
i,j

aiajW
3
ijr +

∑
i,j,k

W 4
ijkr

}
,

ρ

MT +MF

{∑
i

äi

[
U⃗1
i +

∑
i,j

ajU⃗
2
i,j +

∑
i,j,k

ajakU⃗
3
ijk

]}
+ ¨⃗ε = (6)

=
F⃗

MT +MF
− gk⃗ − ρ

MT +MF

∑
i,j

ȧiȧj

{
U⃗2
ij + 2

∑
k

ȧkU⃗
3
ijk

}
.

де ρ – щiльнiсть рiдини, g – прискорення гравiтацiйних сил, MF та
MT – маси рiдини та резервуару вiдповiдно.

Рiвняння (5) описують динамiку амплiтуд коливань вiльної по-
верхнi рiдини, а рiвняння (6) – динамiку резервуару, який рухається
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поступально. Сумiсний рух резервуару з рiдиною повнiстю характе-
ризується незалежними узагальненими координатами ai та ε⃗ .

Для визначення власної частоти коливань механiчної системи “гi-
перболiчний резервуар – рiдина з вiльною поверхнею“, у вiдповiдностi
до загальної теорiї коливань [3] , представимо рiвняння руху (5 – 6)
у лiнеаризованому виглядi для першої антисиметричної форми. Вва-
жаємо, що рух може здiйснюватися в горизонтальному напрямi по
координатi εy

ä1V
1
11 + ε̈yU

1
1 + gaiW

2
ir = 0 (7)

ρ

MT +MF
ä1U

1
1 + ε̈y = 0 (8)

з урахуванням позначень

λ1 =
U1
1

V 1
11

;λ2 =
ρU1

1

MT +MF

представимо у канонiчному виглядi:

ä1 + λ1ε̈y + a1ω
2
1 = 0 (9)

λ2ä1 + ε̈y = 0 (10)

Помножимо рiвняння (10) на , вiднiмемо вiд (9)

ä1(1− λ1λ2) + a1ω
2
1 = 0

i представимо у канонiчному виглядi:

ä1 +
ω2
1

1− λ1λ2
a1 = 0.

Отримаємо формулу для представлення власної частоти механiчної
системи “гiперболiчний резервуар – рiдина з вiльною поверхнею“:

ω∗ =
ω1√

1− λ1λ2
(11)

Власна частота системи при збiльшеннi маси резервуару MT буде
наближатися до власної частоти ω1 першої антисиметричної форми,
оскiльки при збiльшеннi MT механiчнi в’язi стають бiльш слабки-
ми. Це пiдтверджує вiдому теорему механiки: при додаваннi механi-
чних в’язей частота зростає. Значення безрозмiрної власної частоти
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ω∗

ω1
механiчної системи “гiперболiчний резервуар – рiдина з вiльною

поверхнею“ в залежностi вiд спiввiдношення мас резервуару та рiди-
ни наведено на Рис. 1 (при цьому рiвняння утворюючої резервуару
має вигляд r = a

b

√
(x+H + c)2 − c2).

а) 0 < MT

MF
< 100 б) 0 < MT

MF
< 1

Рис. 1. Залежнiсть коефiцiєнту власної частоти системи вiд
вiдношення мас резервуару та рiдини.

Результати чисельного розв’язку. Розглянемо результати розв’я-
зання задачi для резервуару, що має форму гiперболоїда з рiвнян-
ням утворюючої r = a

b

√
(x+H + c)2 − c2 з вертикальною вiссю OZ.

Розв’язок задачi побудований на основi розкладу по 22 гармонiчних
полiномах. Для всiх випадкiв приймали MT = 0, 1MF , R = 1 зна-
чення константи ρ було обране як для води. Алгебраїчна проблема
власних чисел розв’язувалась при ε = 10−19. Модифiкований метод
використовувався при ∆H = 0.2R (значення ∆H визначає розмiр
допомiжних областей ∆Σ та ∆τ).

Графiчнi залежностi частотного параметру вiд вiдносної глибини
заповнення гiперболiчного резервуару для форм m = 1, k = 1;m =
2, k = 1;m = 0, k = 1 (Рис. 2а). Як видно з графiкiв залежнiсть
частоти вiд глибини наближається до деякого асимптотичного зна-
чення. Графiки демонструють, що на великих глибинах (H ≫ 2R)
частота майже не залежить вiд H. На Рис. 2б приведенi результати
залежностi частотного параметру вiд вiдносної глибини заповнення
гiперболiчного резервуару r = a

b

√
(x+H + c)2 − c2 (суцiльна крива)
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та усiченого асимптотичного конусу r = a
c (x+H + c) (штрихова) для

форм m = 1, k = 1.

а) для трьох перших форм б) для форми m=1, k=1

Рис. 2. Залежнiсть частот вiд вiдносної глибини заповнення.

а) власна частота системи б) коефiцiєнт власної частоти

Рис. 3. Залежнiсть гiдродинамiчних коефiцiєнтiв вiд вiдносної
глибини заповнення.
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а) коефiцiєнт iнерцiйного зв’язку б) коефiцiєнт приєднаних мас

Рис. 4. Залежнiсть гiдродинамiчних коефiцiєнтiв вiд вiдносної
глибини заповнення.

а) власна частота системи б) коефiцiєнт власної частоти системи

Рис. 5. Залежнiсть гiдродинамiчних коефiцiєнтiв вiд кута
конусностi.
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а) коефiцiєнт iнерцiйного зв’язку б) коефiцiєнт приєднаних мас

Рис. 6. Залежнiсть гiдродинамiчних коефiцiєнтiв вiд кута
конусностi.

Результати приведенi для однакових вiдносних глибин заповнення
резервуарiв. В областi малих заповнень, коли кривизна стiнок резер-
вуару незначна, значення частот майже спiвпадають, а iз зростан-
ням вiдносної глибини значення частот розбiгаються. Це пояснюється
впливом кривизною стiнок гiперболiчного резервуару i розбiжнiстю
у радiусах вiльних поверхонь резервуарiв при однакових глибинах.

На Рис. 3 та 4 наведена залежнiсть гiдродинамiчних коефiцiєнтiв
вiд глибини заповнення резервуару. Рис. 3а iлюструє при малих рiв-
нях заповнення вiдмiннiсть у залежностi власної частоти системи в
усiченому асимптотичному конусi у порiвняннi з графiком гiперболої-
да (Рис. 3а). Це пояснюється наявнiстю днища в першому резервуарi.
Як показано на Рис. 3б форма дна резервуару не впливає на зале-
жнiсть значень коефiцiєнта власної частоти при великих значеннях
глибини заповнення (H ≫ 2R). Графiки на Рис. 4 демонструють зале-
жнiсть коефiцiєнтiв, якi визначаються рухомiстю рiдини. На Рис. 4а
приведена залежнiсть коефiцiєнту iнерцiйного зв’язку несучого тiла
i рiдини вiд глибини рiдинного заповнення усiченого асимптотичного
конуса i двопорожнинного параболоїда. Графiчнi залежностi майже
спiвпадають в дiапазонi H ≫ 2R. Рис. 4б демонструє змiну коефiцiєн-
ту приєднаних мас рiдини. Графiки свiдчать, що суттєва розбiжнiсть
значень присутня в дiапазонi H/R0 ∈ [0, 3; 2].

Дослiджувалась задача про вплив кута нахилу стiнок резервуару
на значення гiдродинамiчних коефiцiєнтiв (Рис. 5,6). Для обох ви-
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падкiв резервуарiв до кута напiврозчину 60o коефiцiєнти iнерцiаль-
ного зв’язку несучого тiла та рiдини майже спiвпадають (Рис. 5а),
iз збiльшенням кута, тобто коли стiнки бака бiльш розгорнутi, вiд-
мiннiсть збiльшується. Рисунок 6 мiстить графiки змiни першої ча-
стоти (Рис. 6а) та приєднаної маси (Рис. 6б) в залежностi вiд кута
напiврозчину двохпорожнинного гiперболоїда та усiченого асимпто-
тичного конуса. На Рис. 6а показано, що для значень кутiв бiльше 30o
частоти близькi за значенням. Це пов’язано з тим, що при малих ку-
тах нахилу стiнок гiперболiчний та конiчний резервуари мають рiзнi
радiуси вiльної поверхнi.

Висновки. Розглянуто застосування модифiкованої схеми визначен-
ня частот i форм коливань рiдини з вiльною поверхнею в резервуарух,
що мають форму двопорожнинного гiперболоїда. На вiдмiну вiд кла-
сичної постановки задачi додатково задовольняються умови розв’я-
зностi задачi. Частотнi характеристики для кожної функцiї визнача-
лися за методом Релея. Проаналiзовано графiчнi залежностi гiдро-
динамiчних характеристик, що визначаються рухомiстю рiдини, вiд
глибини заповнення та змiни кута напiврозчину асимптотичного ко-
нуса для гiперболiчних резервуарiв у порiвняннi з баками, що мають
форму усiченого конуса. Показано, що iз збiльшенням глибини рiди-
ни швидко зменшується вплив форми резервуару на характер руху
вiльної поверхнi. Продемонстровано, що при малих кутах конусностi
змiна форми резервуару майже не впливає на значення коефiцiєнтiв
iнерцiйного зв’язку. При великих кутах нахилу стiнок резервуарiв
частоти мають близькi значення.
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