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Аналiтичний вираз оптимального
керування для системи двох
зв’язаних керованих майже
консервативних осциляторiв ∗

В данной работе система двух связанных управляемых осци-
лляторов рассматривается как почти консервативная система.
Для неё исследована задача оптимального управления в виде
обратной связи с квадратичным критерием качества. Примене-
но асимптотическое разложение матрицы-решения по малому па-
раметру. Для нахождения решений получена бесконечная систе-
ма матричных уравнения типа Риккати, которая решена двумя
способами. Приведен алгоритм нахождения оптимального управ-
ления с использованием матричных следов.

In this paper, the system of two coupled controlled oscillators is consi-
dered as almost conservative system. The optimal control problem
is studied in the form of feedback with quadratic quality criterion.
Asymptotic expansion of the matrix solution to a small parameter is
applied.To find the solutions we obtain an infinite system of matrix
Riccati type equations, which is solved in two ways. An algorithm for
finding the optimal control using matrix trace is given.
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1. Постановка задачi. В аналiтичному виглядi знаходиться опти-
мальне керування для майже консервативної системи двох зв’язаних
осциляторiв [1]

ẋ = (F0 + εF1)x+ εC1u, (1)

де

F0 =

[
0 W

−W 0

]
, F1 =

[
0 0

MBW−1M−1 MAM−1

]
,

C1 =

[
0

MC

]
, (2)

або

F0 =


0 0 ω1 0
0 0 0 ω2

−ω1 0 0 0
0 −ω2 0 0

 , C1 =


0 0
0 0

m11c1 0
0 m22c2

 ,

F1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
b11
ω1

m11b12
m22ω2

a11
m11a12
m22

m22b21
m11ω1

b22
ω2

m22a21
m11

a22

 .
(3)

Система (1) є матричним записом рiвнянь двох зв’язаних керова-
них осциляторiв:

q̈1 + ω2
1q1 = ε(a11q̇1 + b11q1 + a12q̇2 + b12q2 + c1u1),

q̈2 + ω2
2q2 = ε(a21q̇1 + b21q1 + a22q̇2 + b22q2 + c2u2),

(4)

де qi — узагальненi координати, aii, bii, wi, ci — сталi коефiцiєнти,
ui — керування, i ∈ {1; 2}, ε — малий параметр, або у матричному
виглядi

q̈ +W 2q = ε(Aq̇ +Bq + Cu), (5)

де

W =

[
ω1 0
0 ω2

]
∈ R2×2, A =

[
a11 a12
a21 a22

]
∈ R2×2,

B =

[
b11 b12
b21 b22

]
∈ R2×2, C =

[
c1 0
0 c2

]
∈ R2×2,

q =

[
q1
q2

]
∈ R2×1, u =

[
u1
u2

]
∈ R2×1.
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2. Знаходження аналiтичного вигляду оптимального керува-
ння за допомогою слiдiв. Введемо замiну змiнних v1 = m11c1u1,
v2 = m22c2u2, тодi система (1) набуде вигляду

ẋ = (F0 + εF1)x+ εC2v, (6)

де F0, F1 - тi ж самi, а C2 =

[
0

I2×2

]
.

Оптимальне керування для системи (6) будемо шукати у виглядi
зворотного зв’язку за станом ẋ [3]

v = −R−1CT2 Sx (7)

з квадратичним критерiєм якостi

J =
1

2

∞∫
0

(xTQx+ vTRv)dt,

де Q ∈ R4×4 - невiд’ємно визначена матриця, R ∈ R2×2 - додатно
визначена матриця, S ∈ R4×4- додатно визначена матриця-розв’язок
матричного рiвняння Рiккатi

(F0 + εF1)
TS + S(F0 + εF1)− ε2SC2R

−1CT2 S +Q = 0. (8)

Введемо замiну [4] P = εS, тодi матричне рiвняння Рiккатi запи-
шеться наступним чином:

(F0 + εF1)
TP + P (F0 + εF1)− εPC2R

−1CT2 P + εQ = 0. (9)

Будемо шукати матрицю-розв’язок у виглядi розкладу за малим
параметром [2]

P = P0 + εP1 + ε2P2 + ... =
∞∑
i=0

εiPi (10)

Розкладемо таким же чином i матрицю Q:

Q = Q0 + εQ1 + ε2Q2 + ... =

∞∑
i=0

εiQi. (11)
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Пiдставимо (9) i (10) в (8), отримаємо

(F0 + εF1)
T (P0 + εP1 + ...) + (P0 + εP1 + ...)(F0 + εF1)−

−ε(P0 + εP1 + ...)C2R
−1CT2 ((P0 + εP1 + ...) = −ε((Q0 + εQ1 + ...).

Звiдси випливає наступна нескiнченна система алгебраїчних рiвнянь
типу Рiккатi:

−F0P0 + P0F0 = 0, (12)

F0P1 − FT1 P0 − P0F1 − P1F0 + P0C2R
−1CT2 P0 = Q0,

F0P2 − FT1 P1 − P1F1 − P2F0 + P0C2R
−1CT2 P1 + P1C2R

−1CT2 P0 = Q1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F0Pi − FT1 Pi−1 − Pi−1F1 − PiF0 +
i−1∑
k=0

PkC2R
−1CT2 Pi−k = Qi−1. (13)

Розглянемо перше рiвняння системи (13). Спочатку перетворимо
його наступним чином:

F0P1 − P1F0 = P0F1 + FT1 P0 − P0C2R
−1CT2 P0 +Q0. (14)

Завдяки нульовому слiду лiвої частини маємо

tr(P0(F1 + FT1 ))− tr(P0C2R
−1CT2 P0) + tr(Q0) = 0.

або
2tr(P0F1)− tr(P0C2R

−1CT2 P0) + tr(Q0) = 0. (15)

Використовуючи алгоритм [5], множимо (14) злiва та справа на ма-
трицю F0, маємо

F0(F0P1F0)− (F0P1F0)F0 =

= F0P0F1F0 + F0F
T
1 P0F0 − F0P0C2R

−1CT2 P0F0 + F0Q0F0.

Враховуючи, що слiд лiвої частини цього рiвняння також нульовий,
отримаємо

2tr(P0F
2
0F1)− tr(F 2

0P0C2R
−1CT2 P0) + tr(F 2

0Q0) = 0. (16)
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Обчисливши (15),(16), отримаємо систему двох рiвнянь з двома невi-
домими

2p3a11 −
p23
r1

+ 2p4a22 −
p24
r2

+ q11 + q22 + q33 + q44 = 0,

(2p3a11 −
p23
r1

+ q11 + q33)ω
2
1 + (2p4a22 −

p24
r2

+ q22 + q44)ω
2
2 = 0.

Ця система має наступний розв‘язок, при умовi, що ω1 ̸= ω2 та
ωi ̸= 0, i = 1, 2:

p3 = a11r1 +
√
(a11r1)2 + r1(q11 + q33),

p4 = a22r2 +
√
(a22r2)2 + r2(q22 + q44),

Аналогiчно, iз другого рiвняння нескiнченої системи рiвнянь типу
Рiккатi, яке є лiнiйним, знаходимо матрицу P1. Для цього описану
процедуру проводимо множення на F0 злiва та справа проводимо
(n − 1) раз. Тодi iз умови, що слiд кожної iз лiвих частин отрима-
них n матричних рiвнянь нульовий, маємо систему лiнiйних рiвнянь
вiдносно невiдомих n параметров матрицi P1. Використовуючи систе-
му аналiтичних обчислень Maple, отримано наступнi результати

p11 =
r1

p3 − r1a11
(
b11
2ω2

1

q11 +
1

ω2
2 − ω2

1

((a12b21 + a21b12)p3+

+
m22

m11
(b21(q34+

ω2

ω1
q12)−a21ω1(q14−

ω2

ω1
q23))+

q̃11 + q̃33
2

))+p3
b11
ω2
1

− q13
ω1

,

p22 =
r2

p4 − r2a22
(
b22
2ω2

2

q22 +
1

ω1
2 − ω2

2

((a12b21 + a21b12)p4+

+
m11

m22
(b12(q34+

ω1

ω2
q12)−a12ω2(q23−

ω1

ω2
q14))+

q̃22 + q̃44
2

))+p4
b22
ω2
2

− q24
ω2

.

p33 =
r1

p3 − r1a11
(
b11
2ω2

1

q11 +
1

ω2
2 − ω2

1

((a12b21 + a21b12)p3+

+
m22

m11
(b21(q34 +

ω2

ω1
q12)− a21ω1(q14 −

ω2

ω1
q23)) +

q̃11 + q̃33
2

)),

p44 =
r2

p4 − r2a22
(
b22
2ω2

2

q22 +
1

ω1
2 − ω2

2

((a12b21 + a21b12)p4+
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+
m11

m22
(b12(q34 +

ω1

ω2
q12)− a12ω2(q23 −

ω1

ω2
q14)) +

q̃22 + q̃44
2

)),

p12 =
1

ω2
2 − ω2

1

(p3
m11b12ω1

m22ω2
− p4

m22b21ω2

m11ω1
+ q23ω1 − q14ω2),

p13 =
q11
2ω1

, p24 =
q22
2ω2

,

p14 = − 1

ω2
1 + ω2

2

(p3
m11a12ω1

m22
+ p4

m22a21ω1

m11
+ q12ω2 + q34ω2),

p23 =
1

ω2
1 + ω2

2

(p3
m11a12ω2

m22
+ p4

m22a21ω2

m11
+ q12ω1 + q34ω2),

p34 =
1

ω2
2 − ω2

1

(p3
m11b12
m22

− p4
m22b21
m11

+ q23ω2 − q14ω1),

3. Аналiтичний алгоритм побудови оптимального керуван-
ня. Iз результатiв, отриманих в попередньому роздiлi можно вивести
алгоритм побудови аналiтичного виразу оптимального керування у
виглядi зворотного зв’язку (7) та з зазначеним квадратичним крите-
рiєм якостi.

1. Керовану механiчну систему звести до моделi майже консерва-
тивної системи. Для цього можна використати метод, запропонова-
ний в роботi [1]. Таким чином отримана система буде подiбною си-
стеми до (1), (2).

2. Зробити перетворення, яке зведе майже консервативну систему
до канонiчної форми, зокрема форми Фробенiуса або Гесенберга [3].

3. Для знаходження оптимального керування у виглядi зворотного
зв’язку за станом ẋ (7) з зазначеним квадратичним критерiєм якостi
записати матричне рiвняння Рiккатi (8) для розглядуваної системи.

4. Матрицю-роз‘язок можна шукати у виглядi розкладу за малим
параметрам [2].

5. Знайдену нескiнченну систему алгебраїчних рiвнянь типу Рiк-
катi (12) простiше розв‘язати, застосовуючи метод слiдiв, як у попе-
реднiй главi.

6. Знайти (обчислити) оптимальне керування за формулою (7).

4. Прямий (безпосереднiй) метод побудови оптимального ке-
рування. Введемо наступнi позначення, враховуючи [2], [4], [5], [7],
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що P0, R - дiагональнi матрицi, P1, Q1 - симетричнi матрицi.

P0 =


p1 0 0 0
0 p2 0 0
0 0 p3 0
0 0 0 p4

 , P1 =


p11 p12 p13 p14
p12 p22 p23 p24
p13 p23 p33 p34
p14 p24 p34 p44

 ,

Q1 =


q11 q12 q13 q14
q12 q22 q23 q24
q13 q23 q33 q34
q14 q24 q34 q44

 , R =

[
r1 0
0 r2

]
.

Використовуючи систему аналiтичних обчислень Maple безпосере-
дньо обчислимо перше рiвняння системи (13) та отримаємо наступнi
результати

p3 = a11r1 +
√
(a11r1)2 + r1(q11 + q33),

p4 = a22r2 +
√
(a22r2)2 + r2(q22 + q44),

p13 =
q11
2ω1

, p24 =
q22
2ω2

,

p12 =
1

ω2
2 − ω2

1

(p3
m11b12ω1

m22ω2
− p4

m22b21ω2

m11ω1
+ q23ω1 − q14ω2),

p23 =
1

ω2
1 + ω2

2

(p3
m11a12ω2

m22
+ p4

m22a21ω2

m11
+ q12ω1 + q34ω2),

p34 =
1

ω2
2 − ω2

1

(p3
m11b12
m22

− p4
m22b21
m11

+ q23ω2 − q14ω1),

p14 = − 1

ω2
1 + ω2

2

(p3
m11a12ω1

m22
+ p4

m22a21ω1

m11
+ q12ω2 + q34ω2),

p11 = p33 + p3
b11
ω2
1

− q13
ω1
,

p22 = p44 + p4
b22
ω2
2

− q24
ω2
.

Iз рiвняння (12) легко знайти, що p1 = p3, а p2 = p4, оскiльки
ωi ̸= 0. Таким чином,

P0 =


p1 0 0 0
0 p2 0 0
0 0 p1 0
0 0 0 p2

 ,
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де pi = aiiri +
√

(aiiri)2 + ri(qii + qi+2,i+2), i = {1; 2}.
Для того, щоб знайти p11, p22, p33, p44 розглянемо друге рiвняння

нескiнченої системи алгебраїчних рiвнянь (12), а саме наступне рiв-
няння

F0P2 − FT1 P1 − P1F1 − P2F0 + P0C2R
−1CT2 P1 + P1C2R

−1CT2 P0 = Q1.

В результатi розв’язання системи рiвнянь отримано:

p33 =
r1

p3 − r1a11
(
b11
2ω2

1

q11 +
1

ω2
2 − ω2

1

((a12b21 + a21b12)p3+

+
m22

m11
(b21(q34 +

ω2

ω1
q12)− a21ω1(q14 −

ω2

ω1
q23)) +

q̃11 + q̃33
2

)),

p44 =
r2

p4 − r2a22
(
b22
2ω2

2

q22 +
1

ω1
2 − ω2

2

((a12b21 + a21b12)p4+

+
m11

m22
(b12(q34 +

ω1

ω2
q12)− a12ω2(q23 −

ω1

ω2
q14)) +

q̃22 + q̃44
2

)),

де q̃11, q̃22, q̃33, q̃44 - елементи головної дiагоналi Q2.
Таким чином, нам вдалось знайти в аналiтичному виглядi всi еле-

менти матрицi P1.

5. Висновки. В роботi знайдено аналiтичний вираз оптимального
керування за зворотним зв’язком з квадратичним критерiєм якостi
для системи двох зв’язаних керованих майже консервативних осци-
ляторiв. Розглянуто два способи розв’язання безпосереднiй та за до-
помогою слiдiв. Останнiй дозволяє з одного рiвняння нескiнченної
системи алгебраїчних рiвнянь типу Рiккатi вiдразу отримати нульо-
ве наближення матрицi-розв’язку.
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