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Особливостi побудови
спостережника зниженого порядку
для майже консервативних
динамiчних систем

Враховуючи особливостi структури майже консервативної дина-
мiчної системи побудовано фiльтр Луiнбергера зниженого поряд-
ку. Показано, що розвязуючи задачу побудови фiльтра, слiд звер-
тати увагу на парнiсть останнього. Алгоритм побудови фiльтра
значно спрощено, порiвняно з загальним випадком, завдяки спе-
цiальнiй формi Кошi, притаманнiй майже консервативним моде-
лям. Стаття є продовженням роботи [1].

В роботi [1] розглянуто загальний алгоритм побудови спосте-
режника зниженого порядку для стацiонарної майже консерва-
тивної динамiчної системи вигляду

ż = (A0 + εA1)z +Bu, z(t0) = z0,
Y = εCz,

(1)

∗ Робота виконана за частковою пiдтримкою НДР № 0112U001015
c⃝ О.П. Коломiйчук, 2014
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де t0 — початковий момент часу, z(t) ∈ ℜ2n — вектор стану,
A0 = −AT

0 ∈ ℜ2n×2n — кососиметрична невироджена матриця,
A1 ∈ ℜ2n×2n — матриця-збурення, u ∈ ℜm — вектор керування,
∈ ℜ2n×m — матриця при керуваннi, Y ∈ ℜl — вихiдний сигнал
об’єкта (l < 2n), ∈ ℜl×2n, ε > 0 — малий параметр, вияви-
лось, що кiлькiсть лiнiйно незалежних спостережень системи
визначає його порядок. Спостережник, може бути, як парного
порядку, так i непарного. В зв’язку з цим, слiд цi два випадки
дослiджувати окремо i для кожного з них розробити процедуру
вибору матрицi K. Покажемо як це робиться.

Випадок 1. Кiлькiсть лiнiйно незалежних спостережень
парна. Матриця Ã0 = −ÃT

0 буде парного рангу i невиродже-
ною. У цьому випадку спостережник є майже консервативним.

Система, щодо вектора невiдомих параметрiв α якi викори-
стовуються для побудови розв’язку, у матричнi формi, для ви-
падку 1, матиме вигляд:

Hα = q, (2)

де
α = [α0, α2, ..., α2(m−1)]

T ,

q = −[tr(Q1), tr((A
0
22)

2Q1), ..., tr((A
0
22)

2mQ1)]
T ,

H =


tr(Ã1) tr((A0

22)
2Ã1) . . . tr((A0

22)
2(m−1)Ã1)

tr((A0
22)

2Ã1) tr((A0
22)

4Ã1) . . . tr((A0
22)

2mÃ1)
. . . . . . . . . . . .

tr((A0
22)

2(m−1)Ã1) tr((A0
22)

2mÃ1) . . . tr((A0
22)

4(m−1)Ã1)

 ,
(3)

де 2m = 2n− l та Ã1 = A1
22 −KA0

12.
Розв’язуючи її знаходимо таку матрицю K, яка забезпе-

чить єдинiсть розв’язку та додатну визначенiсть матрицi P0,
що означатиме асимтотичну стiйкiсть рiвнянню похибки спо-
стережника.

Випадок 2. Кiлькiсть лiнiйно незалежних спостере-
жень непарна. Матриця Ã0 = −ÃT

0 – вироджена i нехай має
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одне нульове власне значення. Система (1) вже не є майже кон-
сервативною.

У цьому випадку проведемо декомпозицiю системи (1), ви-
дiливши в нiй майже консервативну динамiчну пiдсистему
за допомогою вiдповiдної ортогональної матрицi перетворення
T̃ ∈ ℜ(2n−l)×(2n−l) [7] такої, що:

Φ = T̃ Ã0T̃
T =

[
0 0
0 Φ0

]
, (T̃ T̃ T = I), (4)

де Φ0 = −ΦT
0 ∈ ℜ(2n−l−1)×(2n−l−1).

Домножимо (4) з лiва на матрицю T̃ та справа на матрицю
T̃ T i позначимо через

Π = T̃P T̃ T , Θ = T̃QT̃ T

A = T̃ Ã1T̃
T = T̃ (A1

22−K(A0
12+εA

1
12))T̃

T = Ã1
22−K̃(Ã0

12+εÃ
1
12),

матимемо
(Φ + εA)TΠ+Π(Φ + εA) = −2Θ. (5)

Подамо матрицi Π, Θ та A у блочному виглядi, де розмiри
блокiв узгоджено з:

Π =

[
Π11 Π12

ΠT
12 Π22

]
, Θ =

[
Θ11 Θ12

Θ21 Θ22

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
=

=

([
(Ã1

22)11 (Ã1
22)12

(Ã1
22)21 (Ã1

22)22

]
+

[
K̃1

K̃2

]([
(Ã0

12)1 (Ã0
12)2

]
+

+ε
[
(Ã1

12))1 (Ã1
12))2

]))
= (6)

=

([
(Ã1

22)11 (Ã1
22)12

(Ã1
22)21 (Ã1

22)22

]
+

[
K̃1(Ã

0
12)1 K̃1(Ã

0
12)2

K̃2(Ã
0
12)1 K̃2(Ã

0
12)2

]
+

+ε

[
K̃1(Ã

1
12))1 K̃1(Ã

1
12))2

K̃2(Ã
1
12))1 K̃2(Ã

1
12))2

])
.
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Зауважимо, що Π11, Θ11, (Ã1
22)11, K̃1, (Ã0

12)1 та (Ã1
12)1 ∈ ℜ1.

Рiвняння (5) у блочному виглядi буде таким([
0 0
0 Φ0

]
+ ε

[
A11 A12

A21 A22

])T [
Π11 Π12

ΠT
12 Π22

]
+

+

[
Π11 Π12

ΠT
12 Π22

]([
0 0
0 Φ0

]
+ ε

[
A11 A12

A21 A22

])
= −2

[
Θ11 Θ12

Θ21 Θ22

]
,

(7)
Запишемо це рiвняння Ляпунова у виглядi системи

ε(A11Π11 +AT
21Π

T
12 +Π11A11 +Π12A21) = −2Θ11,

Π12Φ0 + ε(A11Π12 +AT
21Π22 +Π11A12 +Π12A22) = −2Θ12, (8)

ΦT
0 Π22+Π22Φ0+ε(A

T
12Π12+A

T
22Π22+ΠT

12A12+Π22A22) = −2Θ22.

Подамо матрицi Πij рядами за ступенями ε

Πij = Π0
ij + εΠ1

ij + ... (9)

та
Θij = εΘ1

ij + ε2Θ2
ij + .... (10)

Ряди (9) та (10) є збiжними згiдно з теоремою Пуанкаре.
Отже, маємо

A11(Π
0
11 + εΠ1

11 + ...) +AT
21(Π

0
12 + εΠ1

12 + ...)T + (Π0
11 + εΠ1

11+

+...)A11 + (Π0
12 + εΠ1

12 + ...)A21 = −2(Θ1
11 + εΘ2

11 + ...),

(Π0
12 + εΠ1

12 + ...)Φ0 + ε(A11(Π
0
12 + εΠ1

12 + ...)+

+AT
21(Π

0
22 + εΠ1

22 + ...) + (Π0
11 + εΠ1

11 + ...)A12+

+(Π0
12 + εΠ1

12 + ...)A22) = −2(εΘ1
12 + ε2Θ2

12 + ...), (11)

ΦT
0 (Π

0
22+εΠ

1
22+...)+(Π0

22+εΠ
1
22+...)Φ0+ε(A

T
12(Π

0
12+εΠ

1
12+...)+
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+AT
22(Π

0
22 + εΠ1

22 + ...) + (Π0
12 + εΠ1

12 + ...)TA12 + (Π0
22+

+εΠ1
22 + ...)A22) = −2(εΘ1

22 + ε2Θ2
22 + ...).

Звiдси для другого рiвняння матимемо таку нескiнченну си-
стему рiвнянь, щодо Πk

12, Πk
22, де k = 0, 1...:

Π0
12Φ0 = 0,

Π1
12Φ0 +A11Π

0
12 +AT

21Π
0
22 +Π0

11A12 +Π0
12A22 = −2Θ0

12,

· · · · · · · · · , (12)

Πi
12Φ0 +A11Π

i−1
12 +AT

21Π
i−1
22 +Πi−1

11 A12 +Πi−1
12 A22 = −2Θi−1

12 ,

· · · · · · · · · .

Оскiльки det(Φ0) ̸= 0, то, використовуючи перше рiвняння
нульового наближення, (ε = 0) отримуємо

Π0
12 = 0. (13)

Повертаючись до (11), з першого рiвняння, матимемо нескiн-
ченну систему рiвнянь, щодо Πk

11, Πk
12, де k = 0, 1...,

A11Π
0
11 +Π0

11A11 = −2Θ1
11,

A11Π
1
11 +AT

21(Π
1
12)

T +Π1
11A11 +Π1

12A21 = −2Θ2
11,

· · · · · · · · · , (14)

A11Π
i
11 +AT

21(Π
i
12)

T +Πi
11A11 +Πi

12A21 = −2Θi+1
11 ,

· · · · · · · · · ,

за допомогою якої, враховуючи (13) i той факт, що Π0
11, Θ1

11 та
A11 ∈ ℜn, знаходимо

Π0
11 = −Θ1

11

A11
= − Θ1

11

(Ã1
22)11 + K̃1 (Ã0

12)1
. (15)

Обираємо K̃1, щоб забезпечити додатнiсть Π0
11.
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З останнього рiвняння (11), отримуємо таку нескiнченну си-
стему

ΦT
0 Π

0
22 +Π0

22Φ0 = 0,

ΦT
0 Π

1
22 +Π1

22Φ0 +AT
22Π

0
22 +Π0

22A22 = −2Θ1
22,

ΦT
0 Π

2
22+Π2

22Φ0+A
T
12Π

1
12+A

T
22Π

1
22+(Π1

12)
TA12+Π1

22A22 = −2Θ2
22,

· · · · · · · · · (16)

ΦT
0 Π

i
22 +Πi

22Φ0 +AT
12Π

i−1
12 +AT

22Π
i−1
22 + (Πi−1

12 )TA12+

+Πi−1
22 A22 = −2Θi

22,

· · · · · · · · ·

Для визначення Π0
22 слiд скористатись першим i другим рiв-

няннями, останньої системи.
Система, щодо вектора невiдомих параметрiв α, у матричнiй

формi, для випадку 2, матиме вигляд:

Hα = q, (17)

де
α = [α0, α2, ..., α2(s−1)]

T ,

q = −[tr(Θ1
22), tr(Φ

2
0Θ

1
22), ..., tr(Φ

2(s−1)
0 Θ1

22)]
T ,

H =


tr(A22) tr(Φ2

0A22) . . . tr(Φ
2(s−1)
0 A22)

tr(Φ2
0A22) tr(Φ4

0A22) . . . tr(Φ2s
0 A22)

. . . . . . . . . . . .

tr(Φ
2(s−1)
0 A22) tr(Φ2s

0 A22) . . . tr(Φ
4(s−1)
0 A22)

 , (18)

де 2s = 2n− l − 1 та A22 = (Ã1
22)22 + K̃2(Ã

0
12)2.

Елементи K̃2, знаходяться як такi, що допомагають забезпе-
чити додатну визначенiсть симетричнiй матрицi Π0

22.
Якщо матриця Ã0 має d > 1 — нульових власних значень,

то задача розв’язується аналогiчно випадку єдиного нульового
власного значення.
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Для зручностi користування, розвиненi дослiдження, викла-
демо у виглядi наступного алгоритму:

Алгоритм. Побудова спостережника пониженого порядку
для МКДС

1. Перевiрити спостережнiсть системи.
2. Провести перетворення, щоб виконувалась умова

C = [Il; 0].
3. Сформувати вiдповiднi матрицi.
4. Якщо спостережник парного порядку:
4.1 Записати матрицю P0 у виглядi многочлена вiд

α0, α2, ..., α2(n−1).
4.2 Обчислити матрицю H та вектора q згiдно (3).
4.3 Перевiрити ранг матрицi H.
4.4 У разi якщоH не повного рангу пiдiбрати вектор q, таким

чином, щоб виконувалась умова повного рангу.
4.5 Знайти вектор α.
4.6 Обрати елементи матрицi K (якi входять до α) такi, щоб

матриця P0 була додатно визначеною.
5. Якщо спостережник непарного порядку:
5.1 Провести декомпозицiю початкової системи, видiливши в

нiй майже консервативну динамiчну пiдсистему за допомогою
вiдповiдної ортогональної матрицi перетворення T̃ .

5.2 Обрати елемент (елементи) матрицi K̃1 який забезпечить
додатну визначенiсть Π0

11.
5.3 Записати матрицю Π0

22 у виглядi многочлена вiд
α0, α2, ..., α2(n−1).

5.4 Обчислити матрицю H та вектора q.
5.5 Перевiрити ранг матрицi H.
5.6 У разi якщоH не повного рангу пiдiбрати вектор q, таким

чином, щоб H була повного рангу.
5.7 Знайти вектор α розв’язуючи (17).
5.8 Обрати елементи матрицi K̃2 (якi входять до α), такi щоб

матриця Π0
22 була додатно визначеною.
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6. Визначити неспостережнi координати вектора стану x̂2, за
допомогою спiввiдношення

x̂2 = q − εKy. (19)

Пiсля застосування цього алгоритму, система iз спостере-
жником пониженого порядку набуде вигляду:

ẋ =

([
A0

11 A0
12

A0
21 A0

22

]
+ ε

[
A1

11 A1
12

A1
21 A1

22

])
x+ ε

[
B1

B2

]
u,

y = ε
[
Il 0

]
x,

q̇ =
[
(A0

22 + εA1
22)− εK(A0

12 + εA1
12)
]
q +

[
ε(A0

22 + εA1
22)K−

−(A0
21 + εA1

21)− εK(A0
11 + εA1

11)− ε2K(A0
12 + εA1

12)K
]
y+

+
[
B2 + εKB1

]
u,

x̂ =

[
x̂1
x̂2

]
=

[
y

q + εKy

]
.

(20)
Побудова спостережника пониженого порядку для

моделi гiроскопiчного компаса. Для моделi гiроскопiчного
компаса побудуємо спостережник пониженого порядку застосо-
вуючи теорiю цього параграфа.

Модель гiроскопiчного компаса у виглядi Кошi, з вiдповiд-
ними матрицями має вигляд

ż = (F0 + εF1)x+Du,
y∗ = εGz

(21)

де
z = [z1, z2, z3, z4]

T , u = [u2, u3]
T

F0 =


0 0 ω1 0
0 0 0 ω2

−ω1 0 0 0
0 −ω2 0 0

 ,
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F1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 ω3

0 0 −ω3 0

 , D =


0 0
0 0
d2 0
0 d3

 , (22)

ω1 =
√
ν2 − Ω2, ω2 =

√
p2 − Ω2, ω3 = 2ν.

Нехай матриця спостережень буде наступною

G =
[
0 g2 g3 0

]
. (23)

Використовуючи алгоритм, матимемо:
1. Легко показати що система є спостережною.
2. Зведемо матрицi системи перетвореннями

T1 =
1

t1


0 g2

√
t1 g3

√
t1 0

g2
√
t1 g23 −g2g3 0

g3
√
t1 −g2g3 g22 0

0 0 0 t1

 , T2 =
√
t1,

де
t1 = g22 + g23,

до вигляду

A0 =
1

t1


0 −g2g3ω1 −g23ω1 g2ω2

√
t1

g2g3ω1 0 g2ω1
√
t1 g23ω2

g23ω1 −g2ω1
√
t1 0 −g2g3ω2

−g2ω2
√
t1 −g23ω2 g2g3ω2 0

 ,

A1 =
1

t1


0 0 0 g3ω3

√
t1

0 0 0 −g2g3ω3

0 0 0 g22ω3

−g3ω3
√
t1 g2g3ω3 −g22ω3 0

 ,

B =
1

t1


g3d2

√
t1 0

−g2g3d2 0
g22d2 0
0 d3t1

 , C =
[
1 0 0 0

]
.
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3. Матрицi спостережника такi

A0
22 =

1

t1

 0 g2ω1
√
t1 g23ω2

−g2ω1
√
t1 0 −g2g3ω2

−g23ω2 g2g3ω2 0

 ,
A1

22 =
1

t1

 0 0 −g2g3ω3

0 0 g22ω3

g2g3ω3 −g22ω3 0

 ,
A0

12 =
1

t1

[
−g2g3ω1 −g23ω1 g2ω2

√
t1
]
.

4. Cпостережник непарного порядку.
5. Знайдемо матрицю K, розв’язуючи.
5.1 Проведемо декомпозицiю системи, видiливши в нiй май-

же консервативну динамiчну пiдсистему за допомогою вiдпо-
вiдної матрицi перетворення

T̃ =
1

t2

g
2
3ω2

√
t1g2ω1 0 −ω2

1g2g
2
3ω2

ω1
√
t1g

3
3ω2

t1t2
g23ω2

t1g
2
3ω2

t1g3ω
2
1g2 −

√
t1t2

g2ω1
t
3
2
1 g2ω1

 ,
де t2 = g42ω

2
1 + g22ω

2
1g

2
3 + g43ω

2
2.

Завдяки перетворенню T̃ матимемо

A0
22 =

1

g3ω1
√
t1

0 0 0
0 0 −ω2

1g
2
3 − t1

0 ω2
1g

2
3 + t1 0

 ,
A1

22 =
ω3

t1t2

 −g43g22ω2
1ω2 g33g

3
2ω

2
1ω2 −g33g22ω1ω2

√
t1

0 0 g22t2
g33g

2
2ω1ω2

√
t1 −g23g32ω1ω2

√
t1 −g43g22ω2

1ω2

 ,
A0

12 =
1

t1t2

[
a11 a12 a13

]
,

де a11 = g22g
3
3ω

2
1ω2

√
(t1)(ω2 − 1), a12 = −g23ω1t2,

a13 = g22g
2
3ω1ω2(g

2
3ω

2
1 + ω2t1),
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Θ1 =

θ1 0 0
0 θ2 0
0 0 θ3

 K̃ =

k̃1k̃2
k̃3

 .
5.2. Отже, отримаємо

Π0
11 =

θ1
−g43g

2
2ω

2
1ω2ω3

t1t2
+ k̃1

g22g
3
3ω

2
1ω2(ω2−1)√
t1t2

,

k̃1 <
g3ω3√

t1(ω2 − 1)
.

Оскiльки ω2 =
√
p2 − Ω2 < 1, то k̃1 може приймати лише

вiд’ємнi значення.
5.3 Матриця Π0

22 матиме вигляд

Π0
22 = α0I2,

або

Π0
22 =

[
p1 0
0 p1

]
.

5.4 У нашому випадку матриця H та вектор q такi

H =
k̃2t3 − k̃3t4 − t5

t1t2
, q = −q2− q3,

де 0 < t3 = g23t2ω1, 0 < t4 = g43g
2
2ω

3
1ω2 + g23g

2
2ω1ω

2
2t1,

0 < t5 = = g43g
2
2ω

2
1ω2ω3.

5.5

det(H) =
k̃2t3 − k̃3t4 − t5

t1t2
.

5.6 H — повного рангу.
5.7 Маємо

α0 =
t1t2(q2 + q3)

−k̃2t3 + k̃3t4 + t5
.
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5.8 Елемент p1 з матрицi Π0
22 буде таким

p1 =
t1t2(q2 + q3)

−k̃2t3 + k̃3t4 + t5
.

Враховуючи, що t1, t2, q2, q3, t3, t4, t5 — додатнi, то елементи
матрицi K2 задовольняють нерiвностi −k̃2t3 + k̃3t4 + t5 > 0.

Двохроторний гiроскопiчний компас iз спостережником по-
ниженого порядку має вигляд:

ẋ = 1
t1




0 −g2g3ω1 −g23ω1 g2ω2
√
t1

g2g3ω1 0 g2ω1
√
t1 g23ω2

g23ω1 −g2ω1
√
t1 0 −g2g3ω2

−g2ω2
√
t1 −g23ω2 g2g3ω2 0

+

+ε


0 0 0 g3ω3

√
t1

0 0 0 −g2g3ω3

0 0 0 g22ω3

−g3ω3
√
t1 g2g3ω3 −g22ω3 0

x+

+ε


g3d2

√
t1 0

−g2g3d2 0
g22d2 0
0 d3t1

u
 ,

y = ε
[
1 0 0 0

]
x,

q̇ = 1
t1

 0 g2ω1
√
t1 g23ω2

−g2ω1
√
t1 0 −g2g3ω2

−g23ω2 g2g3ω2 0

+

+ε

( 0 0 −g2g3ω3

0 0 g22ω3

g2g3ω3 −g22ω3 0

−

k̃1k̃2
k̃3

×
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×
[
−g2g3ω1 −g23ω1 g2ω2

√
t1
])
q+

+

 ε
t1

 0 g2ω1
√
t1 g23ω2

−g2ω1
√
t1 0 −g2g3ω2

−g23ω2 g2g3ω2 0


k̃1k̃2
k̃3

−

− 1
t1

 g2g3ω1

g23ω1

−g2ω2
√
t1

 +

+ε

 0
0

−g3ω3
√
t1

− ε

k̃1k̃2
k̃3


 y + ε

t1

−g2g3d2 0
g22d2 0
0 d3t1

u,
(24)

x̂ =

[
x̂1
x̂2

]
=


y

q + ε

k̃1k̃2
k̃3

 y
 .
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