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Вынужденные нелинейные
колебания жидкости в резервуаре
параболической формы

Исследуется задача выхода на установившийся режим системы
параболический резервуар – жидкость. Движение системы во-
збуждается гармонической силой в горизонтальном направлении.
Процесс волнообразования изучается на основе нелинейной мно-
гомодовой модели совместного движения резервуара и жидкости.
Показано, что при соотношении масс резервуара и жидкости 0,5
и больше наблюдается периодическая модуляция при частотах в
окрестности резонанса, до этого порогового значения периодиче-
ские движения проявляются только для частот силового возбу-
ждения, больших резонансной частоты колебаний основного тона
системы.

Введение. Рассматривается задача о вынужденных колебаниях иде-
альной жидкости со свободной поверхностью в резервуаре параболи-
ческой формы под действием горизонтальной гармонической силы.
На основе математической модели, учитывающей большое количе-
ство форм, исследуется возможность выхода механической системы
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на установившийся режим. Отмечены особенности развития дина-
мических процессов рассматриваемой системы при частотах близких
к частоте основного резонанса, до- и зарезонансных. Исследование
поведения жидкости со свободной поверхностью производилось для
разных соотношений масс резервуара и жидкости в рамках модели
совместного движения резервуара и жидкости.

Математическая модель механической системы “резервуар –
жидкость со свободной поверхностью“. Поведение системы ис-
следовалось на основе нелинейной математической модели динами-
ки совместного движения ограниченного объема жидкости со свобо-
дной поверхностью и резервуара параболической формы [1, 2, 7]. Не-
линейная дискретная модель динамики системы строилась на основе
вариационного принципа Гамильтона - Остроградского с предвари-
тельным аналитическим удовлетворением всех кинематических гра-
ничних условий задачи. Полученные по такому алгоритму уравне-
ния Лагранжа второго рода в амплитудных параметрах ai движе-
ния свободной поверхности жидкости и параметрах несущего тела
ε⃗ = (εx, εy, εz) имеют вид:
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ȧiȧj
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где ρ – плотность жидкости; g – ускорение свободного падения, MT

– масса резервуара; MF – масса жидкости; k⃗ = (0, 0, 1) – направляю-
щий вектор координатной оси OZ, ε⃗ = (εx, εy, εz) – вектор перемеще-
ния резервуара; F⃗ – главный вектор внешних сил, действующих на
резервуар.

Приведенная система N + 3 уравнений представляет собой не-
линейную дискретную модель динамики поступательного движения
резервуара с частично заполняющей его жидкостью, где N – коли-
чество учитываемых форм колебаний свободной поверхности жид-
кости. При построении этой нелинейной модели принимались такие
предположения: жидкость идеальная, однородная, несжимаемая и в
начальный момент времени ее вихревое движение отсутствует, нели-
нейности учитывались до третьего порядка малости включительно.
Стенки бака рассматривались как абсолютно жесткие, его перемеще-
ние считается конечным.

На основе описанной математической модели был разработан ал-
горитм для проведения вычислительных экспериментов, который по-
зволяет определить:

• амплитуды всех учитываемых форм колебаний;

• картины волн на свободной поверхности жидкости;

• параметры поступательного движения резервуара;

• поле давления жидкости;

• главный вектор сил давления жидкости на стенки резервуара
(силовой отклик жидкости).

Исследование выхода движения на установившийся режим.
Рассмотрим параболический резервуар с вертикальной продольной
осью и уравнением образующей стенки r =

√
z +H. Резервуар мас-

сой MT частично заполнен жидкостью массой MF до глубины H = 1
м. В начальный момент резервуар с жидкостью неподвижен, а во-
змущения свободной поверхности жидкости отсутствуют. Исследуем
поведение системы “параболический резервуар – жидкость со сво-
бодной поверхностью“ при воздействии гармонической силы в гори-
зонтальном направлении Fx = A sin(ωt), где амплитуда внешней си-
лы A = 0,4 Н, а соотношение массы резервуара к массе жидкости
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MT = 0, 01MF . Процесс колебаний рассматривался на интервале вре-
мени 100 периодов колебаний по главной форме.

Рис. 1 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара на полном интервале наблюдения при возбуждении
движения на околорезонансной частоте при соотношении масс

MT = 0, 01MF

Рассмотрим амплитуды возмущений на стенке бака в зависимости
от частоты. На Рис. 1 представлено изменение колебаний для слу-
чая околорезонансной частоты (3,57 Гц) на временном промежутке
176 с. Из Рис. 1 видно, что для колебаний характерна модуляция при
неизменном среднем значении амплитуд. Для более детального изу-
чения колебаний рассмотрим график на Рис. 2, где показано измене-
ние амплитуд на более коротком временном промежутке. Как видно
из графика, выход на установившийся режим колебаний не происхо-
дит. График зависимости от времени по первой форме значительно
искажен влиянием более высоких гармоник и изменением амплиту-
ды. Наличие двугорбых пиков и супергармоник свидетельствует о
том, что выход на стационарный режим колебаний не происходит.
При этом колебания супергармоник происходят на собственных ча-
стотах. Отметим, что такая форма движения опускалась при анализе
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установившихся режимов в исследованиях [3, 4].

Рис. 2 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара на временном интервале 60 – 80 с при возбуждении
движения на околорезонансной частоте при соотношении масс

MT = 0, 01MF

Проанализируем поведение системы для случая, когда частота
внешней силы больше резонансной и равна 5 Гц, амплитуда при
этом 0,15 Н (Рис. 3). Для данного графика характерна выраженная
модуляция при среднем значении амплитуды. График на Рис. 4 де-
монстрирует картину развития этого же процесса на более коротком
временном промежутке. График иллюстрирует модуляционную пе-
риодичность с периодом равным четырем периодам первой формы.
Характер графика является следствием того, что влияние старших
гармоник значительно меньше, чем в первом случае.

Рис. 3 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара на полном интервале наблюдения при возбуждении
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движения на зарезонансной частоте при соотношении масс
MT = 0, 01MF

Рис. 4 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара на временном интервале 60 – 80 с при возбуждении

движения на зарезонансной частоте при соотношении масс
MT = 0, 01MF

Также изучался случай возбуждения движения с частотой меньше
резонансной частоты системы. На Рис. 5 показано изменение колеба-
ний при частоте внешней силы 2,5 Гц при амплитуде 0,4 Н. График
на Рис. 5 показывает еще большее влияние высших гармоник, чем
при частотах, близких к частоте резонанса по главной форме. В этом
случае выход на установившийся режим также не происходит.

Рис. 5 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара на полном интервале наблюдения при возбуждении
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движения на дорезонансной частоте при соотношении масс
MT = 0, 01MF

Рассматривалась также задача воздействия на подвижный пара-
болический резервуар гармонической горизонтальной силой на око-
лорезонансной частоте для соотношений масс резервуара и жидкости
MT ≥ 0, 02MF . Численные результаты показали, что для возбужде-
ния колебаний с частотой, близкой к резонансной, только для соо-
тношения MT ≥ 0, 5MF наблюдается модуляционная периодичность
графика колебаний.

На Рис. 6,7 показано изменение амплитуды колебаний на стенке
бака во временном промежутке 50 и 20 периодов по первой форме.
График иллюстрирует, что при соотношении масс MT ≥ 0, 5MF го-
ворить о наблюдении установившегося движения на резонансной ча-
стоте при снижении амплитуды внешней силы, однако в отличие от
результатов работ [3,4] колебания происходят не с постоянной ампли-
тудой, а со значительной модуляцией.

Рис. 6 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара за 50 периодов при возбуждении движения на

дорезонансной частоте при соотношении масс MT = 0, 5MF
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Рис. 7 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара за 20 периодов при возбуждении движения на

дорезонансной частоте при соотношении масс MT = 0, 5MF

С ростом коэффициента отношения масс резервуара и жидкости
растет время выхода на установившийся режим. Проводились расче-
ты на временном отрезке 100 периодов по главной форме и амплитуде
внешних колебаний 0,05 при соотношении масс резервуара и жидко-
сти 5, 10 и 100 (Рис. 8,9).

Рис. 8 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара при возбуждении движения на дорезонансной частоте

при соотношении масс MT = 5MF
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Рис. 9 Амплитуда свободной поверхности жидкости на стенке
резервуара при возбуждении движения на дорезонансной частоте

при соотношении масс MT = 10MF

Из графиков видно, что модуляционная периодичность при соо-
тношении масс резервуара и жидкости MT = 5MF составляет при-
мерно 17 периодов по главной форме, для MT = 10MF – примерно
40 периодов. Анализ показал, что период такой модуляции соответ-
ствует периоду изменения энергии жидкости. Полученные результа-
ты для около- и зарезонансных частот качественно согласуются с
экспериментальными результатами работ [6, 8], где рассматривались
резервуары только прямоугольной формы.

Выводы. Исследован процесс выхода системы параболический ре-
зервуар - жидкость на установившийся режим в случае, когда дви-
жение возбуждается гармонической силой для разных соотношений
масс резервуара и жидкости. Изучены особенности волнообразования
при увеличении параметра соотношения массы резервуара к массе
жидкости. Определен пороговый коэффициент соотношения массы
резервуара и массы жидкости для классического параболоида (0,5),
при котором периодическая модуляция проявляется в окрестности
резонансной частоты по главной форме.
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