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Використання безпiлотного
лiтального апарату для монiторингу
джерел викиду шкiдливих речовин

В работе осуществляется попытка определения характера распро-
странения полидисперсного аэрозольного облака, образованного
при выбросе твердых рецептур на малых и средних высотах, на
основе верификации математической модели ее движения и оса-
ждения. Дано краткое описание условий и методики проведения
полевых экспериментов с использованием современного средства
экологического мониторинга - беспилотного летательного аппа-
рата. Приведена математическая модель, ее частные решения а
также представлены результаты математического моделирования
для задачи о распространении радиоактивных аэрозолей в зоне
выброса.

Вступ. Однiєю з найважливiших практичних задач забезпечення
безпеки населення та об’єктiв народного господарства є питання за-
бруднення повiтря промисловими пiдприємствами, при цьому най-
бiльш важливою та актуальною для всього людства є проблема роз-
повсюдження в повiтрi радiоактивних речовин.

В свою чергу для опису процесу переносу радiоактивних дрiбно-
дисперсних аерозолiв потрiбно знати кинематику повiтряних течiй
[1]. Зокрема, для розрахунку розповсюдження аерозолiв в атмосферi
необхiднi данi про вертикальний розподiл швидкостi вiтру при рiзних
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метеорологiчних умовах [2]. Таким чином, навiть при великiй кiлько-
стi дослiджень у цiй областi, все ще залишається вiдкритим питання
досить простого i практично прийнятного для проведення експрес-
аналiзу аналiтичного опису процесу поширення радiоактивних аеро-
золiв, що дозволяє визначати концентрацiю в точках вiддалених вiд
джерела викиду не тiльки по поверхнi, але i по висотi.

Постановка задачi. У данiй роботi поставлена задача провести ви-
вiд математичної моделi, яка описує процес поширення радiоактив-
них аерозолiв. На пiдставi отриманої моделi визначити вирази, якi
дозволяють дистанцiйно оцiнити концентрацiю радiоактивних аеро-
золiв поблизу i безпосередньо в областi викиду. Оцiнити чутливiсть
методу визначення об’ємної активностi аерозолiв.

Основнi положення та системи вiдлiку. В даному дослiдження
будемо розглядати точкове джерело викиду шкiдливих речовин, що
знаходиться на деякiй висотi.

Вводимо в розгляд нерухому декартову прямокутну систему ко-
ординат (OXY Z), в якiй вiсь OZ спрямована вгору (по напрямку
мiсцевої вертикалi), вiсь OX — на схiд, а вiсь OY — на пiвнiч, по-
чаток системи координат т. O вiдповiдає мiсцезнаходженню джере-
ла викиду на площинi XOY . Область дослiдження визначається у
виглядi паралелепiпеда з нерiвною нижньою межею, що вiдображає
неоднорiднiсть рельєфу пiдстильної поверхнi. Одночасно з системою
координат OXY Z вводимо "рухому" систему координат oxyz, поча-
ток якої спiвпадає з точкоюO, вiсь ox спрямована за напрямком вiтру,
вiсь oz спрямована вгору (по напрямку мiсцевої вертикалi), вiсь oy
направлена таким чином, щоб система координат була правосторон-
ньою.

0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly, δ ≤ z ≤ zm,

де Lx, Ly — розмiри областi по горизонталi, функцiя z = δ(x, y) задає
рельєф мiсцевостi (шороховатiсть), zm — положення верхньої межi
розглянутої областi.

Перенесення забруднюючих домiшок в атмосферi здiйснюється вi-
тровими потоками повiтря з урахуванням їх дрiбномасштабних флу-
ктуацiй. Осреднений потiк має адвективну i конвективну складовi, а
осереднення флуктуацiйного руху можна iнтерпретувати як дифузiю
на фонi пов’язаного з ним основного усередненого руху.

Сформулюємо задачу переносу аерозольних субстанцiй забрудне-
ння в атмосферi в загальному виглядi.
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Нехай C(x, y, z, t) — концентрацiя забруднюючої атмосферу суб-
станцiї, що рухається разом з потоком повiтря в атмосферi, U⃗ =
u⃗i + νj⃗ + wk⃗ — вектор швидкостi частин повiтря як функцiя коор-
динат x, y, z i часу t; i⃗, j⃗, k⃗ — одиничнi орти в напрямку осей системи
координат OXY Z вiдповiдно; u, ν, w — проекцiї вектора швидкостi
U⃗(x, y, z, t) на осi системи координат.

Моделi розповсюдження в атмосферi шкiдливих домiшок.
Процес переносу забруднюючих домiшок разом з повiтряним атмо-
сферним потоком можна описати у виглядi рiвняння, що представляє
собою рiвнiсть нулю повної похiдної вiд концентрацiї C(x, y, z, t) до-
мiшки [1].

dC(x, y, z, t)

dt
= 0,

враховуючи, що
∂x

∂t
= u,

∂y

∂t
= ν,

∂z

∂t
= w матимемо:

∂C(x, y, z, t)

∂t
+u

∂C(x, y, z, t)

∂x
+ν

∂C(x, y, z, t)

∂y
+w

∂C(x, y, z, t)

∂z
= 0. (1)

Оскiльки для нижнiх шарiв атмосфери добре виконується закон
збереження маси, що визначається рiвнянням неперервностi отрима-
ємо:

∂u

∂x
+
∂ν

∂y
+
∂w

∂z
= 0, diν(U⃗) = 0.

Тобто:
∂C(x, y, z, t)

∂t
+ diν(U⃗C(x, y, z, t)) = 0. (2)

Рiвняння (2) можна узагальнити, якщо врахувати, що частина до-
мiшки може вступати в реакцiю з зовнiшнiм середовищем або розпа-

датися з постiйною часу τ =
1

α
(для випадку радiоактивних аерозо-

лiв), а також врахувати джерело забруднення яке описується фун-
кцiєю f(x, y, z, t):

∂C(x, y, z, t)

∂t
+ diν(U⃗C(x, y, z, t)) + αC(x, y, z, t) = f(x, y, z, t).(3)

Точний розв’язок рiвняння (3) можливий в тому випадку, коли вi-
домi значення функцiї U⃗ = u⃗i+νj⃗+wk⃗ в просторi i в усi моменти часу.
Якщо ж iнформацiї про компоненти вектора швидкостi недостатньо,
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то в цьому випадку доцiльно користуватися рiзними наближеннями
та припущеннями [2].

Для опису процесу розповсюдження шкiдливих домiшок в атмо-
сферi — їх перенесення потоком вiтру з врахуванням гравiтацiйно-
го осадження таких домiшок широко застосовується напiвемпiричне
рiвняння турбулентної дифузiї для приземного шару повiтря як одне
з конкретизованих представлень виразу (3) [1, 2]. Наведемо форму
запису такого рiвняння при виборi рухомої системи координат oxyz,
при цьому напрямок осi ox вибираємо за напрямком швидкостi дiю-
чого вiтру U⃗ = u⃗i+ 0⃗j + wk⃗:

∂C(x, y, z, t)

∂t
+ u

∂C(x, y, z, t)

∂x
+ w

∂C(x, y, z, t)

∂z
=

=
∂

∂x

(
kx
∂C(x, y, z, t)

∂x

)
+

∂

∂y

(
ky
∂C(x, y, z, t)

∂y

)
+

+
∂

∂x

(
kz
∂C(x, y, z, t)

∂z

)
+ αC(x, y, z, t),

(4)

де kx(t), ky(t), kz(t) — коефiцiєнти турбулентної дифузiї по осям x, y, z
вiдповiдно; u — швидкiсть вiтру по осi ox;w = ww + wg — швидкiсть
вiтру по осi oz, ww — вертикальна складова швидкостi вiтру (напри-
клад за рахунок конвекцiйних потокiв), wg — швидкiсть осадження
шкiдливих речовин; αC(x, y, z, t) — доданок, що характеризує вими-
вання опадами, або напiврозпад речовини (для випадку шкiдливої
речовини – радiоактивного аерозолю).

Рiвняння (4) формулюється для частини простору
0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly, δ ≤ z ≤ zm, на рiвнi z = δ задаються
так званi граничнi умови для концентрацiї C(x, y, z, t). В загальнiй
формi при врахуваннi гравiтацiйного осадження частинок домiшок
повiтря таку умову можна представити у наступному видi:(

kz
∂C

∂z
+ wgC = βC

)∣∣∣∣∣
z=δ

, (5)

де β — деяка константа, що має розмiрнiсть швидкостi, при цьому

в (5) kz
∂C

∂z
є вертикальна складова потоку за рахунок турбулентної

дифузiї, wgC — складова за рахунок гравiтацiйного осадження. При
β = 0 умова (5) означає що потiк забруднення на поверхнi землi
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вiдсутнiй (умова вiдбивання), при β = ∞ умова (5) приймає вигляд
s = 0 при z = δ описує повне осадження на поверхню землi (умова
поглинання), при 0 < β < ∞ деякий промiжний випадок вiдбиття —
поглинання.

Аналiтичний розв’язок рiвняння (4) можливий для випадку пев-
них припущень стосовно його коефiцiєнтiв [1, 2]. Для випадку постiй-
них коефiцiєнтiв в рiвняннi (4) при наявностi джерела викиду шкi-
дливих речовин в атмосферу, яке знаходиться на певнiй висотi, та
при крайовiй граничнiй умовi β = 0 на рiвнi z = δ(z = 0) розв’язок

рiвняння (4) за умови нехтування складовою
∂

∂x

(
kx
∂C(x, y, z, t)

∂x

)
має наступний вид:

C(x, y, z, t) =
c(t)

4πx
√
kykz

exp

(
− uy2

4kyx

)
×

×

e
−
u(z − h)2

4kzx


+ e

−
u(z + h)2

4kzx

 , (6)

де c(t) = C(0, 0, h, t) — концентрацiя шкiдливої домiшки на виходi з
джерела викиду, яке має координати (x=0, y=0, z=h).

Розповсюдження забруднення поперек напрямку вiтру (по коор-
динатi y) в представленнi (6) має форму гаусових кривих з середнiм

квадратичним вiдхиленням
(

u

2kyx

)−
1

2 , що збiльшується при збiль-

шеннi координати x — вiддалi вiд джерела забруднення. На основi
розв’язку (6) можна отримати ряд частинних випадкiв, наприклад,
розподiл забруднення бiля поверхнi землi в напрямку дiючого вiд
джерела вiтру.

C(x, 0, 0, t) =
c

2πx
√
kykz

e−
uh2

4kzx . (7)

Використовуючи вираз (7) можна визначити значення найбiльшої

концентрацiї домiшки Cmax, яка має мiсце на вiдстанi xCmax =
uh2

4kz
:

Cmax =
2c

πeuh2

√
kz
ky
.
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Для випадку граничної умови поглинання шкiдливої домiшки на
поверхнi землi β = ∞, вираз (6) приймає наступний вигляд:

C(x, y, z, t) |β=∞=
c(t)

4πx
√
kykz

exp

(
− uy2

4kyx

)
×

×

e
−
u(z − h)2

4kzx


− e

−
u(z + h)2

4kzx

 .

Використовуючи вираз (6) можна також визначити величину
швидкостi осадження домiшок σ(x, y), що мiстяться в повiтряному
потоцi:

σ(x, y) =

(
kz
∂C(x, y, z)

∂z

)∣∣∣∣∣
z=δ=0

=
cuh

4πx2
√
kykz

e
−
uy2

4kyx
− uh2

4kzx . (8)

Функцiя (8) характеризує так званий слiд забруднення на поверх-
нi землi, при цьому максимальна швидкiсть осадження досягається

по осi симетрiї слiду на вiдстанi xm =
uh2

8kz
вiд джерела викиду i

становить σm =
4kz

πe2uh3

√
kz
ky

.

Отриманi спiввiдношення (6-8) можна доповнити рядом практи-
чно пiдтверджених спiввiдношень для оцiнки та визначення пара-
метрiв турбулентної дифузiї та осадження домiшок, що мiстяться в
атмосферi. Так, наприклад, в [4] було запропоновано використову-
вати: при u = const, ky = const визначати коефiцiєнт турбулентної

дифузiї kz = k

(
z

z1

)1−
1

p , де p — параметр, що характеризує термi-

чну стiйкiсть атмосфери (наприклад, для випадку конвекцiї p < 0),
а при значеннi висоти z = 1 приймати k1 =

u

40
.

На практицi використовувати отриманi вирази, якi виведенi з при-
в’язкою до прямокутної декартової системам координат, не завжди
зручно. Це обумовлено тим, що необхiднi точнi визначення вiдно-
сних координат джерела викиду та мiсця розташування вимiрювань,
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а також подальше перенесення отриманих результатiв в абсолютнi
географiчнi координати. Тому за доцiльне доповнити вирази (6-8)
аналогiчними виразами в криволiнiйнiй цилiндричнiй системi коор-
динат. В такому випадку ми будемо мати справу тiльки з напрямком
на джерело викиду i з вiддаленням вiд нього, що iстотно полегшує
процедуру проведення дистанцiйного аналiзу розподiлу радiоактив-
них аерозолiв.

Для цього вводимо в розгляд криволiнiйну цилiндричну систему
координат (ρ, φ, z), початком якої є, як i ранiше, точка O — точка
мiсцезнаходження джерела викиду.

Для випадку застосування цилiндричної системи координат базо-
ве рiвняння (4) прийме наступний вид:

∂C(ρ, φ, z, t)

∂t
+ Vρ

∂C(ρ, φ, z, t)

∂ρ
+ Vφ

1

ρ

∂C(ρ, φ, z, t)

∂φ
+

+Vz
∂C(ρ, φ, z, t)

∂z
=

∂

∂ρ

(
kρ
∂C(ρ, φ, z, t)

∂ρ

)
+

+
1

ρ2
∂

∂φ

(
kφ
∂C(ρ, φ, z, t)

∂φ

)
+

∂

∂z

(
kz
∂C(ρ, φ, z, t)

∂z

)
+

+αC(ρ, φ, z, t),

(9)

де, Vρ = u cosφ + ν sinφ, Vφ = −u sinφ + ν cosφ, Vz = w — прое-
кцiї вектора швидкостi в цилiндричнiй системi координат; kρ, kφ, kz
— вiдповiднi коефiцiєнти турбулентної дифузiї.

Розв’язок рiвняння (9) дозволяє отримати новi аналiтичнi вирази
для визначення концентрацiї радiоактивних аерозолiв в зонi осередку
викиду по вiдомим їхнiми концентрацiям, швидкостi i напряму вiтру
на деякому вiддаленнi вiд мiсця їх викиду.

Методика проведення експерименту. Побудова систем контро-
лю радiацiйної безпеки атомних станцiй (АС) та iнших радiацiйно–
небезпечних пiдприємств атомної промисловостi, як правило, базує-
ться на деякiй концепцiї. У будь-якiй концепцiї побудови такого роду
систем лежить принцип вимiрювання параметрiв радiоактивного за-
бруднення, що базується на: виборi датчикiв, що вимiрюють тi чи iншi
характеристики домiшок в оточуючому середовищi - безпосередньо
концентрацiю (аспiрацiйнi датчики) або потужнiсть дози фотонного
випромiнювання (дозиметричнi датчики), кiлькостi датчикiв i спосо-
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бi їх розмiщення навколо об’єкта та кiлькостi вимiрiв для кожного
датчика, або часу спостереження.

Тривалiсть перiоду осереднення рiвнiв забруднення визначає i спо-
сiб розмiщення датчикiв навколо АС — в напрямку найбiльш ймовiр-
них поширень викидiв. Останнi можна знаходити, виходячи з рози
вiтрiв, що встановлюється з метеоспостережень протягом року та на
основi наведених вище спiввiдношень. Подiбнi системи добре себе за-
рекомендували саме для аналiзу рiвнiв забруднення при штатнiй ро-
ботi АС, але мають iстотний недолiк, оскiльки вся iнформацiя про
радiацiйну обстановку вiдноситься до минулого часу, що абсолютно
неприпустимо при аварiйних ситуацiях.

Здiйснення штатної експлуатацiї об’єктiв пiдвищеної небезпеки,
в тому числi i атомних електростанцiй ефективно та своєчасно на
даний час можна вирiшувати з застосуванням сучасних технологiй та
методик, серед яких є застосування безпiлотних лiтальних апаратiв
(БПЛА).

Вiдбiр шкiдливих аерозолiв поблизу джерел викиду може бути ре-
алiзований за допомогою встановлення на борту БПЛА фiльтроеже-
кцiйного пристрою (ФЕП) [3] як рiзновиду аспiрацiйного датчика за
допомогою якого є можливим вимiрювати концентрацiю шкiдливих
домiшок, що мiстяться в певнiй точцi атмосфери. БПЛА при цьо-
му обладнано також навiгацiйною системою та системою керування
польотом, якi забезпечують центр керування польотом всiєю необхi-
дною польотною та навiгацiйною iнформацiєю.

Таким чином, розглядаючи в якостi засобу для проведення монi-
торингу забруднення вищенаведений БПЛА можна визначити кон-
центрацiю шкiдливих домiшок C(x, y, z), а за його польотними да-
ними є можливим розрахувати значення швидкостi та напрямку дiї
вiтру який дiє на висотi польоту БПЛА вiдносно вибраної системи
координат.

Так на прикладi здiйснення польоту навколо можливого джерела
викиду шкiдливих радiоактивних аерозолiв [3] можна визначити їх
концентрацiю безпосередньо на виходi з джерела забруднення а на
основi спiввiдношень (6, 7) встановити картину їх розповсюдження в
приземних шарах атмосфери. При цьому напрямок дiї вiтру та його
швидкiсть визначається на основi польотних i навiгацiйних параме-
трiв польоту БПЛА, використовуючи наступнi спiввiдношення:

Kw = arcsin

(
V

U
sin(Kφ)

)
, U⃗ =

√
V 2 +W 2 − 2VW cos(Kφ), (10)
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де Kw — кут дiї вiтру вiдносно напрямку на пiвнiч; V — повiтря-
на швидкiсть БПЛА; U — величина швидкостi вiтру; W — швидкiсть
БПЛА вiдносно земної поверхнi (величини V та W вимiрюються бор-
товою навiгацiйною системою лiтака); Kφ — кут зносу БПЛА, визна-
чається як рiзниця кута курсу та путьового кута БПЛА (визначаю-
ться на основi даних бортової навiгацiйної системи лiтака).

На основi запропонованих спiввiдношень (6-10) розв’язується так
звана "пряма" задача визначення розподiлу шкiдливих домiшок в
атмосферi — випадок коли є можливiсть визначення концентрацiї
шкiдливих домiшок безпосередньо бiля джерела викиду.

Для випадку, коли вiдсутня можливiсть безпосереднього вимiрю-
вання поблизу джерела викиду, пропонуємо вирiшення так званої
"оберненої"задачi - коли вимiрювання концентрацiї проводиться на
деякiй вiдстанi вiд мiсця розташування можливого джерела викиду.
На основi польотних даних БПЛА та спiввiдношень (10) визначаю-
ться напрямок дiї та швидкiсть вiтру, а також за допомогою ФЕП ви-
мiрюється концентрацiя шкiдливої домiшки в данiй точцi простору,
використовуючи при цьому наступнi спiввiдношення можна розра-
хувати концентрацiю домiшок на виходi потенцiйно-можливого вiд-
даленого джерела. Отже, використовуючи розв’язок рiвняння (9) в
виглядi (11) можна розрахувати концентрацiю домiшок на виходi вiд-
даленого джерела.

c = C(ρ, φ, 0)2πρ cosφ
√
kφkz

e Vρh
2

4kzρ cosφ

 , (11)

тут при вiдомiй вiдстанi до джерела концентрацiя шкiдливої домiшки
на виходi з джерела визначається вздовж напрямку вiтру.

Для випадку, коли мiсце знаходження ймовiрного джерела викиду
не лежить на лiнiї дiї вiтру, шляхом розв’язку рiвняння (9) маємо
наступне спiввiдношення:

c = C(ρ, φ, z)4πρ cosφ
√
kφkz

[
exp

(
−Vρ(ρ sinφ)

2

4kφρ cosφ

)
×

×

e
−
Vρ(H − h)2

4kzρ cosφ


+ e

−
Vρ(H + h)2

4kz cosφ


]−1

.

(12)
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В (12) ρ, φ, z — координати мiсця проведення вимiрювань БПЛА
щодо положення джерела викиду (вiдстань до об’єкта, кут, висота
польоту).

Вирази (11), (12), що отриманi на основi розв’язку рiвняння (9),
дозволяють оцiнювати концентрацiю радiоактивних аерозолiв в обла-
стi викиду. Вихiдними даними при цьому є: значення мiсцевої вимiря-
ної концентрацiї аерозолiв i координати мiсця зняття проб вiдносно
джерела викиду аерозолiв.

Результати математичного моделювання. Використовуючи
спiввiдношення (6), (7), (10), (11), (12) проведено математичне мо-
делювання розв’язкiв прямої (6,7,10) i зворотньої (10,11,12) задач ви-
значення параметрiв розповсюдження радiоактивних аерозолiв, якi
переносяться повiтряним потоком.

Так для розв’язання прямої задачi визначення концентрацiї радiо-
активних аерозолiв, за умови що джерело викиду, наприклад, знахо-
диться на висотi 125 метрiв з iнтенсивнiстю 1 Бк/м3 при швидкостi
вiтру 5 м/с; на основi (6) отримаємо наступну дiаграму розподiлу по
мiрi вiддалення вiд джерела викиду на висотi 70м.

Рис. 1: Розподiл концентрацiї по напрямку вiтру.

Проводячи математичне моделювання виразiв, якi визначають
концентрацiю радiоактивних аерозолiв (7), можна отримати так зва-
ний тривимiрний її розподiл, що iлюструє наступний рис.2.
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Рис. 2: Просторовий розподiл концентрацiї радiоактивного ае-
розолю в областi зони викиду.

Найбiльший практичний iнтерес представляють собою дiаграми
лiнiй рiвня, якi вiдповiдають певним концентрацiям радiоактивного
аерозолю (див. Рис.3), що також є результатом розв’язання матема-
тичної моделi (9).

Таким чином наведенi математична модель, її розв’язки, методи-
ка проведення натурного експерименту, i результати математичного
моделювання, що є досить зручним пiдходом при аналiзi розповсю-
дження радiоактивних аерозолiв.

Висновки. На основi проведеного аналiзу математичних моделей
розповсюдження в приземному шарi атмосфери шкiдливих домiшок
у виглядi полiдисперсних аерозолiв, встановлено ряд їх розв’язкiв для
частинних випадкiв розповсюдження таких речовин.
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Рис. 3: Лiнiї рiвнiв концентрацiй радiоактивного аерозолю.

Встановленi спiввiдношення дають можливiсть визначати ступiнь
забруднення областi повiтряного простору та земної поверхнi побли-
зу джерел викиду. Крiм того в роботi виведенi спiввiдношення, що
можуть використовуватися для дистанцiйного монiторингу джерел
викиду шкiдливих речовин, використовуючи при цьому для вирiше-
ння такої задачi сучасного засобу дiагностики та монiторингу нав-
колишнього простору — безпiлотного лiтального апарату спецiально
обладнаного фiльтроежекцiйним пристроєм та вiдповiдною навiгацiй-
ною системою.

Наведенi результати є можливим реалiзувати при побудовi вiд-
повiдної методики дистанцiйного монiторингу небезпечних об’єктiв
промисловостi.
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