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Интегральные представления для
гипергеометрической функции F

(4)
8

Hypergeometric functions of four variables are poorly studied
presently, the list of them was first introduced in the article [1]. In
this work we present the theorem on convergence region and prove
Euler type integral representations for the hypergeometric function
of four variables F (4)

8 .

На даний час гiпергеометричнi функцiї чотирьох змiнних мало
вивчено, вперше їх перелiк було введено у статтi [1]. В цiй роботi
наведено теорему про область збiжностi та доведено iнтегральнi
представлення типу Ейлера для гiпергеометричної функцiї чоти-
рьох змiнних F (4)

8 .

В настоящее время гипергеометрические функции четырех пере-
менных мало изучены, впервые этот список был введен в ста-
тье [1]. В этой работе приводится теорема о области сходимости
и доказываются интегральные представления типа Эйлера для
гипергеометрической функции четырех переменных F (4)

8 .

1. Введение. Разнообразие прикладных задач, приводящих к гипер-
геометрическим функциям, вызвало быстрый рост числа функций,
применяемых в приложениях. Например, в монографии [2] определе-
ны и изучены области сходимости 205 гипергеометрических функции
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от трех переменных. В этой монографии также можно найти ссыл-
ки на научные работы до 1985 года, посвященные изучению свойств
гипергеометрических функций. Поскольку число гипергеометриче-
ских функций велико, полное множество их преобразований исчисля-
ется сотнями. Лучшим средством для вывода преобразований являю-
тся интегральные представления типа Эйлера рассматриваемых фун-
кций [3]. Интегральные представления полезны для нахождения сме-
жных соотношений, а также для интегрирования гипергеометриче-
ских систем дифференциальных уравнений в частных производных.

Известно, что система дифференциальных уравнений в частных
производных имеет решение F (4)

8 [1, с. 122 (2.8)], [4]:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
∞∑

m,n,p,q=0

(a1)m+n (a2)p+q (b1)m+p (b2)n (b3)q
(c1)m (c2)n (c3)p (c4)q

xm

m!

yn

n!

zp

p!

tq

q!
,

(1.1)

с областью сходимости |x| =: r < 1; |z| =: φ < 1; |t| =: ψ < 1;
|y| =: s < (1− r) (1− φ) (1− ψ) .

В данной статье для гипергеометрической функции от четырех
переменных доказываются несколько интегральных представлений
типа Эйлера [3]. Нахождения интегральных представлений для более
простых гипергеометрических функций рассмотрены в работах [5–
15].

2. Интегральные представления для гипергеометрической
функции F

(4)
8 .

Теорема Если выполняются определенные условия на заданные
параметры a1, a2, b1, b2, b3, c1, c2, c3, c4 гипергеометрической функции
F

(4)
8 , то в области сходимости |x| =: r < 1; |z| =: φ < 1; |t| =: ψ < 1;

|y| =: s < (1− r) (1− φ) (1− ψ) имеют место следующие интег-
ральные представления:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

ξb3−1 (1− ξ)
c4−b3−1

(1− tξ)
−a2 ×

×FK (a2, a1, b1, b2; c3, c2, c1; zφ, y, x) dξ,

(2.1)
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где φ = 1
1−tξ ,Re c4 > Re b3 > 0;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (b2 + b3)

Γ (b2) Γ (b3)
×

×
∫ 1

0

ξb2−1 (1− ξ)
b3−1 ×

×F (4)
7 (a1, a2, b1, b2 + b3; c1, c2, c3, c4;x, yδ, z, tψ) dξ,

(2.2)

где δ = ξ, ψ = (1− ξ) , Re b2 > 0, Re b3 > 0.

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)

(γ − α)
b3 (γ − β)

c4−b3

(α− β)c4−a2−1
×

×
∫ α

β

(ξ − β)
b3−1

(α− ξ)
c4−b3−1

(γ − ξ)
c4−a2 ×

× [(α− β) (γ − ξ)− t (γ − α) (ξ − β)]
−a2 ×

×FK (a2, a1, b1, b2; c3, c2, c1; zσ, y, x) dξ,

(2.3)

где σ = (α−β)(γ−ξ)
(α−β)(γ−ξ)−t(γ−α)(ξ−β) , Re c4 > Re b3 > 0, β < α < γ;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (b2 + b3)

Γ (b2) Γ (b3)

(γ − α)
b2 (γ − β)

b3

(α− β)b2+b3−1
×

×
∫ α

β

(ξ − β)
b2−1

(α− ξ)
b3−1

(γ − ξ)
b2+b3

×

×F (4)
7 (a1, a2, b1, b2 + b3; c1, c2, c3, c4;xσ, zφ) dξ,

(2.4)

где σ =
[
y(γ−α)(ξ−β)
(α−β)(γ−ξ)

]
, φ =

[
t(γ−β)(α−ξ)
(α−β)(γ−ξ)

]
, Re b2 > 0, Re b3 > 0, β <

α < γ;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

= 2
Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ π/2
0

(
sin2 ξ

)b3− 1
2
(
cos2 ξ

)(c4−b3)− 1
2
(
1− t sin2 ξ

)−a2 ×
×FK (a2, a1, b1, b2; c3, c2, c1; zφ, y, x) dξ,

(2.5)
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где φ = 1
(1−t sin2 ξ)

, Re c4 > Re b3 > 0;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

= 2
Γ (b2 + b3)

Γ (b2) Γ (b3)
×

×
∫ π/2
0

(sin ξ)
2b2−1

(cos ξ)
2b3−1 ×

×F (4)
7 (a1, a2, b1, b2 + b3; c1, c2, c3, c4;x, yδ, z, tψ) dξ,

(2.6)

где δ = sin2 ξ, ψ = cos2 ξ, Re b2 > 0, Re b3 > 0;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

= 2
Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
(1 + β)

b3 ×

×
∫ π/2
0

(sin ξ)
2b3−1

(cos ξ)
2(c4−b3)−1(

1 + β sin2 ξ
)c4−a2 ×

×
[(
1 + β sin2 ξ

)
− t (1 + β) sin2 ξ

]−a2 ×
×FK (a2, a1, b1, b2; c3, c2, c1; zφ, y, x) dξ,

(2.7)

где φ =
(1+β sin2 ξ)

(1+β sin2 ξ)−t(1+β) sin2 ξ
, Re c4 > Re b3 > 0, β > −1;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

= 2
Γ (b2 + b3)

Γ (b2) Γ (b3)
(1 + β)

b2 ×

×
∫ π/2
0

(sin ξ)
2b2−1

(cos ξ)
2b3−1(

1 + β sin2 ξ
)b2+b3 ×

×F (4)
7 (a1, a2, b1, b2 + b3; c1, c2, c3, c4;x, yδ, z, tψ) dξ,

(2.8)

где δ = (1+β)(sin ξ)2

(1+β sin2 ξ)
, ψ = (cos ξ)2

(1+β sin2 ξ)
, Re b2 > 0, Re b3 > 0, β > −1;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

= 2βb3
Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ π/2
0

(sin ξ)
2b3−1

(cos ξ)
2(c4−b3)−1(

cos2 ξ + β sin2 ξ
)c4−a2 ×

×
[
cos2 ξ + β sin2 ξ (1− t)

]−a2 ×
×FK (a2, a1, b1, b2; c3, c2, c1; zφ, y, x) dξ,

(2.9)
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где φ =
(cos2 ξ+β sin2 ξ)

cos2 ξ+β sin2 ξ(1−t) , Re c4 > Re b3 > 0, β > 0;

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

= 2βb2
Γ (b2 + b3)

Γ (b2) Γ (b3)
×

×
∫ π/2
0

(sin ξ)
2b2−1

(cos ξ)
2b3−1(

cos2 ξ + β sin2 ξ
)b2+b3 ×

×F (4)
7 (a1, a2, b1, b2 + b3; c1, c2, c3, c4;x, yδ, z, tψ) dξ,

(2.10)

где δ = β(sin ξ)2

(cos2 ξ+β sin2 ξ)
, ψ = (cos ξ)2

(cos2 ξ+β sin2 ξ)
, Re b2 > 0, Re b3 > 0, β > 0;

аналогичным образом имеют место двойные интегралы:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c3) Γ (c4)

Γ (a2) Γ (b3) Γ (c3 − a2) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1 (1− ξ)
c4−b3−1

(1− η)
c3−a2−1 ×

× (1− tξ)
b1−a2 (1− tξ − zη)

−b1 ×

×F2

[
a1; b1, b2; c1, c2;

x (1− tξ)

1− tξ − zη
, y

]
dξdη,

Re c3 > Re a2 > 0, Re c4 > Re b3 > 0;

(2.11)

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (b1 + b2 + b3)

Γ (b1) Γ (b2) Γ (b3)

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb2−1ηb1−1 (1− ξ)
b3−1 ×

× (1− η)
b2+b3−1

F
(4)
2 [a1, a2, b1 + b2 + b3; c1, c2, c3, c4;

xη, yξ (1− η) , zη, t (1− ξ) (1− η)] dξdη,
Re b1 > 0, Re b2 > 0, Re b3 > 0;

(2.12)
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F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c3) Γ (c4)

Γ (a2) Γ (b3) Γ (c3 − a2) Γ (c4 − b3)
×

× (γ − α)
a2+b3 (γ − β)

c4+c3−a2−b3

(α− β)c3+c4−2−a2
×

×
∫ α

β

∫ α

β

(ξ − β)
b3−1

(α− ξ)
c4−b3−1

(γ − ξ)
c4−a2 ×

× (η − β)
a2−1

(α− η)
c3−a2−1

(γ − η)
c4 ×

× [(α− β) (γ − ξ)− t (γ − α) (ξ − β)]
b1−a2 ×

× [(α− β) (γ − ξ)− t (γ − α) (ξ − β)−
−z(α− β) (γ − ξ)]

−b1 F2 [a1; b1, b2; c1, c2;
x [(α− β) (γ − ξ)− t (γ − α) (ξ − β)]

(α− β) (γ − ξ)− t (γ − α) (ξ − β)− z(α− β) (γ − ξ)
,

y] dξdη,
Re c3 > Re a2 > 0,Re c4 > Re b3 > 0, β < α < γ;

(2.13)

для интегралов (2.4–2.10) аналогичным образом, как (2.11–2.13),
имеют место двойные интегральные представления.

Также для функции F
(4)
8 найдены тройные интегральные пред-

ставления:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c2) Γ (c3) Γ (c4)

Γ (a2) Γ (b2) Γ (b3) Γ (c2 − b2) Γ (c3 − a2) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1ζb2−1 (1− ξ)
c4−b3−1 ×

× (1− η)
c3−a2−1

(1− ζ)
c2−b2−1

(1− yζ)
−a1 ×

× (1− tξ)
b1−a2 (1− tξ − zη)

−b1 ×

×F
[
a1, b1; c1;

x (1− tξ)

(1− yζ) (1− tξ − zη)

]
dξdηdζ,

(2.14)

Rec2 > Re b2 > 0,Re c3 > Re a2 > 0,Re c4 > Re b3 > 0;
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F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (a1 + a2) Γ (b1 + b2 + b3)

Γ (a1) Γ (a2) Γ (b1) Γ (b2) Γ (b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb2−1ηb1−1ζa1−1×

× (1− ξ)
b3−1

(1− η)
b2+b3−1

(1− ζ)
a2−1 ×

×F (4)
C [a1 + a2, b1 + b2 + b3; c1, c2, c3, c4;xηζ,

yξ (1− η) ζ, zη (1− ζ) , t (1− ξ) (1− η) (1− ζ)] dξdηdζ,
Re a2 > 0,Re b1 > 0,Re b2 > 0,Re b3 > 0;

(2.15)

для интегралов (2.3–2.10) аналогичным образом, как (2.14–2.15),
имеют место тройные интегралы.

Аналогичным образом имеют место четырехкратные инте-
гральные представления:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c1) Γ (c2)

Γ (a1) Γ (a2) Γ (b2) Γ (b3)
×

× Γ (c3) Γ (c4)

Γ (c1 − a1) Γ (c2 − b2) Γ (c3 − a2) Γ (c4 − b3)

×
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0
ξb3−1ηa2−1ζb2−1τa1−1 (1− ξ)

c4−b3−1 ×
× (1− η)

c3−a2−1
(1− ζ)

c2−b2−1
(1− τ)

c1−a1−1 ×
× (1− yζ)

b1−a1 (1− tξ)
b1−a2 ×

× [(1− yζ) (1− tξ − zη)− x (1− tξ) τ ]
−b1 dξdηdζdτ,

Re c1 > Re a1 > 0,Re c2 > Re b2 > 0,
Re c3 > Re a2 > 0,Re c4 > Re b3 > 0;

(2.16)

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (a1 + a2 + b1 + b2 + b3)

Γ (a1) Γ (a2) Γ (b1) Γ (b2) Γ (b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb2−1ηb1−1ζa1−1 (1− ξ)
b3−1 ×

× (1− η)
b2+b3−1

(1− ζ)
a2−1

τa1+a2−1×

× (1− τ)
b1+b2+b3−1

F (4)
c

(a1 + a2 + b1 + b2 + b3
2

,

a1 + a2 + b1 + b2 + b3
2

+
1

2
;

c1, c2, c3, c4;xσ, yδ, zφ, tψ
)
dξdηdςdτ,

(2.17)
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где

σ = ηζτ (1− τ) , δ = ξ (1− η) ζτ (1− τ) ,
φ = η (1− ζ) τ (1− τ) , ψ = (1− ξ) (1− η) (1− ζ) τ (1− τ) ,
Re a1 > 0, Re a2 > 0, Re b1 > 0, Re b2 > 0, Re b3 > 0.

Для интегралов (2.3–2.10) так же, как (2.16–2.17), имеют место
четырехкратные интегральные представления.

В интегральных представлениях гипергеометрической функции
F

(4)
8 использовались известные гипергеометрические функции Gauss,

Horn, Srivastava, Sharma:

F (a1, b1; c1;x) =

∞∑
m=0

(a1)m (b1)m
(c1)m

xm

m!
,

F2 (a1; b1, b2; c1, c2;x, y) =
∞∑

m,n=0

(a1)m+n (b1)m (b2)n
(c1)m (c2)n

xm

m!

yn

n!
,

FK (α1, α2, β1, β2; γ1, γ2, γ3;x, y, z) =

=

∞∑
m,n,p=0

(α1)m (α2)n+p (β1)m+p (β2)n
(γ1)m (γ2)n (γ3)pm!n!p!

xmynzp,

F
(4)
2 (a1, a2, b; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
∞∑

m,n,p,q=0

(a1)m+n (a2)p+q (b)m+n+p+q

(c1)m (c2)n (c3)p (c4)q

xm

m!

yn

n!

zp

p!

tq

q!
,

F
(4)
7 (a1, a2, b1, b2; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=

∞∑
m,n,p,q=0

(a1)m+n (a2)p+q (b1)m+p (b2)n+q
(c1)m (c2)n (c3)p (c4)q

xm

m!

yn

n!

zp

p!

tq

q!
,

F
(4)
C (a1, b1; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
∞∑

m,n,p,q=0

(a1)m+n+p+q (b1)m+n+p+q

(c1)m (c2)n (c3)p (c4)q

xm

m!

yn

n!

zp

p!

tq

q!
,
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4r
(a
2

)(a
2
+

1

2

)
r

= (a)2r ,

(a1 + a2 + b1 + b2 + b3)2(m+n+p+q) =

= 4m+n+p+q

(
a1 + a2 + b1 + b2 + b3

2

)
m+n+p+q

×

×
(
a1 + a2 + b1 + b2 + b3

2
+

1

2

)
m+n+p+q

=

= 4m+n+p+q

(
a1 + a2 + b1 + b2 + b3

2

)
m+n+p+q

×

×
(
a1 + a2 + b1 + b2 + b3 + 1

2

)
m+n+p+q

.

3. Доказательство интегральных представлений. Докажем
справедливость интегрального представления (2.16) для гипергеоме-
трической функции F (4)

8 .

Доказательство. Преобразуем выражение [(1− yζ) (1− tξ−
−zη)− x (1− tξ) τ ]

−b1 :

[(1− yζ) (1− tξ − zη)− x (1− tξ) τ ]
−b1 =

= [(1− yζ) (1− tξ − zη)]
−b1 ×

×
[
1− x (1− tξ)

(1− yζ) (1− tξ − zη)
τ

]−b1
=

= [(1− yζ) (1− tξ − zη)]
−b1 ×

×
∞∑
m=0

(b1)m
m!

(
x (1− tξ)

(1− yζ) (1− tξ − zη)

)m
τm.

(3.1)

Подставляя разложение (3.1) в (2.16), имеем:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c1) Γ (c2)

Γ (a1) Γ (a2) Γ (b2) Γ (b3)
×

× Γ (c3) Γ (c4)

Γ (c1 − a1) Γ (c2 − b2) Γ (c3 − a2) Γ (c4 − b3)
×



100 А.Н. Новицкая

×
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1ζb2−1 (1− ξ)
c4−b3−1 ×

× (1− η)
c3−a2−1

(1− ζ)
c2−b2−1

(1− yζ)
b1−a1 ×

× (1− tξ)
b1−a2 [(1− yζ) (1− tξ − zη)]

−b1 ×

×
∞∑
m=0

(b1)m
m!

(
x (1− tξ)

(1− yζ) (1− tξ − zη)

)m
×

×dξdηdζ
∫ 1

0

τa1+m−1 (1− τ)
c1−a1−1

dτ.

(3.2)

В силу определения бета-функции

∫ 1

0

τa1+m−1 (1− τ)
c1−a1−1

dτ =

= B (a1 +m, c1 − a1) =
(a1)m Γ(a1)Γ (c1 − a1)

(c1)m Γ(c1)
,

тогда получим:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c2) Γ (c3) Γ (c4)

Γ (a2) Γ (b2) Γ (b3) Γ (c2 − b2) Γ (c3 − a2) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1ζb2−1×

× (1− ξ)
c4−b3−1

(1− η)
c3−a2−1 ×

× (1− ζ)
c2−b2−1

(1− yζ)
−(a1+m)

(1− tξ)
b1−a2 ×

× (1− tξ − zη)
−b1 ×

×
∞∑
m=0

(a1)m (b1)m
(c1)m

(
x(1−tξ)

(1−tξ−zη)

)
m!

m

dξdηdζ.

(3.3)

Используя биномиальный ряд для выражения (1− yζ)
−(a1+m), нахо-

дим:

(1− yζ)
−(a1+m)

=

∞∑
n=0

(a1 +m)n
(yς)

n

n!
, (3.4)
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и, подставляя (3.4) в (3.3), имеем:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ(c2)Γ(c3)

Γ(b2)Γ(c2 − b2)Γ(a2)Γ(c3 − a2)
×

× Γ(c4)

Γ(b3)Γ(c4 − b3)

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1ζb2−1×

×(1− ξ)c4−b3−1(1− η)c3−a2−1(1− ζ)c2−b2−1×
×(1− tξ)b1−a2(1− tξ − zη)−b1dξdηdζ×

×
∞∑

m,n=0

(a1)m+n(b1)m
(c1)m

[ x(1−tξ)1−tξ−zη ]
m

m!

(yζ)n

n!
.

(3.5)

Выделим интеграл по ς:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c2) Γ (c3) Γ (c4)

Γ (b2) Γ (c2 − b2) Γ (a2) Γ (c3 − a2) Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1 (1− ξ)
c4−b3−1 ×

× (1− η)
c3−a2−1

(1− tξ)
b1−a2 (1− tξ − zη)

−b1 dξdη×

×
∞∑

m,n=0

(a1)m+n(b1)m
(c1)m

[ x(1−tξ)1−tξ−zη ]
m

m!

(y)n

n!
×

×
∫ 1

0

ζb2+n−1(1− ζ)c2−b2−1dζ,

(3.6)

где

∫ 1

0

ζb2+n−1 (1− ζ)
c2−b2−1

dζ =

= B (b2 + n, c2 − b2) =
(b2)n Γ(b2)Γ (c2 − b2)

(c2)n Γ(c2)
.

(3.7)
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Подставляя (3.7) в (3.6), получим следующее:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c3)

Γ (a2) Γ (c3 − a2)

Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1 (1− ξ)
c4−b3−1

(1− η)
c3−a2−1 ×

× (1− tξ)
−a2

(
1− tξ − zη

1− tξ

)−b1
dξdη×

×
∞∑

m,n=0

(a1)m+n (b1)m (b2)n
(c1)m (c2)n

xm

m!

yn

n!

(
1− tξ − zη

1− tξ

)−m

,

(3.8)

учитывая биномиальный ряд:(
1− tξ − zη

1− tξ

)−(b1+m)

=

=

[
1− zη

1− tξ

]−(b1+m)

=
∞∑
p=0

(b1 +m)p

(
zη

1−tξ

)p
p!

,

(3.9)

имеем:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c3)

Γ (a2) Γ (c3 − a2)

Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1 (1− ξ)
c4−b3−1 ×

× (1− η)
c3−a2−1

(1− tξ)
−a2 dξdη×

×
∞∑

m,n,p=0

(a1)m+n (b1)m+p (b2)n
(c1)m (c2)n

xm

m!

yn

n!

(
zη

1−tξ

)p
p!

.

(3.10)

Выделим интеграл по η:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c3)

Γ (a2) Γ (c3 − a2)

Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

ξb3−1ηa2−1 (1− ξ)
c4−b3−1 ×
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× (1− η)
c3−a2−1

(1− tξ)
−a2 dξ×

×
∞∑

m,n,p=0

(a1)m+n (b1)m+p (b2)n
(c1)m (c2)n

xm

m!

yn

n!

(
zη

1−tξ

)p
p!

×

×
∫ 1

0

ηa2+p−1 (1− η)
c3−a2−1

dη,

(3.11)

где ∫ 1

0

ηa2+p−1 (1− η)
c3−a2−1

dη =

= B (a2 + p, c3 − a2) =
(a2)p Γ (a2) Γ (c3 − a2)

(c3)p Γ (c3)
.

(3.12)

Подставляя (3.12) в (3.11), получим:

F
(4)
8 (a1, a2, b1, b2, b3; c1, c2, c3, c4;x, y, z, t) =

=
Γ (c4)

Γ (b3) Γ (c4 − b3)
×

×
∫ 1

0

ξb3−1 (1− ξ)
c4−b3−1

(1− tξ)
−a2 dξ×

×
∞∑

m,n,p=0

(a2)p (a1)m+n (b1)m+p (b2)n
(c3)p (c1)m (c2)n

(
zη

1−tξ

)p
p!

xm

m!

yn

n!
,

Re c4 > Re b3 > 0.

(3.13)

Учитывая разложение

(1− tξ)
−(a2+p) =

∞∑
q=0

(a2 + p)q (tξ)
q

q!

и интеграл по ξ:∫ 1

0

ξb3+q−1 (1− ξ)
c4−b3−1

dξ = B (b3 + q, c4 − b3) =

=
Γ (b3 + q) Γ (c4 − b3)

Γ (c4 + q)
=

(b3)q Γ (b3) Γ (c4 − b3)

(c4)q Γ (c4)
,

имеем (1.1). Что и требовалось доказать.
Аналогичным образом доказываются остальные интегральные

представления для гипергеометрической функции F (4)
8 .
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4. Заключение. Интегральные представления для большинства спе-
циальных функций математической физики и прикладной матема-
тики представляют большой интерес и имеют место во многих лите-
ратурных источниках. Здесь мы наиболее наглядно доказали инте-
гральные представления только для гипергеометрической функции
четырех переменных C. Sharma, C. L. Parihar F (4)

8 . Этот же метод
позволяет построить интегральные представления для других гипер-
геометрических функций от четырех переменных, которые определе-
ны в статье [1].
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