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The question of the oscillation of solutions of linear differential equati-
ons of the second order on the time scales is investigated. The
theorems of the oscillation and comparison are prooved, which makes
it possible to use the classic theorems of the differential equastions
oscillation theory and apply them on the time scales.

Дослiджується питання коливностi розв’язкiв диференцiальних
рiвнянь другого порядку на часових шкалах. Доведенi теореми
про неколивнiсть i порiвняння, що дає можливiсть користуватись
класичними теоремами з теорiї коливностi розв’язкiв диференцi-
альних рiвнянь i застосовувати їх для часових шкал.

1. Вступ

Побудова математичних моделей, що описують поведiнку об’є-
ктiв як неперервних явищ, так i в дискретнi моменти часу, ба-
зується на диференцiальних (динамiчних) рiвняннях на часових
шкалах.
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Основи теорiї рiвнянь на часових шкалах викладенi в робо-
тi Стефана Хiльгера [1], який ввiв поняття похiдної на часових
шкалах.

Розвитку теорiї коливностi на часових шкалах присвячено ба-
гато робiт. Так, в роботi [2] вивчається коливнiсть розв’язкiв лi-
нiйних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами на часових шкалах. Пи-
тання осциляцiї розв’язкiв лiнiйних рiвнянь зi змiнними коефiцi-
єнтами, а також деяких класiв нелiнiйних рiвнянь розглянутi у
монографiї [3]. Робота [4] присвячена широкому колу питань, по-
в’язаних iз осциляцiєю розв’язкiв дискретних систем. В роботi [5]
вивчалась коливнiсть розв’язкiв нелiнiйних динамiчних рiвнянь
першого порядку.

Однак, вiдзначимо, що в цитованих працях розглянуто пи-
тання коливностi розв’язкiв на нескiнченних iнтервалах (аналог
пiвосi). Виявилось, що там добре працюють методи, використанi
при отриманнi аналогiчних результатiв для звичайних диферен-
цiальних рiвнянь.

Зовсiм iнша ситуацiя має мiсце при вивченнi коливностi на
скiнченних промiжках. Тут класичнi методи для звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь не працюють. Причина полягає у вiдмiн-
ностi поняття нуля розв’язку. Отриманню аналогiв класичної те-
орiї коливностi Штурма i присвячена дана робота.

В данiй роботi вивчається питання коливностi розв’язкiв лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку на часових
шкалах. Доведенi теореми про неколивнiсть i порiвняння для
лiнiйних диференцiальних рiвнянь другого порядку на часових
шкалах, що дає можливiсть користуватися класичними теоре-
мами з теорiї коливностi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь i
застосовувати їх для часових шкал.

2. Часовi шкали

Приведемо деякi поняття та означення, пов’язанi з часовими
шкалами. Нехай T -часова шкала, тобто довiльна непорожня за-
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мкнена пiдмножина в R1. Для кожної пiдмножини A iз R1 ми
позначатимемо AT = A

⋂
T.

Для характеристики часових шкал вводяться два оператори
оберненого i прямого стрибкiв - ρ, σ : T → T вiдпоiдно. Прямий
оператор стрибка визначається як σ(t) := inf{s ∈ T : s > t},
а обернений ρ(t) := sup{s ∈ T : s < t} для всiх t ∈ T, де
ρ(minT) = minT, коли T обмежена знизу i σ(maxT) = maxT,
коли T обмежена зверху. Якщо σ(t) > t, то кажемо, що точка
t ∈ T iзольована справа, якщо ж ρ(t) < t, то iзольована злiва.
Точки, якi є одночасно iзольованими справа i злiва, називаються
iзольованими. Також, якщо t < maxT i σ(t) = t, то точка t ∈ T
називається граничною справа, якщо ж t > minT i ρ(t) = t, то
називається граничною злiва. Функцiя дрiбнення µ : T → R1

t

визначнється як µ(t) = σ(t)− t для t ∈ T.
Введемо тепер найважливiше поняття ∆ -похiдної на часовiй

шкалi. Позначимо через Tk = T\{maxT}, якщо T має iзольовану
точку злiва i Tk = T - в протилежному випадку.

Означення 1 ([2]) Функцiя g : T → R1 ∆ - диференцiйована
у точцi t ∈ Tk, якщо iснує скiнченна границя

g∆(t) = lim
s→t,s∈T

gσ(t)− g(s)

σ(t)− s
,

де gσ = g(σ(t)) = g ◦ σ.
Зазначимо, що якщо t ∈ Tk є правою граничною точкою, то

g є ∆-диференцiйованою в t тодi i тiльки тодi, коли границя
g(t)−g(s)
t−s , s → t, s ∈ T iснує; в цьому випадку g∆(t) рiвна данiй

границi. Якщо ж t ∈ Tk є правою iзольованою точкою, то g є ∆-
диференцiйованою i g∆(t) = g(t)−g(s)

µ(t) [3].
Якщо функцiї φ, ψ : T → R1 є ∆ - диференцiйованими в t ∈

Tk, то їх добуток також є ∆ - диференцiйованим i справедлива
формула:

(φψ̇)∆(t) = φ(t)ψ∆(t) + φ∆(t)ψ(σ(t)) = φ∆(t)ψ(t) + φ(σ(t))ψ∆(t),

[2, теорема 1.20].
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На часових шкалах, аналогiчно випадку T → R1, будується
iнтеграл Рiмана [3], який називається ∆ - iнтегралом Рiмана.
Вiн має всi тi властивостi, що i звичайний iнтеграл.

3. Постановка задачi

Будемо дослiджувати коливнiсть розв’язкiв динамiчного рiвня-
ння другого порядку при t ∈ [a, b]T:

x∆∆(t) + q(t)xσ(t) = 0, (1)

де q ∈ Crd([a, b]T, R), тобто функцiя q : [a, b]T → R- неперерв-
на справа в граничних точках часової шкали T, x∆(t) - дельта-
похiдна функцiї x в точцi t ∈ Tk.

Означення 2. Розв’язок x(t) рiвняння (1) має узагальнений
нуль в t ∈ [a, b]T, якщо x(t) = 0, або якщо t є iзольованою злiва
i x(t)x(ρ(t)) < 0.

Означення 3. Розв’язок x(t) рiвняння (1) називається ко-
ливним на iнтервалi [a, b]T, якщо вiн має не менше двох уза-
гальнених нулiв на [a, b]T. Розв’язок, який має не бiльш як один
узагальнений нуль на [a, b]T, називається неколивним.

В подальшому буде використано лему.
Лема (класична тотожнiсть Пiкона) [6]. Розглянемо два лi-

нiйнi диференцiальнi рiвняння

(p1(t)x′(t))′ + q1(t)x(t) = 0; (p2(t)y′(t))′ + q2(t)y(t) = 0

Нехай u(t) - розв’язок першого рiвняння, а v(t) - розв’язок дру-
гого рiвняння. Тодi для всiх v(t) 6= 0 має мiсце наступна рiвнiсть:(u
v

(p1u
′v − p2uv

′)
)′

= (q2 − q1)u2 + (p1 − p2)u′2 + p2

(
u′ − v′u

v

)2
.

4. Основнi результати

Теорема 1. (про неколивнiсть). Якщо q(t) ≤ 0 на [a, b]T, то всi
нетривiальнi розв’язки рiвняння (1) неколивнi на [a, b]T.
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Доведення. Скористаємося методом доведення вiд супротив-
ного. Припустимо, що деякий розв’язок x(t) рiвряння (1) має
принаймi два узагальненi нулi на [a, b]T. Нехай є два узагальненi
нулi σ(c), σ(d) такi, що a ≤ c ≤ σ(c) < d ≤ σ(d) ≤ b i на про-
мiжку (σ(c), σ(d)) немає iнших узагальнених нулiв. Розглянемо
можливi типи нулiв в точках σ(c) i σ(d).

Випадок перший. Нехай x(σ(c)) = 0. Оскiльки x(t) є непе-
рервною на T, то вона зберiгає знак на (σ(c), σ(d)). Можна вва-
жати, що x(t) > 0 на (σ(c), σ(d)) (в противному випадку подаль-
шi мiркування стосувалися б розв’язку −x(t)). Iз цього припу-
щення випливає, що x∆(σ(c)) > 0. Справдi, x∆(σ(c)) 6= 0, бо
x∆(t) — нетривiальний розв’язок, а випадок x∆(σ(c)) < 0 немо-
жливий з урахуванням додатностi x(t) на (σ(c), σ(d)). Оскiль-
ки за умовою теореми q(t) ≤ 0, то з рiвняння (1) випливає,
що x∆∆(t) ≥ 0, ∀t ∈ [c, ρ(d)]. Отже, x∆(t) зростаюча справа на
[c, ρ(d)], i тодi x∆(t) ≥ x∆(σ(c)) > 0. Отримали суперечнiсть.

Нехай точки d i σ(d) iзольованi злiва, тобто ρ(d) 6= d 6= σ(d),

x(d)xσ(d) ≤ 0, x(d) > 0, xσ(d) < 0. Тодi x∆(d) = xσ(d)−x(d)
µ(d) < 0,

i x∆∆(ρ(d)) = x∆(d)−x∆(ρ(d))
µ(ρ(d)) < 0. Але x∆∆(ρ(d)) < 0. Дiйшли до

суперечностi.
Нехай σ(d) гранична злiва, а d iзольована злiва, тобто d =

σ(d), d 6= ρ(d), x(d) = 0. Тодi x∆(ρ(d)) = x(d)−x(ρ(d))
µ(ρ(d)) < 0, але

x∆(t) > 0 на [c, ρ(d)]. Дiйшли до суперечностi.
Нехай точки d i σ(d) граничнi злiва, тобто ρ(d) = d = σ(d),

x(d) = 0. Тодi з неперервностi функцiї x(t) i з того, що x(t) є
зростаючою справа, випливає, що x(d) > 0, що суперечить при-
пущенню про те, що d є нулем розв’язку x(t).

Випадок другий. Нехай x(σ(c)) 6= 0, тодi x(c)x(σ(c)) < 0. При-
пустимо, що x(σ(c)) > x(c). Оскiльки x(t) є неперервною на T, то
вона зберiгає знак на (σ(c), σ(d)). Можна вважати, що x(t) > 0
на [σ(c), σ(d)] (в противному разi подальшi мiркування стосу-
валися б розв’язку −x(t)). Iз цього припущення випливає, що
x∆(c) > 0. Справдi, x∆(c) = xσ(c)−x(c)

µ(c) > 0. Оскiльки за умовою
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теореми q(t) ≤ 0, то з рiвняння (1) випливає, що x∆∆(t) ≥ 0,
∀t ∈ [c, ρ(d)]. Отже, x∆(t) зростаюча справа на [c, ρ(d)], i тодi
x∆(t) ≥ x∆(c) > 0.

Подальшi мiркування аналогiчнi попередньому випадку i при-
водять до суперечностi з припущенням про те, що σ(d) є уза-
гальненим нулем розв’язку x(t) рiвняння (1). Отже, при умовi
q(t) ≤ 0 всi розв’язки рiвняння (1) неколивнi на [a, b]. Теорему
доведено.

Розглянемо тепер два рiвняння

x∆∆(t) + q(t)xσ(t) = 0, (2)

y∆∆(t) +Q(t)yσ(t) = 0, (3)

де q(t), Q(t) ∈ Crd(T,R). Визначимо функцiю G : T→ R як

G(t) =

(
x(t)(x∆(t)y(t)− x(t)y∆(t))

y(t)

)∆

.

Тодi

G(t) =

(
x(t)

y(t)

)∆

(x∆(t)y(t)− x(t)y∆(t))+

xσ(t)

yσ(t)
(x∆(t)y(t)− x(t)y∆(t))∆ =

=
(x∆(t)y(t)− x(t)y∆(t))2

y(t)yσ(t)
+ (xσ(t))2(Q(t)− q(t)).

Теорема 2. (порiвняння). Якщо на [a, b]T виконується умова

Q(t) ≥ q(t), (4)

то кожен вiдрiзок, кiнцями якого є нулi нетривiального розв’яз-
ку рiвняння (2) мiстить принаймi один нуль будь-якого розв’яз-
ку рiвняння (3).
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Доведення. Нехай розв’язок рiвняння (2) x(t) має два уза-
гальненi нулi на iнтервалi [a, b]T i нехай y(t) - розв’язок рiв-
няння (3). Припустимо, що y(t) не має узагальнених нулiв на
[a, b]T. Нехай x(t) має узагальненi нулi в точках σ(c) i σ(d), тоб-
то a ≤ σ(c) < d ≤ σ(d) ≤ b i x(t) > 0 для t ∈ (c, d].

Для зручностi введемо функцiю u : T→ R таку, що

u(t) =


0, a ≤ t ≤ c,
x(t), c < t ≤ d,
0, d < t ≤ b.

Iнтегруванням функцiї G(t) з замiною функцiї x(t) на u(t)
отримаємо

I =

∫ b

a

(
u

y
(u∆y − uy∆)

)∆

(t) ∆t.

Помiтимо, що∫ b

a
=

∫ c

a
+

∫ σ(c)

c
+

∫ d

σ(c)
+

∫ σ(d)

d
+

∫ b

σ(d)
.

Тодi

I = µ(c)G(c) +

∫ d

σ(c)
G(t)∆t+ µ(d)G(d).

Розглянемо можливi типи точок c i d.
1) Точки c i d є граничними справа; тодi

I =
u(d)

y(d)
(u∆(d)y(d)− u(d)y∆(d))−

−u(c)

y(c)
(u∆(c)y(c)− u(c)y∆(c)) = 0

Отримали суперечнiсть з тим, що за умовою (4) iнтеграл має
бути додатнiм.
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2) Точка c є граничною справа i точка d є iзольованою справа,
тодi x(d) > 0, xσ(d) < 0 i

I =
u(d)

y(d)
(u∆(d)y(d)− u(d)y∆(d))+

+µ(d)

{(
u

y

)∆

(d)[u∆y − uy∆](d) +
u(σ(d))

y(σ(d))
[u∆y − uy∆]∆(d)

}
=

= u(d)
{u∆(d)y(d)− u(d)y∆(d)

y(d)
−

−x(d)

y(d)
(u∆(d)y(d)− u(d)y∆(d))

}
= 0

Знову прийшли до суперечностi.
3)Точка c є iзольованою справа i точка d є граничною справа,

тодi x(c) < 0, xσ(c) > 0 i

I = −u(σ(c))

y(σ(c))
[u∆(σ(c))y(σ(c))− u(σ(c))y∆(σ(c))]+

+µ(c)

{(
u

y

)∆

(c)[u∆y − uy∆]σ(c) +
u(c)

y(c)
[u∆y − uy∆]∆(c)

}
=

= −u(σ(c))

y(σ(c))
[u∆(σ(c))y(σ(c))− u(σ(c))y∆(σ(c))]+

+µ(c)
x(σ(c))

µ(c)y(σ(c))
[u∆y − uy∆]σ(c) =

= −x
σ(c)

yσ(c)
(u∆y − uy∆)σ(c) +

xσ(c)

yσ(c)
(u∆y − uy∆)σ(c) = 0,

що суперечить додатностi iнтеграла.
4)Точки c i d обидвi iзольованi справа. Тодi xσ(c) > 0, xσ(d) <

0 i

I =

(
u

y
(u∆y − uy∆)

)
(d)−

(
u

y
(u∆y − uy∆)

)
(σ(c))+
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+µ(c)

[(
u

y

)∆

(c)[u∆y − uy∆]σ(c) +
u

y
(c)[u∆y − uy∆]∆(c)

]
+

+µ(d)

[(
u

y

)∆

(d)[u∆y − uy∆](d) +

(
u

y

)σ
(d)[u∆y − uy∆]∆(d)

]
=

=

(
u

y

)
(d)(u∆y − uy∆)(d)−

(
u

y

)σ
(c)(u∆y − uy∆)(c)+

+µ(c)
xσ(c)

µ(c)yσ(c)
(u∆y − uy∆)σ(c) + µ(d)

−x(d)

µ(d)y(d)
(u∆y − uy∆)(d) =

=
x(d)

y(d)
(u∆y − uy∆)(d)− xσ(c)

yσ(c)
(u∆y − uy∆)σ(c)+

+
xσ(c)

yσ(c)
(u∆y − uy∆)σ(c)− x(d)

y(d)
(u∆y − uy∆)(d) = 0.

Отримали суперечнiсть. Теорему доведено.
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