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Оцiнка модуля неперервностi
межових значень кватернiонного
iнтеграла типу Кошi

It is proved an upper estimate for the modulus of continuity of boundary
values of a quaternionic Cauchy-type integral.

Доведено верхню оцiнку модуля неперервностi межових значень ква-
тернiонного iнтеграла типу Кошi.

1. Вступ. А. Зигмунд [1] вперше довiв оцiнку модуля неперерв-
ностi тригонометрично спряженої функцiї на прямiй, що рiвносиль-
на оцiнцi модуля неперервностi сингулярного iнтеграла Кошi на колi.
З цiєї оцiнки, зокрема, випливає теорема Племеля-Привалова про iн-
варiантнiсть класiв Гьольдера вiдносно сингулярного iнтеграла Кошi.
Оцiнка А. Зигмунда узагальнювалась на бiльш широкi класи кривих у
роботах Л. Г. Магнарадзе [2, 3], А. А. Бабаєва та В. В. Салаєва [4, 5, 6],
П. М. Тамразова [7, 8], О. Ф. Геруса [9, 10, 11], Т. С. Салiмова [12],
Є. М. Динькiна [13]. Зокрема, з’ясувалось, що найбiльш широким кла-
сом кривих (див. [6, 9]), для яких вона має такий же вигляд, як i на
колi, є клас регулярних кривих (у яких мiра частини кривої, що по-
трапляє в круг, не перевищує сталої, помноженої на радiус круга). На
бiльш загальних кривих (див. [6, 9, 10, 12, 13, 11]) мажоранта погiр-
шується i починає залежати ще i вiд кривої.

В роботi [14] розглянуто узагальнення iнтеграла типу Кошi в те-
орiї так званих α-гiперголоморфних функцiй, якi дiють з простору
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R2, надiленого певною структурою кватернiонного множення, у алге-
бру комплексних кватернiонiв. Доведено формули для межових зна-
чень iнтеграла на замкнених кусково-ляпуновських кривих та теорему
Племеля-Привалова про iнварiантнiсть класiв Гьольдера для вiдповiд-
ного сингулярного iнтеграла, через який виражаються межовi значе-
ння. В роботi [15] доведенi аналогiчнi формули на замкнених жорда-
нових спрямлюваних кривих. В роботi [16] отримано оцiнку модуля
неперервностi вiдповiдного сингулярного iнтеграла. В цiй роботi отри-
мано оцiнку модуля неперервностi межових значень кватернiонного
узагальнення iнтеграла типу Кошi в теорiї α-гiперголоморфних фун-
кцiй.

2. Кватернiони. Кватернiонний iнтеграл типу Ко-
шi. Позначимо через H = H(R) та H(C) вiдповiдно алгебри дiй-
сних та комплексних кватернiонiв, тобто таких, що подаються у ви-
глядi a =

∑3
k=0 akik, де {ak}3k=0 ⊂ R для дiйсних кватернiонiв i

{ak}3k=0 ⊂ C — для комплексних; i0 = 1, а i1, i2, i3 — уявнi одиницi
з правилом множення: i12 = i2

2 = i3
2 = i1i2i3 = −1; комплексну уяв-

ну одиницю позначатимемо через i. H є некомутативною асоцiативною
алгеброю над полем дiйсних чисел, яка не має дiльникiв нуля. H(C)
є некомутативною асоцiативною алгеброю над полем комплексних чи-
сел, яка має дiльники нуля. Пiд модулем комплексного кватернiона
розумiтимемо його евклiдову норму |a| = ∥a∥R8 .

Нехай α ∈ C, z := xi1 + yi2, ζ := ξi1 + ηi2 — дiйснi кватернiони, якi
мiстяться в евклiдовому просторi R2, надiленому додатковою структу-
рою кватернiонного множення, H(p)

n — функцiї Ганкеля роду p ∈ {1; 2}
i порядку n ∈ {0; 1; 2} (див. [17]). Позначимо:

Eα(z) :=


(−1)p

i

4
H

(p)
0 (α|z|) при α ̸= 0,

1

2π
ln |z| при α = 0,

де

p =

{
1 при Im(α) > 0 або α > 0,

2 при Im(α) < 0 або α < 0.

Вiдомо (див., напр., [18]), що функцiя Eα є фундаментальним
розв’язком оператора Гельмгольца ∆α2 := ∆R2+Mα2

, де ∆R2 = ∂2
1+∂2

2 ,
∂k = ∂

∂xk
, Ma — оператор множення на a ∈ C.
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Кватернiонним ядром Кошi Kα називається фундаментальний
розв’язок оператора α∂ := ∂1 ◦ M i1 + ∂2 ◦ M i2 + Mα подiбно до то-
го, як класичне ядро Кошi є фундаментальним розв’язком оператора
Кошi-Рiмана ∂ := ∂

∂x + i ∂
∂y . Завдяки факторизацiї оператора Гельм-

гольца (див. [19], [15])
∆α2 = −α∂ ◦−α∂

маємо
Kα(z) = −−α∂[Eα](z),

звiдки отримуємо

Kα(z) =


(−1)p

iα

4

(
H

(p)
1 (α|z|) z

|z|
+H

(p)
0 (α|z|)

)
при α ̸= 0,

1

2πz
при α = 0.

Функцiї Ганкеля H
(p)
0 (t), H(p)

1 (t) розкладаються в ряди (див. [17]):

H
(p)
0 (t) =

(
1− (−1)p

2i

π
(ln

t

2
+C)

) ∞∑
k=0

(−1)kt2k

22k(k!)2
+

+
2i

π

∞∑
k=1

(−1)k+pt2k

22k(k!)2

k∑
m=1

1

m
,

(1)

H
(p)
1 (t) =

(
1− (−1)p

2i

π
(ln

t

2
+C)

) ∞∑
k=0

(−1)kt2k+1

22k+1k!(k + 1)!
+

+ (−1)p
(
2i

πt
+

it

2π

)
+

i

π

∞∑
k=1

(−1)k+pt2k+1

22k+1k!(k + 1)!

(
k+1∑
m=1

1

m
+

k∑
m=1

1

m

)
,

(2)

де C — стала Ейлера.
Для замкненої жорданової спрямлюваної кривої Γ ⊂ R2 i неперерв-

ної функцiї f : Γ −→ H(C) кватернiонний iнтеграл типу Кошi визнача-
ється формулою (див. [15])

Φα[f ](z) :=

∫
Γ

Kα(ζ − z)σ f(ζ), z ∈ R2 \ Γ,

де σ := dηi1 − dξi2.

3. Межовi значення кватернiонного iнтеграла
типу Кошi. Нехай Ω+ — обмежена область з межею Γ,
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Ω− := C \ (Ω+ ∪Γ). Позначимо через Φ+
α [f ], Φ−

α [f ] звуження iнтеграла
Φα[f ], вiдповiдно, на областi Ω+, Ω−.

Теорема 1. ([15]) Нехай Γ — замкнена жорданова спрямлювана кри-
ва, f : Γ −→ H(C) — неперервна функцiя i нехай iнтеграл

Ψα[f ](t) := lim
δ→0

∫
Γ\Γt,δ

|Kα(ζ − t)| |σ| |f(ζ)− f(t)|, t ∈ Γ,

де Γt,δ := {ζ ∈ Γ : |ζ − t| 6 δ}, iснує рiвномiрно вiдносно t ∈ Γ. Тодi
iснує iнтеграл

Fα[f ](t) := lim
δ→0

∫
Γ\Γt,δ

Kα(ζ − t)σ (f(ζ)− f(t)), t ∈ Γ;

крiм того, функцiї Φ±
α [f ] неперервно продовжуються вiдповiдно на

замикання Ω+, Ω− i справедливi наступнi формули:

Φ+
α [f ](t) = (Iα(t) + 1)f(t) + Fα[f ](t), t ∈ Γ, (3)

Φ−
α [f ](t) = Iα(t)f(t) + Fα[f ](t), t ∈ Γ, (4)

де
Iα(t) := −α

∫∫
Ω+

Kα(ζ − t)dξdη.

В роботi [16] доведено верхню оцiнку модуля неперервностi сингу-
лярного iнтеграла Fα[f ] в термiнах модуля неперервностi пiдiнтеграль-
ної функцiї f та метричної характеристики кривої. Метою цiєї роботи
є отримання подiбних оцiнок для межових значень Φ+

α [f ], Φ−
α [f ]. Як

видно з формул (3), (4), головну труднiсть тут складає оцiнка модуля
неперервностi iнтеграла Iα.

Нехай δ > 0, ωΓ(f, δ) := sup
|z1−z2|6δ

{z1;z2}⊂Γ

|f(z1) − f(z2)| — модуль непе-

рервностi функцiї f на Γ,

ΩΓ(f, a, b) :=


sup

a6t6b

ωΓ(f, t)

t
при 0 < a 6 b,

ΩΓ(f, b, b) при 0 < b < a,
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Γz,δ := {ζ∈Γ : |ζ−z| 6 δ}, θz(δ) := mesΓz,δ — криволiнiйна мiра Лебега
множини Γz,δ (див. [6]),

Θ(z, δ) :=
δ2

θz(4δ)− θz(δ)
.

Надалi позначатимемо через c (·), c (·, ·), c (·, ·, ·) додатнi сталi (мо-
жливо рiзнi), якi залежать лише вiд аргументiв у дужках. Символом
c без аргументiв позначатимемо абсолютнi сталi.

Теорема 2. Нехай функцiя f : Γ −→ H(C) задовольняє умови

sup
z∈Γ

d∫
0

ΩΓ(f,Θ(z, x), x) dx < +∞,

sup
z∈Γ

d∫
0

| lnx|ωΓ(f, x) dθz(x) < +∞.

Тодi функцiї Φ±
α [f ] неперервно продовжуються вiдповiдно на замика-

ння Ω+, Ω− i для δ ∈
(
0,min

{
1
3e

− 1
3 ; d

3

}]
справедливi оцiнки

ωΓ(Φ
±
α [f ], δ) 6c sup

z∈Γ

2d∫
0

ΩΓ(f,Θ(z, x), x)
dx

1 +
x

δ

+

+c(α) sup
z∈Γ

d∫
0

| lnx|ωΓ(f, x)

1 +
ωΓ(f, x)

ωΓ(f, 4δ)

dθz(x)+

+c(α) δ

sup
z∈Γ

d∫
3δ

ωΓ(f, x)

x
dθz(x) + ln

d

3δ

 ,

(5)

де d — дiаметр кривої Γ.

Доведення. Оцiнимо ωΓ(Iα, δ). Для цього, використовуючи розкла-
дання в ряди функцiй Ганкеля (1), (2), розглянемо подання

Iα(t) =
5∑

q=1

I(q)α (t),
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де

I(1)α (t) :=

∫∫
Ω+

∞∑
k=0

ak,p
(−1)k+1α2k+2

22k+2(k!)2
|ζ − t|2kdξ dη,

ak,p :=

(−1)pi+ 2
π

(
C + ln α

2

)
при k = 0,

(−1)pi+ 2
π

(
C + ln α

2 +
k∑

m=1

1
m

)
при k > 0,

I(2)α (t) :=

∫∫
Ω+

∞∑
k=0

bk,p
(−1)k+1α2k+3

22k+3k!(k + 1)!
|ζ − t|2k(ζ − t)dξ dη,

bk,p :=

(−1)pi+ 2
π

(
C − 1

2 + ln α
2

)
при k = 0,

(−1)pi+ 2
π

(
C − 1

2(k+1) −
k∑

m=1

1
m + ln α

2

)
при k > 0,

I(3)α (t) :=
1

π

∫∫
Ω+

ln |ζ − t|
∞∑
k=0

(−1)k+1α
2k+2|ζ − t|2k

22k+1(k!)2
dξ dη,

I(4)α (t) :=
1

π

∫∫
Ω+

ln |ζ − t|
∞∑
k=0

(−1)k+1α
2k+3|ζ − t|2k(ζ − t)

22k+2k!(k + 1)!
dξ dη,

I(5)α (t) := − α

2π

∫∫
Ω+

1

ζ − t
dξ dη.

Нехай {t1; t2} ⊂ Γ, h := |t1 − t2| 6 δ. Тодi

∣∣∣I(1)α (t1)− I(1)α (t2)
∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3h

∞∑
k=0

ak,p
α2k+2

22k+2(k!)2
|ζ − t1|2kdξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3h

∞∑
k=0

ak,p
α2k+2

22k+2(k!)2
|ζ − t2|2kdξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3h

∞∑
k=1

ak,p
α2k+2

22k+2(k!)2
(
|ζ − t1|2k − |ζ − t2|2k

)
dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣ =:

=: M1 +M2 +M3.
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M1 6
∞∑
k=0

|ak,p|
|α|2k+2

22k+2(k!)2

∫∫
Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2kdξ dη 6

6 π
∞∑
k=0

|ak,p|
|α|2k+232k+2

22k+2(k!)2(k + 1)
h2k+2 6 c(α)δ2.

Аналогiчно оцiнюється M2. Для ζ ∈ Ω+ \Ω+
t1,3h

виконується нерiвнiсть
|ζ − t2| 6 4

3 |ζ − t1|. Тому
M3 6

∞∑
k=1

|ak,p|
|α|2k+2

22k+2(k!)2
×

×
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3h

||ζ − t1| − |ζ − t2||
2k−1∑
m=0

|ζ − t1|2k−1−m|ζ − t2|mdξ dη 6

6 h

∞∑
k=1

|ak,p|
22k−2 |α|2k+2

32k+1(k!)2

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2k−1dξ dη 6

6 h
∞∑
k=1

|ak,p|
22k−2 |α|2k+2

32k+1(k!)2
2π

2k + 1
d2k+1 6 c(α, d)δ.

Таким чином,
ωΓ

(
I(1)α , δ

)
6 c(α, d)δ. (6)

∣∣∣I(2)α (t1)− I(2)α (t2)
∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3h

∞∑
k=0

bk,pα
2k+3

22k+3k!(k + 1)!
|ζ − t1|2k(ζ − t1)dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3h

∞∑
k=0

bk,pα
2k+3

22k+3k!(k + 1)!
|ζ − t2|2k(ζ − t2)dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3h

∞∑
k=1

bk,pα
2k+3

22k+3k!(k + 1)!
×

×
(
|ζ − t1|2k(ζ − t1)− |ζ − t2|2k(ζ − t2)

)
dξ dη

∣∣∣∣∣∣ =: M4 +M5 +M6.
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M4 6
∞∑
k=0

|bk,p|
|α|2k+3

22k+3k!(k + 1)!

∫∫
Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2k+1dξ dη 6

6 2π
∞∑
k=0

|bk,p|
|α|2k+3(3h)2k+3

22k+3(k!)(k + 1)!(2k + 3)
6 c(α)δ3.

Аналогiчно оцiнюється M5.

M6 6
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3h

∞∑
k=1

|bk,p| |α|2k+3

22k+3k!(k + 1)!

∣∣|ζ − t1|2k − |ζ − t2|2k
∣∣ |ζ − t1|dξ dη+

+

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

∞∑
k=1

|bk,p| |α|2k+3

22k+3k!(k + 1)!
|ζ − t2|2k|t2 − t1|dξ dη =: M7 +M8.

Аналогiчно оцiнцi M3, отримуємо M7 6 c(α, d)δ, а також

M8 6h
∞∑
k=1

|bk,p|
22k−3 |α|2k+3

32kk!(k + 1)!

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2kdξ dη 6

6h
∞∑
k=1

|bk,p|
22k−3 |α|2k+3

32kk!(k + 1)!

π

k + 1
d2k+2 6 c(α, d)δ.

Тому M6 6 c(α, d)δ i, отже,

ωΓ

(
I(2)α , δ

)
6 c(α, d)δ. (7)
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∣∣∣I(3)α (t1)− I(3)α (t2)
∣∣∣ 6 1

π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3h

∞∑
k=0

α2k+2

22k+1(k!)2
|ζ − t1|2k ln |ζ − t1|dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+
1

π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3h

∞∑
k=0

α2k+2

22k+1(k!)2
|ζ − t2|2k ln |ζ − t2|dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+
1

π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3h

∞∑
k=1

α2k+2

22k+1(k!)2
×

×
(
|ζ − t1|2k ln |ζ − t1| − |ζ − t2|2k ln |ζ − t2|

)
dξ dη

∣∣∣∣∣∣ =: M9 +M10 +M11.

При δ < 1
3e

− 1
3 маємо

M9 6 1

π

∞∑
k=0

|α|2k+2

22k+1(k!)2

∫∫
Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2k| ln |ζ − t1||dξ dη 6

6
∞∑
k=0

|α|2k+232k+2

22k(k!)2(k + 1)
h2k+2 ln

1

3h
6 c(α)δ2 ln

1

3δ
6 c(α)δ.

Аналогiчно оцiнюється M10.

M11 6
∞∑
k=1

|α|2k+2

22k+1(k!)2

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

| ln |ζ − t1|| ||ζ − t1| − |ζ − t2|| ×

×
2k−1∑
m=0

|ζ − t1|2k−1−m|ζ − t2|mdξ dη+

+

∞∑
k=1

|α|2k+2

22k+1(k!)2

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

|ζ − t2|2k |ln |ζ − t1| − ln |ζ − t2|| dξ dη 6
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6 h

∞∑
k=1

22k−1 |α|2k+2

32k−1(k!)2

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2k−1| ln |ζ − t1||dξ dη+

+ h
∞∑
k=1

|α|2k+222k−2

32k−1(k!)2

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3h

|ζ − t1|2k−1dξ dη 6

6 h
∞∑
k=1

22k |α|2k+2

32k−1(k!)2
π

2k + 1

(
1

2k + 1
+ d2k+1(ln d+ 1)

)
6 c(α, d)δ.

Отже,
ωΓ

(
I(3)α , δ

)
6 c(α, d)δ. (8)

Мiркуючи як i при оцiнюваннi модулiв неперервностi iнтегралiв
I
(2)
α , I(3)α , при δ < 1

3e
− 1

3 отримуємо

ωΓ

(
I(4)α , δ

)
6 c(α, d)δ. (9)

2π

α

∣∣∣I(5)α (t1)− I(5)α (t2)
∣∣∣ 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3δ

1

ζ − t1
dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+
t1,3δ

1

ζ − t2
dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3δ

t2 − t1
(ζ − t1)(ζ − t2)

dξ dη

∣∣∣∣∣∣∣∣ =: M12 +M13 +M14.

M12 6
∫∫

Ω+
t1,3δ

1

|ζ − t1|
dξ dη 6 6πδ,

M13 6
∫∫

Ω+
t1,3δ

1

|ζ − t2|
dξ dη 6 8πδ.

M14 6 |t2 − t1|
∫∫

Ω+\Ω+
t1,3δ

1

|ζ − t1||ζ − t2|
dξ dη 6

6 3

2
|t2 − t1|

∫∫
Ω+\Ω+

t1,3δ

1

|ζ − t1|2
dξ dη 6 3πδ ln

d

3δ
.
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Тому

ωΓ(I
(5)
α , δ) 6 αδ(7 +

3

2
ln

d

3δ
). (10)

Враховуючи рiвностi (3), (4), з оцiнок (6), (7), (8), (9), (10) та оцiнки
(7) роботи [16] простими мiркуваннями випливає нерiвнiсть (5). Тео-
рема доведена.

Означення 1. Замкнена жорданова спрямлювана крива Γ називає-
ться регулярною або K-регулярною, якщо iснує така додатна стала
K, що для всiх z ∈ Γ i всiх δ > 0 виконується умова θz(δ) 6 Kδ.

Наслiдок 1. Нехай Γ — K-регулярна крива i функцiя f : Γ −→ H(C)
задовольняє умову

d∫
0

ωΓ(f, x)

x
dx < ∞.

Тодi функцiї Φ±
α [f ] неперервно продовжуються вiдповiдно на замика-

ння Ω+, Ω− i для δ ∈
(
0,min

{
1
3e

− 1
3 ; d

3

}]
справедливi оцiнки

ωΓ(Φ
±
α [f ], δ) 6 c(K, d, α)

2d∫
0

ωΓ(f, x)

x
(
1 +

x

δ

)dx+ c(α)δ ln
d

3δ
. (11)

Доведення є дослiвним повторенням доведення наслiдка 1 робо-
ти [16].

Позначимо

Hµ(Γ) := {f : Γ −→ H(C) : ωΓ(f, δ) = O(δµ), δ → 0}.

З попереднього наслiдка очевидним чином випливає наступне твер-
дження, вiдоме як теорема типу Племеля-Привалова (у випадку, коли
Γ — кусково-ляпуновська крива, див. [14]).

Наслiдок 2. Нехай Γ — K-регулярна крива, 0 < µ < 1 i f ∈ Hµ(Γ).
Тодi функцiї Φ±

α [f ] неперервно продовжуються вiдповiдно на замика-
ння Ω+, Ω− i Φ±

α [f ] ∈ Hµ(Γ).
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