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Про реберно-локальнi деформацiї
квадратичних форм Тiтса
найменших несерiйних ч. в. множин

We study edge-local deformations of quadratic forms over the field of
real numbers being introduced by V.M. Bondarenko. The main invariants
of such deformations are P -limiting numbers and P -defining polynomials
which define them. It is described the P -defining polynomials of (positive)
quadratic Tits forms of non-serial posets of the smallest possible order that
correspond to their neighboring elements.

Вивчаються реберно-локальнi деформацiї квадратичних форм над по-
лем дiйсних чисел, введенi В. М. Бондаренком. Основними iнварiанта-
ми таких деформацiй є P -граничнi числа та P -визначальнi полiноми,
якi їх визначають. Описано P -визначальнi полiноми (додатних) ква-
дратичних форм Тiтса несерiйних частково впорядкованих множин
найменшого можливого порядку, якi вiдповiдають їх сусiднiм елемен-
там.

1. Вступ. Локальнi деформацiї квадратичних форм (якi в [1] на-
званi поточково-локальними) вивченi досить детально (див., зокрема,
[2] – [4]). У цiй статтi дослiджується iнший тип деформацiй квадра-
тичних форм, введених В.М. Бондаренком у роботi [1], якi вiн назвав
реберно-локальними. Нагадаємо деякi означення та твердження цiєї
роботи.

Нехай дана квадратична форма

f(z) = f(z1, . . . , zn) =

n∑
i=1

fiz
2
i +

∑
i<j

fijzizj (1)

c⃝ Institute of Mathematics, 2015



176 В. А. Лiсикевич

над полем дiйсних чисел R. Її реберно-локальною деформацiєю назива-
ється квадратична форма вигляду

f (p,q)(z, t) =
n∑

i=1

fiz
2
i + tfpqzpzq +

∑
(i,j) ̸=(p,q)

fijzizj , (2)

де p i q (p < q) такi, що fpq ̸= 0, а t — параметр, що пробiгає поле R.
Квадратична форма (2) називається також локальною деформацiєю

квадратичної форми (1) вiдносно zpzq.
Число a ∈ R називається P -граничним числом квадратичної форми

f(z) для zpzq або (p, q)-им P -граничним числом квадратичної форми
f(z), якщо f(z, a) не є додатною квадратичною формою i в кожному
околi числа a iснує число c таке, що f(z, a) є додатною квадратичною
формою.

У випадку, коли квадратична форма f(z) додатна, iснує рiвно два
(p, q)-их P -граничних числа i якщо їх позначити b1 i b2, то полiном

∆
(p,q)
f (t) = (t− b1)(t− b2)

називається P -визначальним полiномом квадратичної форми f(z)
для zpzq або P -визначальним (p, q)-полiномом квадратичної форми
f(z). Цей полiном з точнiстью до ненульової константи (як множни-
ка) дорiвнює визначнику симетричної матрицi квадратичної форми
f (p,q)(z, t).

У цiй статтi описуються P -визначальнi полiноми квадратичної фор-
ми Тiтса для несерiйних частково впорядкованих множин найменшого
можливого порядку.

2. Формулювання теореми. Нехай S — скiнченна частко-
во впорядкована множина (що не мiстить елемента 0). Квадратичною
формою Тiтса множини S називається квадратична форма, яка зада-
ється наступною рiвнiстю (див. [5]):

qS(z) = z20 +
∑
i∈S

z2i +
∑

i<j,i,j∈S

zizj − z0
∑
i∈S

zi.

Ми розглядаємо задачу про опис P -визначальних полiномiв квад-
ратичної форми Тiтса частково впорядкованої множини у випадку,
коли ця квадратична форма додатна, а множина несерiйна найменшо-
го можливого порядку (множина S називається серiйною, якщо для



Про реберно-локальнi деформацiї квадратичних форм Тiтса 177

будь-якого N > |S| iснує частково впорядкована множина TN поряд-
ку N з додатною формою Тiтса, яка мiстить в собi множину S). Iз
результатiв роботи [6] випливає, що з точнiстю до iзоморфiзму та ду-
альностi iснує 10 таких множин порядку 5 (i не iснує множин меншого
порядку):

S1 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5};
S2 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 5, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};
S3 = {1, 2, 3, 4, 5 | 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5};
S4 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5};
S5 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 4, 2 ≺ 3, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4};
S6 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 4, 2 ≺ 3, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};
S7 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 3, 3 ≺ 4, 2 ≺ 5, 4 ≺ 5};
S8 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};
S9 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5};
S10 = {1, 2, 3, 4, 5 | 1 ≺ 2, 1 ≺ 4, 2 ≺ 5, 3 ≺ 4, 4 ≺ 5}.
Квадратичну форму Тiтса qS(z) частково впорядкованої множини

S = Si будемо позначати, для простоти, qi = qi(z).
Нагадаємо, що порiвняльнi елементи p i q частково впорядкованої

множини S називаються сусiднiми, якщо не iснує елемента x такого,
що p < x < q або q < x < p.

Теорема 1. Нехай S — частково впорядкована множина з додатною
квадратичною формою Тiтса, яка є несерiйною порядку 5 (тобто
найменшого можливого порядку). У випадках S = Si, i = 1, . . . , 10,
P -визначальнi полiноми квадратичної форми Тiтса qi(z), якi вiдпо-
вiдають сусiднiм елементам p, q (p < q), є наступними:

1) ∆
(2,3)
q1 (t) = ∆

(4,5)
q1 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ;

2) ∆
(2,5)
q2 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 , ∆

(3,4)
q2 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ,

∆
(4,5)
q2 (t) = t2 − t− 3

4 ;

3) ∆
(2,3)
q3 (t) = t2 − 8

5 t, ∆
(2,5)
q3 (t) = t2 − t+ 3

4 ,
∆

(4,5)
q3 (t) = t2 − 8

5 t;

4) ∆
(1,3)
q4 (t) = ∆

(4,5)
q4 (t) = t2 − t− 3

4 ,
∆

(2,3)
q4 (t) = ∆

(2,5)
q4 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 ;
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5) ∆
(1,4)
q5 (t) = ∆

(2,5)
q5 (t) = t2 − t− 3

4 ,
∆

(2,3)
q5 (t) = ∆

(3,4)
q5 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 ;

6) ∆
(1,4)
q6 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 , ∆

(2,3)
q6 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ,

∆
(3,4)
q6 (t) = t2 − t− 3

4 , ∆
(4,5)
q6 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ;

7) ∆
(1,2)
q7 (t) = ∆

(2,5)
q7 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 ,

∆
(1,3)
q7 (t) = ∆

(4,5)
q7 (t) = t2 − t− 3

4 ,
∆

(3,4)
q7 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ;

8) ∆
(1,2)
q8 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 , ∆

(1,4)
q8 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 ,

∆
(3,4)
q8 (t) = t2 − t− 3

4 , ∆
(4,5)
q8 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 ;

9) ∆
(1,2)
q9 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 , ∆

(2,5)
q9 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 ,

∆
(3,4)
q9 (t) = t2 − 12

5 t+ 4
5 , ∆

(4,5)
q9 (t) = t2 − 4

5 t−
4
5 ;

10) ∆
(1,2)
q10 (t) = t2 − 8

5 t, ∆
(1,4)
q10 (t) = t2 − t− 3

4 ,
∆

(2,5)
q11 (t) = t2 − t− 3

4 , ∆
(3,4)
q11 (t) = t2 − 8

5 t, ∆
(4,5)
q1 (t) = t2 − 8

5 t.

3. Доведення теореми. Iз сказаного у вступнiй частинi статтi
одержуємо, що P -визначальний полiном ∆

(p,q)
qi (t) квадратичної фор-

ми qi(z) для zpzq можна розглядати як визначник помноженої на 2

симетричної матрицi квадратичної форми q
(p,q)
i (z, t). Таку матрицю

будемо позначати через A
(p,q)
i , а її визначник через D

(p,q)
i .

Для квадратичної форми Тiтса частково впорядкованих множин
S1 – S10 маємо такi матрицi та їх визначники.

A
(2,3)
1 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 t 0 0
−1 0 t 2 0 0
−1 0 0 0 2 1
−1 0 0 0 1 2

 , A
(2,5)
2 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 0 0 t
−1 0 0 2 1 1
−1 0 0 1 2 1
−1 0 t 1 1 2

 ,

D
(2,3)
1 = −5t2 + 12t− 4; D

(2,5)
2 = −5t2 + 4t+ 4;
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A
(3,4)
2 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 0 0 1
−1 0 0 2 t 1
−1 0 0 t 2 1
−1 0 1 1 1 2

 , A
(4,5)
2 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 0 0 1
−1 0 0 2 1 1
−1 0 0 1 2 t
−1 0 1 1 t 2

 ,

D
(3,4)
2 = −5t2 + 12t− 4; D

(4,5)
2 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(2,3)
3 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 t 0 1
−1 0 t 2 0 0
−1 0 0 0 2 1
−1 0 1 0 1 2

 , A
(2,5)
3 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 1 0 t
−1 0 1 2 0 0
−1 0 0 0 2 1
−1 0 t 0 1 2

 ,

D
(2,3)
3 = −5t2 + 8t; D

(2,5)
3 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(4,5)
3 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 0 0
−1 0 2 1 0 1
−1 0 1 2 0 0
−1 0 0 0 2 t
−1 0 1 0 t 2

 , A
(1,3)
4 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 t 0 0
−1 0 2 1 0 1
−1 t 1 2 0 0
−1 0 0 0 2 1
−1 0 1 0 1 2

 ,

D
(4,5)
3 = −5t2 + 8t; D

(1,3)
4 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(2,3)
4 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 1 0 0
−1 0 2 t 0 1
−1 1 t 2 0 0
−1 0 0 0 2 1
−1 0 1 0 1 2

 , A
(1,4)
5 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 t 0
−1 0 2 1 0 1
−1 0 1 2 1 0
−1 t 0 1 2 0
−1 0 1 0 0 2

 ,

D
(2,3)
4 = −5t2 + 4t+ 4; D

(1,4)
5 = −4t2 + 4t+ 3;
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A
(2,3)
5 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 1 0
−1 0 2 t 0 1
−1 0 t 2 1 0
−1 1 0 1 2 0
−1 0 1 0 0 2

 , A
(1,4)
6 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 t 1
−1 0 2 1 1 1
−1 0 1 2 1 1
−1 t 1 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 ,

D
(2,3)
5 = −5t2 + 4t+ 5; D

(1,4)
6 = −5t2 + 4t+ 4;

A
(2,3)
6 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 1 1
−1 0 2 t 1 1
−1 0 t 2 1 1
−1 1 1 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 , A
(3,4)
6 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 1 1
−1 0 2 1 1 1
−1 0 1 2 t 1
−1 1 1 t 2 1
−1 1 1 1 1 2

 ,

D
(2,3)
6 = −5t2 + 12t− 4; D

(3,4)
6 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(4,5)
6 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 0 0 1 1
−1 0 2 1 1 1
−1 0 1 2 1 1
−1 1 1 1 2 t
−1 1 1 1 t 2

 , A
(1,2)
7 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 t 1 1 1
−1 t 2 0 0 1
−1 1 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 ,

D
(4,5)
6 = −5t2 + 12t− 4; D

(1,2)
7 = −5t2 + 4t+ 4;

A
(1,3)
7 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 t 1 1
−1 1 2 0 0 1
−1 t 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 , A
(3,4)
7 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 1 1 1
−1 1 2 0 0 1
−1 1 0 2 t 1
−1 1 0 t 2 1
−1 1 1 1 1 2

 ,

D
(1,3)
7 = −4t2 + 4t+ 3; D

(3,4)
7 = −5t2 + 12t− 4;
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A
(1,2)
8 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 t 0 1 1
−1 t 2 0 0 0
−1 0 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 1
−1 1 0 1 1 2

 , A
(1,4)
8 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 t 1
−1 1 2 0 0 0
−1 0 0 2 1 1
−1 t 0 1 2 1
−1 1 0 1 1 2

 ,

D
(1,2)
8 = −5t2 + 4t+ 4; D

(1,4)
8 = −5t2 + 4t+ 4;

A
(3,4)
8 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 1 1
−1 1 2 0 0 0
−1 0 0 2 t 1
−1 1 0 t 2 1
−1 1 0 1 1 2

 , A
(4,5)
8 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 1 1
−1 1 2 0 0 0
−1 0 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 t
−1 1 0 1 t 2

 ,

D
(3,4)
8 = −4t2 + 4t+ 3; D

(4,5)
8 = −5t2 + 12t− 4;

A
(1,2)
9 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 t 0 0 1
−1 t 2 0 0 1
−1 0 0 2 1 1
−1 0 0 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 , A
(2,5)
9 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 0 1
−1 1 2 0 0 t
−1 0 0 2 1 1
−1 0 0 1 2 1
−1 1 t 1 1 2

 ,

D
(1,2)
9 = −5t2 + 12t− 4; D

(2,5)
9 = −5t2 + 4t+ 4;

A
(3,4)
9 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 0 1
−1 1 2 0 0 1
−1 0 0 2 t 1
−1 0 0 t 2 1
−1 1 1 1 1 2

 , A
(4,5)
9 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 0 1
−1 1 2 0 0 1
−1 0 0 2 1 1
−1 0 0 1 2 t
−1 1 1 1 t 2

 ,

D
(3,4)
9 = −5t2 + 12t− 4; D

(4,5)
9 = −5t2 + 4t+ 4;
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A
(1,2)
10 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 t 0 1 1
−1 t 2 0 0 1
−1 0 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 , A
(1,4)
10 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 t 1
−1 1 2 0 0 1
−1 0 0 2 1 1
−1 t 0 1 2 1
−1 1 1 1 1 2

 ,

D
(1,2)
10 = −5t2 + 8t; D

(1,4)
10 = −4t2 + 4t+ 3;

A
(2,5)
10 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 1 1
−1 1 2 0 0 t
−1 0 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 1
−1 1 t 1 1 2

 , A
(3,4)
10 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 1 1
−1 1 2 0 0 1
−1 0 0 2 t 1
−1 1 0 t 2 1
−1 1 1 1 1 2

 ,

D
(2,5)
10 = −4t2 + 4t+ 3; D

(3,4)
10 = −5t2 + 8t;

A
(4,5)
10 =


2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 2 1 0 1 1
−1 1 2 0 0 1
−1 0 0 2 1 1
−1 1 0 1 2 t
−1 1 1 1 t 2

 ,

D
(4,5)
10 = −5t2 + 8t.

Безпосередньо iз вказаних значень визначникiв випливає тверджен-
ня теореми 1. Обчислюються цi визначники стандартним чином.

Автор висловлює щиру подяку професору В. М. Бондаренку за пос-
тановку задачi та кориснi поради.
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