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ОБМЕЖЕННЯ ПОРЯДКУ q-МОНОТОННООГО
НАБЛИЖЕННЯ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ

A continuous periodic q-monotone function, q = 3, ..., is constructed for
which if it is approximated with q-monotone polynomials the Jackson-
Stechkin estimate with the modulus of smoothness of order ≥ q+2 is not
valid (in contrast with the approximation without restrictions).

Побудовано неперервну перiодичну q-монотонну функцiю, q = 3, ...,

для якої при наближеннi її q-монотонними полiномами (на вiд-
мiну вiд наближення без обмежень) не справджується оцiнка
Джексона-Стєчкина з модулем гладкостi прядку ≥ q + 2.

1. Вступ. Нехай C − простiр неперервних 2π−перiодичних
функцiй f : R → R, ‖f‖ := ‖f‖R := max

x∈R
|f(x)| , i Tn− простiр

тригонометричних полiномiв tn(x) = a0 +
∑n

j=1(aj cos jx +
bj sin jx) порядку ≤ n, з n ∈ N i aj , bj ∈ R. Позначимо

En(f) := inf
tn∈Tn

‖f − tn‖ .

Нагадаємо, що при кожному k ∈ N для будь-якої f ∈ C справ-
джується нерiвнiсть Джексона-Стєчкина [1]

En(f) ≤ c(k)ωk (f, 1/n) , n ∈ N, (1)

де c(k)− стала, яка залежить тiльки вiд k, i ωk (f, ·)− модуль
гладкостi порядку k функцiї f.

Зафiксуємо s ∈ N i через Y позначимо набiр {yi}i∈Z точок
yi таких, що
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−π ≤ y2s < y2s−1 < · · · < y1 < π,

де для решти i ∈ Z точки yi визначаються (перiодично) рiв-
нiстю yi = yi+2s + 2π (y0 = y2s + 2π, ..., y2s+1 = y1 − 2π, ...).
При кожному q ∈ N ∪ {0} видiлимо в C множину ∆(q)(Y )
всiх функцiй, якi мають на [y1, y0] невiд’ємну q-ту похiдну, на
[y2, y1]− недодатню, на [y3, y2]− невiд’ємну i т.д. Iншими сло-
вами, ∆(q)(Y ) мiстить всi f ∈ C, для яких

f (q)(x)Π(x) ≥ 0, x ∈ Z,

де

Π(x) :=
2s∏
i=1

sin
x− yi

2

(
Π(x) > 0, x ∈ (y1, y0)

)
.

Функцiї з ∆(0)(Y ) називають копозитивними (одна однiй),
з ∆(1)(Y )− комонотонними, з ∆(2)(Y )− коопуклими i з
∆(q)(Y ) − q-монотонними. Позначимо

E(q)
n (f) := E(q)

n (f, Y ) := inf
tn∈Tn∩∆(q)(Y )

‖f − tn‖ .

Встановлення для E(q)
n (f) оцiнок типу (1) є основною зада-

чею q-монотонного наближення. Так, для q = 1 у [2] i, вiдпо-
вiдно, у [3] доведено, що якщо f ∈ ∆(1)(Y ), то

E(1)
n (f) ≤ c(s)ω1 (f, 1/n) , n ∈ N, (2)

i
E(1)
n (f) ≤ c(s)ω2 (f, 1/n) , n ≥ N(Y ), (3)

E(1)
n (f) ≤ C(Y )ω2 (f, 1/n) , n ∈ N, (4)

де c(s)− стала, яка залежить тiльки вiд s, а N(Y ) i C(Y )−
сталi, якi залежать тiльки вiд Y, тобто вiд min

i=1,...,2s
{yi − yi+1}.
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Тодi як в [4, с. 64–83], при кожному n ∈ N побудовано функцiю
gn(x) = gn(x, s, Y, k) ∈ ∆(1)(Y ) таку, що

E(1)
n (gn) ≥ C(Y, k)n

k
2
−1ωk (gn, 1/n) , (5)

де C(Y, k)− стала, яка залежить тiльки вiд Y i k. Тобто, при
кожному n ∈ N пiдiбрано функцiю з ∆(1)(Y ), для якої (2)–(4) з
ωk, k ≥ 3, хибнi. В [5] побудовано одну таку функцiю для всiх
n ∈ N.

Для q = 2 має мiсце така сама картина з оцiнкою E
(2)
n (f),

тiльки замiсть ω2 у (3) i (4) стоїть ω3, (див. [6]), а замiсть (5)
− оцiнка

E(2)
n (fn) ≥ C(Y, k)n2( k3−1)ωk (fn, 1/n) , (6)

див. [7]. Про суттєву залежнiсть вiд Y сталих в оцiнках вигляду
(3) i (4) для q = 2, див. [8].

Для ознайомлення з випадком q = 0, (див. [9–12].
Наслiдуючи роботу [13], де у випадку наближення на вiдрiз-

ку функцiї для нерiвностей, аналогiчних (5) i (6), побудовано
для всiх q ∈ N, ми доводимо

Приклад 1. Для довiльних натуральних q, n i k, k ≥ q+2
iснує функцiя f(x), яка залежить вiд Y, n i k така, що

f ∈ ∆(q)(Y )

i
E(q)
n (f) > BY,kn

q
(

k
q+1
−1

)
ωk (f, 1/n) , (7)

де стала BY,k залежить тiльки вiд Y i k.

2. Доведення. Як вже зазначалось, приклад 1 є вiдомим
для q = 1, 2. Доведемо його для q ≥ 3. Зафiксуємо s ∈ N i набiр
{yi}i∈Z = Y . Завдяки перiодичностi, не втрачаючи загальностi,
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припустимо, що точка 0 належить набору Y , тобто yi∗ = 0 для
деякого i∗ ∈ Z. Покладемо

Π∗(x) :=

2s∏
i=1i 6=i∗

sin
x− yi

2
.

Нехай для визначеностi i∗ – непарне число. Тодi Π∗(0) > 0.
Через 2d позначимо вiдстань вiд yi∗ до найближчої точки

набору Y , зазначимо, що

d ≤ π

2
, Π∗(x) > 0, x ∈ (−2d, 2d).

Покладемо

M := max
x∈R
|Π∗(x)|, M1 := max

x∈R
|Π′∗(x)|, m := min

x∈[−d,d]
Π∗(x).

Враховуючи набiр Y, позначимо через N найменше з нату-
ральних чисел, яке задовольняє нерiвнiсть

m

(
sin

d

8

)2q−1

≥ 5

N
(M +M1) (2q − 1) (8)

тодi, зокрема,

d >
40

N
. (9)

Виберемо натуральне число j∗ з умови

π

N
+ j∗

2π

N
≤ d < π

N
+ (j∗ + 1)

2π

N

та позначимо
d∗ :=

π

N
+ j∗

2π

N
,

помiтивши, що
1

2
d < d∗ ≤ d. (10)
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При побудовi контрприкладу використовується ядро Джек-
сона

JN (t) =
3

2N(2N2 + 1)

(
sin Nt

2

sin t
2

)4

.

Нагадаємо (див., наприклад, [14, с. 127]) деякi його властивостi:
а) JN (t) — парний невiд’ємний тригонометричний полiном по-
рядку 2(N − 1);
б)

1

π

π∫
−π

JN (t)dt = 1; (11)

в) для довiльної неперервно диференцiйовної перiодичної
функцiї g в кожнiй точцi x має мiсце нерiвнiсть

1

π

∣∣∣∣∣∣
π∫
−π

(g(t)− g(x))JN (t− x)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 5

N
‖g′‖. (12)

Позначимо
M̃ :=

1

π
‖JN‖,

m̃ :=
1

π
min

t∈[− π
2N

, π
2N ]

JN (t− d∗) =
1

π
min

t∈[− π
2N

, π
2N ]

JN (t+ d∗).

Враховуючи, що m̃ > 0, покладемо

M := 2

2 + π3

√
MM̃

mm̃

 q∑
ν=0

(
q

ν

)
.

Скрiзь надалi число b задовольняє нерiвностi

0 < b <
π

2NM
. (13)
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Покладемо

Π̃(x) := Π̃(x, b,Bq) := sin
x− 2b

2

2q−3∏
ν=0

sin
x− bν

2
,

де точки Bq := {bν}2q−3
ν=0 є такi, що

2b < b2q−3 < ... < b1 < b0 < Mb. (14)

Враховуючи (9) та (10), зазначимо, що

d∗ − b0
2

>
d

8
. (15)

Для кожних b i Bq, позначимо

Qr(x) := Qr(x, b,Bq) :=
1

π

x∫
0

Π̃(t)Π∗(t)JN (t− d∗)dt,

Ql(x) := Ql(x, b,Bq) :=
1

π

x∫
0

Π̃(t)Π∗(t)JN (t+ d∗)dt.

Оскiльки

Qr(2π) =
1

π

2π∫
0

Π̃(d∗)Π∗(d
∗)JN (t− d∗)dt+

+
1

π

2π∫
0

(
Π̃(t)Π∗(t)− Π̃(d∗)Π∗(d

∗)
)
JN (t− d∗)dt,

то, враховуючи (11), (12), (15) та (8), отримаємо

Qr(2π) ≥ Π̃(d∗)Π∗(d
∗)− 5

N

∥∥∥∥(Π̃(·)Π∗(·)
)′∥∥∥∥ ≥
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≥ m
(

sin
d

8

)2q−1

− 5

N
(M +M1) (2q − 1) ≥ 0.

Аналогiчно, оскiльки

Ql(2π) =
1

π

2π∫
0

Π̃(−d∗)Π∗(−d∗)JN (t+ d∗)dt+

+
1

π

2π∫
0

(
Π̃(t)Π∗(t)− Π̃(−d∗)Π∗(−d∗)

)
JN (t+ d∗)dt,

то з (11), (12), (15) та (8) випливає

Ql(2π) ≤ Π̃(−d∗)Π∗(−d∗) +
5

N

∥∥∥∥(Π̃(·)Π∗(·)
)′∥∥∥∥ ≤

≤ −m
(

sin
d

8

)2q−1

+
5

N
(M +M1) (2q − 1) ≤ 0.

Отже, iснує αb ∈ [0, 1] таке, що

αbQr(2π) + (1− αb)Ql(2π) = 0. (16)

Покладемо

Q(x) := Q(x, b,Bq) :=
1

b2(q−1)

(
αbQr(x) + (1− αb)Ql(x)

)
.

Рiвнiсть (16) означає, що Q(x) є тригонометричним полiномом,
порядок якого у вiдповiдностi з а) дорiвнює 2(N + q − 2) + s.
Наступна лема 1 доводиться за iндукцiєю, аналогiчно лемi 3.1
роботи [4].

Лема 1. Для довiльного b i q ≥ 2, iснує набiр Bq такий,
що

b0∫
0

t1∫
0

...

tq−2∫
0

Q(tq−1)dtq−1...dt1 = 0. (17)
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Нехай Kb(x) — 2π-перiодична функцiя така, що

Kb(x) =

{
0, якщо x ∈ (0, b0),
1, якщо x ∈ [−π, 0] ∪ [b0, π].

Позначимо
g(x) := g(x, b,Bq) :=

1

πb2(q−1)

∫ x

0
Kb(x)Π̃(t)Π∗(t)

(
αbJN (t− d∗)+(1− αb)JN (t+ d∗)

)
dt.

З (17) та (14) випливає, що g − 2π-перiодична функцiя з
∆(1)(Y ). Покладемо

f(x, b, 2) :=

x∫
0

(g(t, b)−Ab,2)dt, f(x, b, 3) :=

x∫
0

(f(t, b, 2)+Ab,3)dt,

f(x, b, 4) :=

x∫
0

(f(t, b, 3)+Ab,4)dt, f(x, b, 5) :=

x∫
0

(f(t, b, 4)+Ab,5)dt,

f(x, b, 6) :=

x∫
0

(f(t, b, 5)−Ab,6)dt, ........ , f(x) := f(x, b, q),

де числа

Ab,ν ∈
{

[0, 5/b2(q−1)], якщо ν парне,
[−1, 1], якщо ν непарне,

вибранi з умов f(2π, b, ν) = 0, ν = 2, ..., q. Тому, зокрема,
f ∈ ∆(q)(Y ). Iснування чисел Ab,ν доводиться аналогiчно до-
веденню (16). Позначимо

P (x, b, 2) :=

x∫
0

(Q(t, b)−Ab,2) dt, P (x, b, 3) :=

x∫
0

(P (t, b, 2) +Ab,3) dt,
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P (x, b, 4) :=

x∫
0

(P (t, b, 3) +Ab,4) dt, ......... , P (x) := P (x, b, q).

Зауважимо, що P (2πν) = 0, ν ∈ Z, тобто P – тригонометрич-
ний полiном, при кожному q ≥ 2.

Отже,

‖g −Q‖ = ‖g −Q‖[0,b0] = ‖Q‖[0,b0] ≤

≤MM̃b0
1

b2(q−1)

(
sin

b0 − 2b

2

)2q−1

<
1

22q−1
MM̃M

2q
b2 =: c1b

2,

‖f − P‖ = ‖f − P‖[0,2π] =

=
1

b2(q−1)

∥∥∥∥∥∥
·∫

0

t1∫
0

...

tq−2∫
0

(g(tq−1)−Q(tq−1)) dtq−1...dt1

∥∥∥∥∥∥
[0,2π]

<

< 2M
q−1

c1b
q+1, (18)

ωk

(
f,

1

n

)
≤ ωk

(
f − P, 1

n

)
+ ωk

(
P,

1

n

)
≤ 2k‖f − P‖+

+

(
1

n

)k
‖P (k)‖ ≤ 2k+1M

q−1
c1b

q+1 +

(
1

n

)k
Mk, (19)

де стала Mk не залежить вiд n.
Виберемо з множини ∆(q)(Y ) довiльний тригонометричний

полiном τn порядку ≤ n, n > s+ 2N . Нехай

Rn(x) := τn(x)− P (x).

Тодi

R(q)
n (b) = τ (q)

n (b)− P (q)(b) ≥ −P (q)(b) ≥ bmm̃

π2q−1
=: c2b.
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Скориставшись нерiвнiстю Бернштейна, отримаємо

c2b ≤ R(q)
n (b) ≤ nq‖Rn‖,

звiдки

c2b

nq
≤ ‖Rn‖ ≤ ‖τn − f‖+ ‖f − P‖ ≤ ‖τn − f‖+ 2M

q−1
c1b

q+1,

тобто

‖τn−f‖ ≥
c2b

nq
−2M

q−1
c1b

q+1 =
c2b

nq

(
1− 2M

q−1
c1b

qnq

c2

)
. (20)

Нарештi, для додоведення (7) залишилось розглянути два
випадки. Якщо n > N0, то вiзьмемо

f(x) := f(x, bn), bn := q

√
c2

4M
q−1

c1

(
1

n

) k
q+1

,

де N0 вибрано з урахуванням, що MbN0 <
π

2N i N0 > s + 2N.
Тодi (7) випливає з (19) та (20), а саме

‖τn − f‖
ωk
(
f, 1

n

) ≥ c2bn
nq

(
1− 2M

q−1
c1b

q
nn

q

c2

)
2k+1M

q−1
c1b

q+1
n +

(
1
n

)k
Mk

≥

≥ 1

2nq
c2bn

2k+1M
q−1

c1b
q+1
n + ( 1

n)kMk

=: BY,kn
q
(

k
q+1
−1

)
.

Якщо n < N0, то (7) випливає з нерiвностi E(q)
n (f) ≥ E(q)

1+N0
(f).

Приклад 1 доведено.
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