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Î öåïíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîåêòèâ-
íûõ ñêðåùåííûõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ

We obtain a necessary and sufficient condition for n-dimensional finitely
generated projective crossed chain complexes to be stabilized by free
groups and free modules to the chain equivalence.

Îòðèìàíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó òîãî, êîëè n-âèìiðíi ñêií÷åí-
íîïîðîäæåíi ïðîåêòèâíi ñõðåùåíi ëàíöþãîâi êîìïëåêñè ìîæíà ñòàái-
ëiçóâàòè âiëüíèìè ãðóïàìè òà âiëüíèìè ìîäóëÿìè äî ëàíöþãîâî¨ åêâi-
âàëåíòíîñòi.

Ïîëó÷åíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, êîãäà n-ìåðíûå êî-
íå÷íîïîðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ñêðåùåííûå öåïíûå êîìïëåêñû ìîæ-
íî ñòàáèëèçèðîâàòü ñâîáîäíûìè ãðóïïàìè è ñâîáîäíûìè ìîäóëÿìè äî
öåïíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ñâåòëîé ïàìÿòè
Âëàäèìèðà Âàñèëüåâè÷à Øàðêî
ïîñâÿùàåòñÿ

1. Ââåäåíèå

Êîêðîôò è Ñâîí [1] äîêàçàëè, ÷òî ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûå ïðîåêòèâíûå (ñâîáîäíûå) êîìïëåêñû ìîæíî ñòàáèëè-
çèðîâàòü ïðîåêòèâíûìè (ñâîáîäíûìè) ìîäóëÿìè äî öåïíîé ýê-
âèâàëåíòíîñòè, è ïðèìåíèëè ýòîò ðåçóëüòàò ê èçó÷åíèþ ãîìî-
òîïè÷åñêèõ òèïîâ íåîäíîñâÿçíûõ äâóìåðíûõ CW-êîìïëåêñîâ.
Â ìîíîãðàôèè [2] Øàðêî äîêàçàë àíàëîã òåîðåìû Êîêðîôòà-
Ñâîíà äëÿ ñâîáîäíûõ ñêðåùåííûõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ. Àâòîð â
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ðàáîòå [3] ïîëó÷èë íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà
n-ìåðíûå öåïíûå êîìïëåêñû, ñîñòàâëåííûå èç êîíå÷íî ïîðîæ-
äåííûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé, ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü ñâîáîä-
íûìè ìîäóëÿìè äî öåïíîé ýêâèâàëåíòíîñòè, à â ðàáîòå [4] äî-
êàçàë àíàëîã òåîðåìû Êîêðîôòà-Ñâîíà äëÿ ïðîåêòèâíûõ ñêðå-
ùåííûõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ. Â 2011 ãîäó âûøëà ìîíîãðàôèÿ
Áðàóíà, Õèããèíñà è Ñèâåðû [5], â êîòîðîé ñ ýíöèêëîïåäè÷åñêîé
ïîëíîòîé îïèñûâàþòñÿ ñîâðåìåííûå äîñòèæåíèÿ â íåàáåëåâîé
àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, â ÷àñòíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ îñ-
íîâíûå ïîíÿòèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ñòàòüå. Öåëü äàííîé
ðàáîòû ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, êî-
ãäà n-ìåðíûå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå ïðîåêòèâíûå ñêðåùåííûå
öåïíûå êîìïëåêñû ìîæíî ñòàáèëèçèðîâàòü ñâîáîäíûìè ãðóï-
ïàìè è ñâîáîäíûìè ìîäóëÿìè äî öåïíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïóñòü C �ïðîèçâîëüíàÿ êàòåãîðèÿ, à f : A0 → B0 è f̃ : A1 →
B1 �ìîðôèçìû â íåé. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîðôèçì f̃ ñîõðà-
íÿåò ìîðôèçì f , åñëè ñóùåñòâóþò ìîíîìîðôèçì ι : A0 → A1

è ýïèìîðôèçì π : B1 → B0 òàêèå, ÷òî äèàãðàììà

A0
ι //

f
��

A1

f̃
��

B0 B1
πoo

êîììóòàòèâíà, òî åñòü f = πf̃ι. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòíîøåíèå
¾ñîõðàíÿòü ìîðôèçì¿ ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, òî åñòü åñëè
ìîðôèçì h ñîõðàíÿåò ìîðôèçì g, à ìîðôèçì g ñîõðàíÿåò ìîð-
ôèçì f , òî h ñîõðàíÿåò f .
Äàëåå, ïóñòü C �êàòåãîðèÿ ñ êîíå÷íûì êîïðîèçâåäåíèeì ⊕

è íóëåâûì îáúåêòîì 0. Óòîëùåíèåì ìîðôèçìà f : A → B ñ

ïîìîùüþ îáúåêòà C íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì f̂C : A⊕C → B òàêîé,

÷òî f̂C = f⊕0. Ñòàáèëèçàöèåé ìîðôèçìà f : A→ B ñ ïîìîùüþ
îáúåêòà C íàçûâàåòñÿ ìîðôèçì f stC : A⊕C → B⊕C òàêîé, ÷òî
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f stC = f ⊕ idC . Î÷åâèäíî, ÷òî óòîëùåíèå f̂C è ñòàáèëèçàöèÿ
f stC ñîõðàíÿþò ìîðôèçì f . Îòìåòèì, ÷òî â êàòåãîðèè ãðóïï
êîïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∗.
Ïóñòü A�íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç FA êàòåãîðèþ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûå
ïðîèçâåäåíèÿ A ∗F ãðóïïû A íà ñâîáîäíûå êîíå÷íîïîðîæäåí-
íûå ãðóïïû F , à ìîðôèçìàìè� âñå ãîìîìîðôèçìû

ϕ : A ∗ F1 → A ∗ F2,

äåéñòâóþùèå òîæäåñòâåííî íà A. Îáúåêòû êàòåãîðèè FA áó-
äåì íàçûâàòü êîíå÷íîñâîáîäíûìè A-ãðóïïàìè, à ìîðôèçìû�
ñòàáèëüíûìè A-ãîìîìîðôèçìàìè.
Ïóñòü R� àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé, à M �ëåâûé

R-ìîäóëü. Ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ {mi ∈ M |i ∈ I}, ïîðîæäàþ-
ùåå ìîäóëü M , íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ M .
Åñëè æå ïðÿìàÿ ñóììà âêëþ÷åíèé Rmi → M , i ∈ I, çàäàåò
èçîìîðôèçì

f : ⊕
i∈I

Rmi →M,

òî ñåìåéñòâî {mi ∈ M |i ∈ I} íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ìîäóëÿ M , à
ìîùíîñòü ìíîæåñòâà I � áàçèñíûì ÷èñëîì ìîäóëÿ M . Áàçèñ-
íîå ÷èñëî, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà, è ïîýòîìó
íå ìîæåò ñëóæèòü èíâàðèàíòîì ñâîáîäíîãî ìîäóëÿ F = Rn,
n ∈ N. Êîëüöî R òàêîå, ÷òî áàçèñíîå ÷èñëî ëþáîãî ñâîáîäíîãî
ìîäóëÿ îïðåäåëåíî îäíîçíà÷íî, íàçûâàåòñÿ IBN êîëüöîì èëè
êîëüöîì ñ èíâàðèàíòíûì áàçèñíûì ÷èñëîì. Èçâåñòíî [6, ñòð.
168], ÷òî IBN êîëüöàìè ÿâëÿþòñÿ âñå íåòåðîâûå êîëüöà, êîì-
ìóòàòèâíûå êîëüöà è êîëüöà, èìåþùèå íåòðèâèàëüíûé ãîìî-
ìîðôèçì â IBN -êîëüöî. Â ÷àñòíîñòè, âñå öåëî÷èñëåííûå ãðóï-
ïîâûå êîëüöà Z[H] áóäóò IBN êîëüöàìè, ïîñêîëüêó àóãìåíòà-
öèÿ ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ãîìîìîðôèçìîì â IBN êîëüöî
Z.
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3. Ñêðåùåííûå ìîäóëè

Ñêðåùåííûì ìîäóëåì (èëè G-ñêðåùåííûì ìîäóëåì C) íà-
çûâàåòñÿ òðîéêà (C,G, d), ãäå C � àääèòèâíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî
àáåëåâàÿ), à G�ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïû, d : C → G� ãî-
ìîìîðôèçì, G äåéñòâóåò íà C ñëåâà àâòîìîðôèçìàìè (òî åñòü
çàôèêñèðîâàí ãîìîìîðôèçì G → AutC), ïðè ýòîì ãîìîìîð-
ôèçì d óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) c′ + c− c′ = d(c′) c,
2) d(gc) = g d(c) g−1, ãäå c, c′ ∈ C, g ∈ G.
Âñå ñêðåùåííûå ìîäóëè îáðàçóþò êàòåãîðèþ×M (íàïð. [5]).

Ìîðôèçìîì ñêðåùåííûõ ìîäóëåé (C,G, d) è (C ′, G′, d′) â êàòå-
ãîðèè ×M ÿâëÿåòñÿ ïàðà (ϕ,ψ) ãîìîìîðôèçìîâ ϕ : C → C ′ è
ψ : G→ G′ òàêàÿ, ÷òî äèàãðàììà

C
d //

ϕ
��

G

ψ
��

C ′
d′ // G′

êîììóòàòèâíà è ϕ(gc) = ψ(g) ϕ(c). Ïðè ýòîì G-ìîðôèçìîì G-
ñêðåùåííûõ ìîäóëåé íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçì ϕ : C → C ′ òà-
êîé, ÷òî (ϕ, idG)�ìîðôèçì ñêðåùåííûõ ìîäóëåé. Âñå G-ñêðå-
ùåííûå ìîäóëè è G-ìîðôèçìû îáðàçóþò ïîäêàòåãîðèþ ×MG

êàòåãîðèè ×M .
Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü, {ci | i ∈ I}�íåêîòî-

ðîå ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåíòîâ èç C. Òîãäà (C,G, d)
íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì ñêðåùåííûì ìîäóëåì ñ áàçèñîì {ci | i ∈
I}, åñëè äëÿ êàæäîãî ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C ′, G′, d′) è ïðîèç-
âîëüíûõ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ {c′i | i ∈ I} èç C ′ è ãîìîìîð-
ôèçìà ψ : G→ G′ òàêîãî, ÷òî ψd(ci) = d′(c′i), ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé ãîìîìîðôèçì ϕ : C → C ′, äëÿ êîòîðîãî ϕ(ci) = c′i
è (ϕ,ψ)� ãîìîìîðôèçì ñêðåùåííûõ ìîäóëåé. Óàéòõåä [7] äî-
êàçàë ñóùåñòâîâàíèå ñâîáîäíûõ ñêðåùåííûõ ìîäóëåé (C,G, d)
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G, â ÷àñòíîñòè, åñëè G êîíå÷íî ñâî-
áîäíàÿ A-ãðóïïà.
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Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü èM �Z[H]-ìîäóëü, ãäå
H = G/dC. Íà ìîäóëü M ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà Z[G]-ìîäóëü
ñ òðèâèàëüíûì äåéñòâèåì dC. Ãðóïïà C⊕M ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèä-
íî, G-ñêðåùåííûì ìîäóëåì ñ äèàãîíàëüíûì äåéñòâèåì ãðóïïû
G è ãðàíè÷íûì ãîìîìîðôèçìîì d⊕ 0: C ⊕M → G, çàäàííûì
ñîîòíîøåíèåì d ⊕ 0(c,m) = dc è íàçûâàåòñÿ M -óòîëùåíèåì
ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d).
Íàïîìíèì (ñì. íàïðèìåð [8]), ÷òî äâå ãðóïïû G è H ñ îä-

íîé è òîé æå îáëàñòüþ îïåðàòîðîâ Σ íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðíî
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé èçîìîðôèçì f : G → H,
÷òî f(σg) = σf(g) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ g ∈ G è σ ∈ Σ. Ïðè ýòîì
ãîâîðÿò, ÷òî (àääèòèâíàÿ) ãðóïïà G îïåðàòîðíî ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñâîèõ ïîäãðóïï A è B, åñëè G = A ⊕ B è
σA ⊂ A è σB ⊂ B äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ ∈ Σ.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü èM � Z[H]-
ìîäóëü, ãäå H = G/dC. Ñêðåùåííûé ìîäóëü (D,G, ∂) ÿâëÿåò-
ñÿ M -óòîëùåíèåì G-ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ C òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

1) ãðóïïà D îïåðàòîðíî ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ñâî-
èõ ïîäãðóïï C ′ è M ′, îïåðàòîðíî èçîìîðôíûõ C è M ñî-
îòâåòñòâåííî;

2) åñëè f : C → C ′� îïåðàòîðíûé èçîìîðôèçì, òî ∂(fc) = dc
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî c ∈ C;

3) M ′ ⊂ ker ∂.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü g : M → M ′ � îïåðàòîðíûé èçîìîð-

ôèçì. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ : C ⊕M → D = C ′ ⊕M ′, çàäàâàå-
ìîå ôîðìóëîé ϕ(c,m) = (fc, gm), ÿâëÿåòñÿ G-èçîìîðôèçìîì
G-ñêðåùåííûõ ìîäóëåé D è C ⊕M . �

Çàìåòèì, ÷òî åñëè {ci | i ∈ I}� ñèñòåìà îáðàçóþùèõ G-ñêðå-
ùåííîãî ìîäóëÿ C, à {mj | j ∈ J}� ñèñòåìà îáðàçóþùèõ ìî-
äóëÿ M , òî {(ci, 0) | i ∈ I} ∪ {(0,mj) | j ∈ J}� ñèñòåìà îáðàçó-
þùèõ ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C ⊕M,G, d ⊕ 0), â ÷àñòíîñòè, G-
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ñêðåùåííûé ìîäóëü C ⊕M êîíå÷íîïîðîæäåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà êîíå÷íîïîðîæäåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñêðåùåííûé ìî-
äóëü (C,G, d) è Z[H]-ìîäóëü M .

Ëåììà 3.2. Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü, H = G/dC,
àM � Z[H]-ìîäóëü. Åñëè (C,G, d)� ñâîáîäíûé ñêðåùåííûé ìî-
äóëü, M � ñâîáîäíûé Z[H]-ìîäóëü, òî M -óòîëùåíèå

(C ⊕M,G, d⊕ 0)

ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d) áóäåò ñâîáîäíûì ñêðåùåííûì ìî-
äóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé ñâîáîäíûé Z[H]-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ,
î÷åâèäíî, è ñâîáîäíûì G-ñêðåùåííûì ìîäóëåì. Ïîñêîëüêó

(c,m) = (c, 0) + (0,m)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî (c,m) ∈ C ⊕M , òî, êàê ëåãêî âèäåòü, G-
ñêðåùåííûé ìîäóëü C ⊕M ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì ïî îïðåäåëå-
íèþ. �

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðî ñâî-
áîäíûå êîíå÷íîïîðîæäåííûå ñêðåùåííûå ìîäóëè [4, ëåììà 5].
Íàïîìíèì, ÷òî àáåëèàíèçàöèåé ãðóïïû M íàçûâàåòñÿ ãðóïïà
Mab = M/[M,M ], ãäå [M,M ]�êîììóòàíò ãðóïïû M .

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü (D,G, ∂) è (D′, G, ∂′)� ñâîáîäíûå
êîíå÷íîïîðîæäåííûå ñêðåùåííûå ìîäóëè,

H = G/∂D = G/∂′D′,

è ïóñòü èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

1 Hoo Goo D
∂oo

f
��

C
doo

ϕ
��

ker doo

ϕ∗

��

0oo

1 Hoo Goo D′
∂′oo C ′

d′oo ker d′oo 0,oo
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â êîòîðîé C è C ′� ñâîáîäíûå êîíå÷íîïîðîæäåííûå Z[H]-ìî-
äóëè. Òîãäà èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

1 Hoo Goo D ⊕D′ ab∂⊕0
oo

f̃
��

C ⊕D′ abd⊕id
oo

ϕ̃
��

ker(d⊕ id)oo

ϕ̃∗

��

0oo

1 Hoo Goo D′ ⊕D ab∂′⊕0
oo C ′ ⊕D abd′⊕id

oo ker(d′ ⊕ id)oo 0,oo

â êîòîðîé f̃ �G-èçîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé îòîáðàæåíèå f ,
ϕ̃ ñîõðàíÿåò ϕ, ker(d⊕ id) = ker d è ker(d′ ⊕ id) = ker d′.

Çàôèêñèðóåì ãðóïïó G. Ðàññìîòðèì åùå îäèí âàæíûé êëàññ
ñêðåùåííûõ ìîäóëåé�G-ïðîåêòèâíûå ñêðåùåííûå ìîäóëè, êî-
òîðûå áûëè ââåäåíû â îáèõîä Ðýòêëàéôîì [9]. Ñêðåùåííûé
ìîäóëü (C,G, d) íàçûâàåòñÿ G-ïðîåêòèâíûì, åñëè îí ïðîåê-
òèâíûé â êàòåãîðèè ×MG. Ðýòêëàéô [9] äîêàçàë ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ñêðåùåííûé ìîäóëü (C,G, d) ÿâëÿåòñÿ
G-ïðîåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ïðî-
åêòèâíûé Z[H]-ìîäóëü P , ãäå H = G/dC, è ñâîáîäíûé G-ñêðå-
ùåííûé ìîäóëü B òàêèå, ÷òî C ⊕ P è B ÿâëÿþòñÿ èçîìîðô-
íûìè â êàòåãîðèè ×MG.

Äàëåå áåç ÿâíûõ ññûëîê áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óò-
âåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå 3.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (C,G, d) êîíå÷íîïîðîæ-
äåííûé G-ïðîåêòèâíûé ñêðåùåííûé ìîäóëü. Òîãäà ñóùåñòâó-
åò êîíå÷íîïîðîæäåííûé ïðîåêòèâíûé Z[H]-ìîäóëü P òàêîé,
÷òî G-ñêðåùåííûé ìîäóëü B, èçîìîðôíûé C ⊕ P , ñâîáîäåí è
êîíå÷íîïîðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè {ci | i ∈ I}� ñèñòåìà
îáðàçóþùèõ G-ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ C, òî G-ñêðåùåííûé ìî-
äóëü B, îïèñàííûé â ïðåäëîæåíèè 3.4, ñòðîèòñÿ êàê ñâîáîäíûé
ñêðåùåííûé ìîäóëü (B,G, ∂) ñ áàçèñîì {bi | i ∈ I} òàêèì, ÷òî
∂bi = dci. Òàê êàê G-ñêðåùåííûé ìîäóëü B ñâîáîäåí, òî ñóùå-
ñòâóåò G-ìîðôèçì η : B → C òàêîé, ÷òî ηbi = ci äëÿ êàæäîãî
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i ∈ I. Ïîñêîëüêó {ci | i ∈ I}� ñèñòåìà îáðàçóþùèõ G-ñêðå-
ùåííîãî ìîäóëÿ C, òî η ÿâëÿåòñÿ ýïèìîðôèçìîì. ßäðî ýïè-
ìîðôèçìà η è ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûì â ïðåäëîæåíèè 3.4 ïðîåê-
òèâíûì Z[H]-ìîäóëü P òàêèì, ÷òî B ' C⊕P . Íî òîãäà, åñëè G-
ñêðåùåííûé ìîäóëü C êîíå÷íîïîðîæäåí, òî ñâîáîäíûé Z[H]-
ìîäóëü B ab ' C ab⊕P òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì,
à ñëåäîâàòåëüíî, êîíå÷íîïîðîæäåííûì áóäåò è ïðîåêòèâíûé
Z[H]-ìîäóëü P . �

Ëåììà 3.6. Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü, H = G/dC,
à M � Z[H]-ìîäóëü. M -óòîëùåíèå (C ⊕M,G, d⊕ 0) ñêðåùåí-
íîãî ìîäóëÿ (C,G, d) áóäåò G-ïðîåêòèâíûì ñêðåùåííûì ìî-
äóëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (C,G, d) áóäåò G-ïðîåê-
òèâíûì ñêðåùåííûì ìîäóëåì, à M �ïðîåêòèâíûì Z[H]-ìî-
äóëåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (C ⊕M,G, d ⊕ 0)�
G-ïðîåêòèâíûé ñêðåùåííûé ìîäóëü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîåê-
òèâíûé Z[H]-ìîäóëü P òàêîé, ÷òî C ⊕M ⊕ P � ñâîáîäíûé G-
ñêðåùåííûé ìîäóëü. Àáåëèàíèçàöèÿ

(C ⊕M ⊕ P ) ab = C ab⊕M ⊕ P

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì Z[H]-ìîäóëåì, îòêóäà ñëåäóåò ïðîåêòèâ-
íîñòü Z[H]-ìîäóëÿ M . Èç ïðîåêòèâíîñòè Z[H]-ìîäóëÿ M ⊕ P
ñëåäóåò G-ïðîåêòèâíîñòü ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d).
Äîñòàòî÷íîñòü.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî (C,G, d)�G-ïðî-

åêòèâíûé ñêðåùåííûé ìîäóëü,M �ïðîåêòèâíûé Z[H]-ìîäóëü,
à P è Q�ïðîåêòèâíûå Z[H]-ìîäóëè, äîïîëíÿþùèå (C,G, d) è
M äî ñâîáîäíîãî G-ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ è ñâîáîäíîãî Z[H]-ìî-
äóëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïî ëåììå 3.2 G-ñêðåùåííûé ìîäóëü

(C ⊕M)⊕ (P ⊕Q) ' (C ⊕ P )⊕ (M ⊕Q)

ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì, à ñëåäîâàòåëüíî, (C ⊕ M,G, d ⊕ 0)�G-
ïðîåêòèâíûé ñêðåùåííûé ìîäóëü. �
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Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü è ρ : E → G� ãîìî-
ìîðôèçì ãðóïï. Ðàññìîòðèì äèàãðàììó êîàìàëüãàììû ãîìî-
ìîðôèçìîâ d è ρ

D
∂ //

ρ̃
��

E

ρ

��

C
d // G,

ãäå D = {(c, e) ∈ C × E | d(c) = ρ(e)}. Îïðåäåëèâ äåéñòâèå E
íà D ñîîòíîøåíèåì e1(c, e) = (ρ(e1) c, e1e e

−1
1 ), è ãðàíè÷íûé ãî-

ìîìîðôèçì ∂ : D → E ñîîòíîøåíèåì ∂(c, e) = e, ïîëó÷èì, ÷òî
(D,E, ∂)� ñêðåùåííûé ìîäóëü, à (ρ̃, ρ), ãäå ρ̃ : D → C çàäàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì ρ̃(c, e) = c, � ìîðôèçì ñêðåùåííûõ ìîäóëåé.
Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è ρ : G ∗ F → G� óòîëùåíèå

òîæäåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà idG ñ ïîìîùüþ ãðóïïû F . Ñòà-
áèëèçàöèåé ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d) ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíîé
ãðóïïû F (èëè F -ñòàáèëèçàöèåé) íàçûâàåòñÿ ñêðåùåííûé ìî-

äóëü (D,G∗F, ∂), îáîçíà÷àþùèéñÿ òàêæå (C̃, G∗F, d̃), êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ êîàìàëüãàìîé ãîìîìîðôèçìîâ d è ρ. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

C̃
d̃ //

ρ̃
��

G∗F
ρ

��

C
d // G

(3.1)

çàäàåò F -ñòàáèëèçàöèþ (C̃, G∗F, d̃) ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d).
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [4, ëåììà 2].

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü çàäàíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàì-
ìà (3.1). Òîãäà

1) ñóùåñòâóåò ìîðôèçì (ι̃, ι) ñêðåùåííûõ ìîäóëåé (C,G, d)

è (C̃, G ∗ F, d̃) òàêîé, ÷òî (ρ̃, ρ)(ι̃, ι) = (idC , idG);

2) ρ(d̃C̃) = dC è îòîáðàæåíèå ρ èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì

ρ∗ : G ∗ F/d̃C̃ ' G/dC;
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3) îòîáðàæåíèÿ ρ̃ è ι̃ èíäóöèðóþò âçàèìíî îáðàòíûå èçî-

ìîðôèçìû ρ̃ ∗ : ker d̃ ' ker d è ι̃ ∗ : ker d ' ker d̃.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [10, ëåììà 1.2].

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Ïóñòü (C̃, G∗F, d̃)� F -ñòàáèëèçàöèÿ ñâî-
áîäíîãî (G-ïðîåêòèâíîãî) ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d). Òîãäà

(C̃, G ∗ F, d̃) ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì (G ∗ F -ïðîåêòèâíûì) ñêðå-
ùåííûì ìîäóëåì è C̃ ab ' C ab⊕Rn, ãäå R = Z[H], à n� ðàíã
ñâîáîäíîé ãðóïïû F . Áîëåå òîãî, åñëè {ci | i ∈ I}� áàçèñ ñâî-
áîäíîãî ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d), à {xj | j ∈ J}� áàçèñ
ãðóïïû F , òî {(ci, ιd ci) | i ∈ I} ∪ {(0, xj) | j ∈ J}� áàçèñ F -
ñòàáèëèçàöèè ñêðåùåííîãî ìîäóëÿ (C,G, d), ãäå ι : G→ G∗F �
åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

Ëåììà 3.9. Ïóñòü (C,G, d)� ñêðåùåííûé ìîäóëü, H = G/dC,
M � Z[H]-ìîäóëü, à F � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Òîãäà M -óòîëùå-

íèå (C̃ ⊕ M,G ∗ F, d̃ ⊕ 0) F -ñòàáèëèçàöèè ñêðåùåííîãî ìî-
äóëÿ (C,G, d) èçîìîðôíî åãî F -ñòàáèëèçàöèè M -óòîëùåíèÿ

(C̃ ⊕M,G ∗ F, d̃⊕ 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ∗ f è g′ ∗ f ′ ïðîèçâîëü-
íûå ýëåìåíòû ãðóïïû G ∗ F , à ÷åðåç g è g′ �èõ îáðàçû ïðè
ãîìîìîðôèçìå ρ : G ∗ F → G, ÿâëÿþùåìñÿ óòîëùåíèåì òîæ-
äåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà idG ñ ïîìîùüþ ãðóïïû F . Òîãäà

G ∗ F -ñêðåùåííûå ìîäóëè C̃ ⊕M è C̃ ⊕M ìîæíî çàäàòü êàê
ìíîæåñòâà

C̃ ⊕M = {(c, g ∗ f,m) | c ∈ C, g ∗ f ∈ G ∗ F, m ∈M, dc = ρ(g ∗ f) = g},

C̃ ⊕M = {(c,m, g ∗ f) | c ∈ C, m ∈M, g ∗ f ∈ G ∗ F, d⊕ 0(c,m) = dc = ρ(g ∗ f) = g}

ñ ãðàíè÷íûìè ãîìîìîðôèçìàìè

d̃⊕ 0(c, g ∗ f,m) = d̃(c, g ∗ f) = g ∗ f, d̃⊕ 0(c,m, g ∗ f) = g ∗ f

è äåéñòâèÿìè ãðóïïû G ∗ F

(g′ ∗ f ′)(c, g ∗ f,m) = (g′c, (g′ ∗ f ′)(g ∗ f)(g′ ∗ f ′)−1, (g′ ∗ f ′)m)
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(g′ ∗ f ′)(c,m, g ∗ f) = (g′c, g′m, (g′ ∗ f ′)(g ∗ f)(g′ ∗ f ′)−1)

= (g′c, (g′ ∗ f ′)m, (g′ ∗ f ′)(g ∗ f)(g′ ∗ f ′)−1)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ïîñëåäíåé ôîðìóëå è

âîîáùå âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ C̃⊕M è C̃ ⊕M ñëå-
äóåò èç ïóíêòà 2) ïðåäëîæåíèÿ 3.7.

Â ìíîæåñòâå C̃ ⊕M ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà

C ′ = {(c, 0, g ∗ f)}, M ′ = {(0,m, 1)}.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèÿ 1)�3) ëåììû 3.1 âûïîëíåíû, ñëåäîâà-

òåëüíî, G ∗ F -ñêðåùåííûå ìîäóëè C̃ ⊕M è C̃ ⊕M èçîìîðô-
íû. �

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
[4, ëåììà 3].

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Ïóñòü G = A∗F è G′ = A∗F ′� êîíå÷íî
ñâîáîäíûå A-ãðóïïû, ϕ : G → G′�èõ ñòàáèëüíûé A-ãîìîìîð-
ôèçì, è ïóñòü çàäàíà êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà ãðóïï

1 Hoo

ϕ∗
��

G
πoo

ϕ
��

C
doo

f
��

ker doo

f∗

��

0oo

1 H ′oo G′
π′oo C ′

d′oo ker d′oo 0,oo

ãäå (f, ϕ)�ìîðôèçì êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ ñêðåùåí-
íûõ ìîäóëåé (C,G, d) è (C ′, G′, d′), à ϕ∗�èçîìîðôèçì. Òîãäà

åñëè (C̃, G∗F ′, d̃) è (C̃ ′, G′ ∗F, d̃′)� F ′- è F -ñòàáèëèçàöèè ñâî-
áîäíûõ ñêðåùåííûõ ìîäóëåé (C,G, d) è (C ′, G′, d′) ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

1 Hoo
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G ∗ F ′π∗0oo

ϕ̃

��

C̃
d̃oo

f̃
��

ker d̃oo
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��

0oo

1 H ′oo G′ ∗ Fπ′∗0oo C̃ ′
d̃′oo ker d̃′oo 0,oo
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â êîòîðîé (f̃ , ϕ̃)�ìîðôèçì ñêðåùåííûõ ìîäóëåé (C̃, G ∗F ′, d̃)

è (C̃ ′, G′ ∗F, d̃′), îòîáðàæåíèÿ ϕ̃ è f̃ ñîõðàíÿþò îòîáðàæåíèÿ
ϕ è f ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ϕ̃�èçîìîðôèçì.

4. Ñòàáèëüíî èçîìîðôíûå ñêðåùåííûå ìîäóëè

Ïóñòü G = A ∗ F è G′ = A ∗ F ′ �êîíå÷íî ñâîáîäíûå A-
ãðóïïû, (C,G, d) è (C ′, G′, d′)�êîíå÷íîïîðîæäåííûå G- è G′-
ïðîåêòèâíûå ñêðåùåííûå ìîäóëè ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì

H = G/dC = G′/d′C ′.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñêðåùåííûå ìîäóëè (C,G, d) è (C ′, G′, d′)
ñòàáèëüíî èçîìîðôíû, åñëè ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè áóäóò ïðî-
åêòèâíûå Z[H]-ìîäóëè C ab è C ′ ab. Íàïîìíèì, ÷òî äâàR-ìîäóëÿ
P è P ′ íàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò
äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà m è n òàêèå, ÷òî P ⊕ Rm ' P ′ ⊕ Rn.
Î÷åâèäíî, ÷òî îòíîøåíèå ¾áûòü ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè¿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Äëÿ óäîáñòâà ññûëîê íà
íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå, ïåðâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî î÷åâèäíà, à âòîðàÿ äîêàçàíà â [3,
ëåììà 1].

Ïðåäëîæåíèå 4.1. 1) Åñëè R-ìîäóëü A ñòàáèëüíî èçîìîðôåí
R-ìîäóëþ A′, à R-ìîäóëü B ñòàáèëüíî èçîìîðôåí R-ìîäóëþ
B′, òî R-ìîäóëü A⊕B ñòàáèëüíî èçîìîðôåí R-ìîäóëþ A′⊕B′.
2) Åñëè P1 è P2 � äâà ñòàáèëüíî èçîìîðôíûõ ïðîåêòèâíûõ

R-ìîäóëÿ, à Q1 è Q2 �èõ äîïîëíåíèÿ äî ñâîáîäíûõ ìîäóëåé,
òî Q1 è Q2 ñòàáèëüíî èçîìîðôíû.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü G,G′ ∈ FA, (C,G, d) è (C ′, G′, d′)� êî-
íå÷íîïîðîæäåííûå G- è G′-ïðîåêòèâíûå ñêðåùåííûå ìîäóëè
ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì H = G/dC = G′/d′C ′, à P è P ′�
ïðîèçâîëüíûå ñòàáèëüíî èçîìîðôíûå ïðîåêòèâíûå Z[H]-ìîäó-
ëè. Ñêðåùåííûå ìîäóëè (C,G, d) è (C ′, G′, d′) áóäóò ñòàáèëüíî
èçîìîðôíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
P - è P ′-óòîëùåíèÿ (C⊕P,G, d⊕0) è (C ′⊕P ′, G′, d′⊕0) áóäóò
ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñòà-
áèëüíîé èçîìîðôíîñòè ïðîåêòèâíûõ ñêðåùåííûõ ìîäóëåé è
ïåðâîé ÷àñòè ïðåäëîæåíèÿ 4.1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïðîåêòèâíûå R-ìîäóëè P è P ′, ãäå

R = Z[H], è P - è P ′-óòîëùåíèÿ (C ⊕ P,G, d ⊕ 0) è (C ′ ⊕
P ′, G′, d′ ⊕ 0) ñêðåùåííûõ ìîäóëåé (C,G, d) è (C ′, G′, d′)� ñòà-
áèëüíî èçîìîðôíû. Ïî âòîðîé ÷àñòè ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñòàáèëü-
íî èçîìîðôíûìè áóäóò è R-ìîäóëè Q è Q′, äîïîëíÿþùèå P è
P ′ äî ñâîáîäíûõ ìîäóëåé. Èç íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñêðå-
ùåííûå ìîäóëè (C⊕P⊕Q,G, d⊕0⊕0) è (C ′⊕P ′⊕Q′, G′, d′⊕0⊕0)
áóäóò ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè. Òàê êàê P ⊕Q è P ′⊕Q′ � ñâî-
áîäíûå ìîäóëè, òî ñêðåùåííûå ìîäóëè (C,G, d) è (C ′, G′, d′)
òàêæå áóäóò ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-
çàòü. �

Ëåììà 4.3. Ïóñòü G,G′ ∈ FA, (C,G, d) è (C ′, G′, d′)� êîíå÷-
íîïîðîæäåííûå G- è G′-ïðîåêòèâíûå ñêðåùåííûå ìîäóëè ñî-
îòâåòñòâåííî, ïðè÷åì H = G/dC = G′/d′C ′, à F è F ′�ïðî-
èçâîëüíûå êîíå÷íîïîðîæäåííûå ñâîáîäíûå ãðóïïû. Ñêðåùåí-
íûå ìîäóëè (C,G, d) è (C ′, G′, d′) áóäóò ñòàáèëüíî èçîìîðô-
íûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå F - è

F ′-ñòàáèëèçàöèè (C̃, G ∗F, d̃) è (C̃ ′, G′ ∗F ′, d̃′) áóäóò ñòàáèëü-
íî èçîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òðàíçèòèâ-
íîñòè îòíîøåíèÿ ¾áûòü ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè¿ è ïðåäëîæå-
íèÿ 3.8. �

5. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òðàäèöèîííî (ñì. íàïðèìåð, [5], [7]), ñêðåùåííûì öåïíûì
êîìïëåêñîì (Ci, G, di) íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóïï è
ãîìîìîðôèçìîâ

1 Hoo G
d1oo C2

d2oo C3
d3oo . . .

d4oo Cn
dnoo . . .

dn+1
oo

ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) (C2, G, d2)� ñâîáîäíûé ñêðåùåííûé ìîäóëü èH = coker d2;
2) äëÿ i > 3 Ci � ñâîáîäíûé Z[H]-ìîäóëü, di � ãîìîìîðôèçì

Z[H]-ìîäóëåé, d3(C3)�Z[H]-ìîäóëü;
3) di ◦ di+1 = 0.
Ìîðôèçìîì f : (Ci, G, di) → (C ′i, G

′, d′i) ñêðåùåííûõ öåïíûõ
êîìïëåêñîâ (Ci, G, di) è (C ′i, G

′, d′i) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñîâîêóï-
íîñòü ãîìîìîðôèçìîâ f1 : G → G′, fi : Ci → C ′i, i > 2, êîòî-
ðàÿ ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðû íà G è Ci, i > 2, è âîçíèêàþùèå
äèàãðàììû ãîìîìîðôèçìîâ áóäóò êîììóòàòèâíûìè. Åñëè ïðè
ýòîì êàæäûé èç ãîìîìîðôèçìîâ fi ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì,
òî ãîìîòîïè÷åñêèå ñèñòåìû (Ci, G, di) è (C ′i, G

′, d′i) íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, à ìîðôèçì f = {fi}� èçîìîðôèçìîì.

Ñêðåùåííûé öåïíîé êîìïëåêñ (Ci, G, di) íàçîâåì ïðîåêòèâ-
íûì, åñëè
1) (C2, G, d2)�G-ïðîåêòèâíûé ñêðåùåííûé ìîäóëü;
2) äëÿ i > 3 Ci �ïðîåêòèâíûé Z[H]-ìîäóëü, ãäåH = coker d2.
Ñêðåùåííûé öåïíîé êîìïëåêñ (Ci, G, di) íàçîâåì êîíå÷íîïî-

ðîæäåííûì, åñëè (C2, G, d2)�êîíå÷íîïîðîæäåííûé ñêðåùåí-
íûé ìîäóëü è Z[H]-ìîäóëè Ci êîíå÷íî ïîðîæäåíû äëÿ âñåõ
i > 3.
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ñòàòüè îïèðà-

åòñÿ íà ñëåäóþùóþ òåîðåìó àâòîðà [3].

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü f : P → P′�öåïíîå îòîáðàæåíèå
n-ìåðíûõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïðîåêòèâ-
íûõ ìîäóëåé, èíäóöèðóþùåå èçîìîðôèçì ìîäóëåé ãîìîëîãèé.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè àöèêëè÷íûå ñâîáîäíûå öåïíûå
êîìïëåêñû F è F′ òàêèå, ÷òî öåïíûå êîìïëåêñû P⊕F è P′⊕F′
öåïíî èçîìîðôíûå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ êàæ-
äîãî i = 0, n ìîäóëè Pi è P

′
i áûëè ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü G,G′ ∈ FA, f : (Ci, G, di)→ (C ′i, G
′, d′i)�

ìîðôèçì n-ìåðíûõ êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïðîåêòèâíûõ ñêðå-
ùåííûõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ (Ci, G, di) è (C ′i, G

′, d′i), èíäóöèðó-
þùèé èçîìîðôèçì ãðóïï è ìîäóëåé ãîìîëîãèé, è òàêîé, ÷òî
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f1 : G → G′�ÿâëÿåòñÿ ñòàáèëüíûì A-ãîìîìîðôèçìîì. Òî-
ãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ñòàáèëèçàöèè ãðàíè÷íûõ
ãîìîìîðôèçìîâ di è d′i ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíûõ ãðóïï è ñâîáîä-
íûõ ìîäóëåé òàêèå, ÷òî ïîëó÷åííûå ñêðåùåííûå öåïíûå êîì-
ïëåêñû áóäóò èçîìîðôíûìè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñêðåùåííûå ìîäóëè (C2, G, d2) è (C ′2, G

′, d′2), à òàêæå Z[H]-ìî-
äóëè Ci è C

′
i äëÿ êàæäîãî i > 3 áûëè ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ñòàáè-
ëèçàöèè ãðàíè÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ di è d

′
i ñ ïîìîùüþ ñâîáîä-

íûõ ãðóïï è ñâîáîäíûõ ìîäóëåé òàêèå, ÷òî ïîëó÷åííûå ñêðå-
ùåííûå öåïíûå êîìïëåêñû áóäóò èçîìîðôíûìè. Òîãäà ïî ëåì-
ìàì 4.2 è 4.3 ñêðåùåííûå ìîäóëè (C2, G, d2) è (C ′2, G

′, d′2) áó-
äóò ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè, à ïî îïðåäåëåíèþ ñòàáèëüíî èçî-
ìîðôíûìè áóäóò è ìîäóëè Ci è C

′
i äëÿ êàæäîãî i = 3, n.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü

1 Hoo G
d1oo

f1
��

C2
d2oo

f2
��

C3
d3oo

f3
��

. . .
d4oo Cn

dnoo

fn
��

1 Hoo G′
d′1oo C ′2

d′2oo C ′3
d′3oo . . .

d′4oo C ′n
d′noo

(5.2)

� äèàãðàììà ìîðôèçìà f : (Ci, G, di) → (C ′i, G
′, d′i) n-ìåðíûõ

êîíå÷íîïîðîæäåííûõ ïðîåêòèâíûõ ñêðåùåííûõ öåïíûõ êîì-
ïëåêñîâ (Ci, G, di) è (C ′i, G

′, d′i), èíäóöèðóþùåãî èçîìîðôèçì
ãðóïï è ìîäóëåé ãîìîëîãèé. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ñêðåùåí-
íûå ìîäóëè (C2, G, d2) è (C ′2, G

′, d′2), à òàêæå Z[H]-ìîäóëè Ci è
C ′i äëÿ êàæäîãî i > 3 ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè. Ïî
ïðåäëîæåíèþ 3.4 ñóùåñòâóþò êîíå÷íîïîðîæäåííûå Z[H]-ìîäó-
ëè P è P ′ òàêèå, ÷òî (C2⊕P,G, d2⊕0) è (C ′2⊕P ′, G′, d′2⊕0)� ñâî-
áîäíûå ñêðåùåííûå ìîäóëè. Òàê êàê (C2⊕P ) ab è (C ′2⊕P ′) ab �
ñâîáîäíûå Z[H]-ìîäóëè, à C2

ab è C ′2
ab � ñòàáèëüíî èçîìîðô-

íûå Z[H]-ìîäóëè, òî ïî âòîðîé ÷àñòè ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñòà-
áèëüíî èçîìîðôíûìè áóäóò è Z[H]-ìîäóëè P è P ′. Ïóñòü Q =
P ⊕ Rm ' P ′ ⊕ Rn, ãäå R = Z[H]. Ïî ëåììå 3.2 ñêðåùåííûå



198 Í. À. Õìåëüíèöêèé

ìîäóëè (C2⊕Q,G, d2⊕0) è (C ′2⊕Q,G′, d′2⊕0) ÿâëÿþòñÿ ñâîáîä-
íûìè. Óòîëùàÿ ìîðôèçìû d2 è d

′
2 è ñòàáèëèçèðóÿ ìîðôèçìû

f2, f3, d3 è d′3 ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ Q ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

1 Hoo G
d1oo

f1
��

C2 ⊕Q
d2⊕0
oo

f2⊕id
��

C3 ⊕Q
d3⊕id
oo

f3⊕id
��

. . .
d4oo Cn

dnoo

fn
��

1 Hoo G′
d′1oo C ′2 ⊕Q

d′2⊕0
oo C ′3 ⊕Q

d′3⊕id
oo . . .

d′4oo C ′n,
d′noo

íà÷àëüíûé îòðåçîê êîòîðîé

1 Hoo G
d1oo

f1
��

C2 ⊕Q
d2⊕0
oo

f2⊕id
��

ker(d2 ⊕ 0)oo

(f2⊕id)∗

��

0oo

1 Hoo G′
d′1oo C ′2 ⊕Q

d′2⊕0
oo ker(d′2 ⊕ 0)oo 0oo

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 3.10. Òàê êàê G,G′ ∈
FA, òî G = A ∗ F è G′ = A ∗ F ′, ãäå F è F ′ � ñâîáîäíûå

êîíå÷íîïîðîæäåííûå ãðóïïû. Ïóñòü (C̃2 ⊕Q,G ∗ F ′, d̃2 ⊕ 0) è

(C̃ ′2 ⊕Q,G′ ∗F, d̃′2 ⊕ 0)� F ′- è F -ñòàáèëèçàöèè ñâîáîäíûõ ñêðå-
ùåííûõ ìîäóëåé (C2 ⊕Q,G, d2 ⊕ 0) è (C ′2 ⊕Q,G′, d′2 ⊕ 0) ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà ïî ïðåäëîæåíèþ 3.10 èìååò ìåñòî êîììóòà-
òèâíàÿ äèàãðàììà

1 Hoo G ∗ F ′d1∗0oo

f̃1
��

C̃2 ⊕Q
d̃2⊕0
oo

f̃2⊕id
��

ker d̃2 ⊕ 0oo

f̃2⊕id
∗

��

0oo

1 Hoo G′ ∗ F
d′1∗0oo C̃ ′2 ⊕Q

d̃′2⊕0
oo ker d̃′2 ⊕ 0oo 0,oo

â êîòîðîé (f̃2 ⊕ id, f̃1)�ìîðôèçì ñêðåùåííûõ ìîäóëåé

(C̃2 ⊕Q,G ∗ F ′, d̃2 ⊕ 0) è (C̃ ′2 ⊕Q,G
′ ∗ F, d̃′2 ⊕ 0),
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ñîõðàíÿþùèé îòîáðàæåíèÿ f2 è f1, ïðè÷åì f̃1 �èçîìîðôèçì,

è ker d̃2 ⊕ 0 = ker(d2⊕ 0) è ker d̃′2 ⊕ 0 = ker(d′2⊕ 0). Òàêèì îáðà-
çîì, äèàãðàììó (5.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîììóòàòèâíîé
äèàãðàììû

1 Hoo G ∗ F ′d1∗0oo

f̃1
��

C̃2 ⊕Q
d̃2⊕0
oo

f̃2⊕id
��

C3 ⊕Q
d3⊕id
oo

f3⊕id

��

C4
d4oo

f4

��

. . .
d5oo Cn

dnoo

fn

��

1 Hoo G′ ∗ F
d′1∗0oo C̃ ′2 ⊕Q

d̃′2⊕0
oo C ′3 ⊕Q

d′3⊕id
oo C ′4

d′4oo . . .
d′5oo C ′n.

d′noo

Â ñèëó èçîìîðôíîñòè f̃1 îòîæäåñòâèì ãðóïïû

G ∗ F ′ = G′ ∗ F = G.

Ïóñòü S è S′ �ïðîåêòèâíûå ìîäóëè, äîïîëíÿþùèå ïðîåêòèâ-
íûå ìîäóëè C3 ⊕ Q è C ′3 ⊕ Q äî ñâîáîäíûõ ìîäóëåé C è C ′

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, óòîëùàÿ ìîðôèçìû f3⊕ id è f4 ñ ïîìî-
ùüþ ìîäóëÿ S è ñòàáèëèçèðóÿ ìîðôèçìû d4 è d′4 ñ ïîìîùüþ
ìîäóëåé S è S′ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíóþ äèà-
ãðàììó

1 Hoo Goo D
∂oo

f̂2
��

C
doo

f̂3
��

C4 ⊕ S
d̂4oo

f̂4
��

. . .
d5oo Cn

dnoo

fn
��

1 Hoo Goo D′
∂′oo C ′

d′oo C ′4 ⊕ S′
d̂′4oo . . .

d′5oo C ′n,
d′noo

ãäå

D = C̃2 ⊕Q, D′ = C̃ ′2 ⊕Q,
C = C3 ⊕Q⊕ S, C ′ = C ′3 ⊕Q⊕ S′,

∂ = d̃2 ⊕ 0, ∂′ = d̃′2 ⊕ 0,

d = d3 ⊕ id⊕0, d′ = d′3 ⊕ id⊕0,

d̂4 = d4 ⊕ id, d̂′4 = d′4 ⊕ id,

f̂2 = f̃2 ⊕ id, f̂3 = f3 ⊕ id⊕0, f̂4 = f4 ⊕ 0.
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Íà÷àëüíûé îòðåçîê ýòîé äèàãðàììû

1 Hoo Goo D
∂oo

f̂2
��

C
doo

f̂3
��

ker doo

f̂3
∗

��

0oo

1 Hoo Goo D′
∂′oo C ′

d′oo ker d′oo 0oo

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 3.3, à ïîýòîìó äèàãðàì-
ìó (5.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

1 Hoo Goo D ⊕D′ ab∂⊕0
oo

f̃2
��

C ⊕D′ abd⊕id
oo

f̃3
��

C4 ⊕ S
d̂4oo

f̂4
��

. . .
d5oo Cn

dnoo

fn
��

1 Hoo Goo D′ ⊕D ab∂′⊕0
oo C ′ ⊕D abd′⊕id

oo C ′4 ⊕ S′
d̂′4oo . . .

d′5oo C ′n,
d′noo

ãäå f̃2 è f̃3 ñîõðàíÿþò îòîáðàæåíèÿ f2 è f3 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè-

÷åì f̃2 �èçîìîðôèçì. Óòîëùàÿ ìîðôèçìû ∂⊕ 0 è ∂′⊕ 0 è ñòà-

áèëèçèðóÿ ìîðôèçìû f̃2, f̃3, d⊕ id è d′⊕ id ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ
C2

ab, ïîëó÷èì êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

1 Hoo Goo D
∂oo

f2
��

Ĉ
d̂oo

f̃3
′

��

C4 ⊕ S
d̂4oo

f̂4
��

. . .
d5oo Cn

dnoo

fn
��

1 Hoo Goo D′
∂′oo Ĉ ′

d̂′oo C ′4 ⊕ S′
d̂′4oo . . .

d′5oo C ′n,
d′noo

â êîòîðîé

D = D ⊕D′ ab⊕C2
ab, D′ = D′ ⊕D ab⊕C2

ab,

Ĉ = C ⊕D′ ab⊕C2
ab, Ĉ ′ = C ′ ⊕D ab⊕C2

ab,

∂ = ∂ ⊕ 0⊕ 0, ∂′ = ∂′ ⊕ 0⊕ 0,

d̂ = d⊕ id⊕ id, d̂′ = d′ ⊕ id⊕ id,

îòîáðàæåíèÿ f2 = f̃2 ⊕ id è f̃3
′

= f̃3 ⊕ id ñîõðàíÿþò îòîáðàæå-
íèÿ f2 è f3 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì f2 �èçîìîðôèçì. Óòîëùàÿ

ìîðôèçìû d̂, f̃3
′
è f̂4 ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ Q⊕C3, à ìîðôèçì d̂′ �

ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ Q ⊕ C ′3, è ñòàáèëèçèðóÿ ìîðôèçìû d̂4 è d̂′4
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ñ ïîìîùüþ ìîäóëåé Q⊕C3 è Q⊕C ′3 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì
êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó

1 Hoo Goo D
∂oo

f2
��

C
doo

f3
��

C4
d4oo

f4
��

. . .
d5oo Cn

dnoo

fn
��

1 Hoo Goo D′
∂′oo C ′

d′oo C ′4
d′4oo . . .

d′5oo C ′n,
d′noo

ãäå

C = Ĉ ⊕ (Q⊕ C3), C ′ = Ĉ ′ ⊕ (Q⊕ C ′3),

C4 = (C4 ⊕ S)⊕ (Q⊕ C3), C ′4 = (C ′4 ⊕ S′)⊕ (Q⊕ C ′3),

d = d̂⊕ 0, d′ = d̂′ ⊕ 0,

d4 = d̂4 ⊕ id, d′4 = d̂′4 ⊕ id,

îòîáðàæåíèÿ f3 = f̃3
′
⊕ 0 è f4 = f̂4⊕ 0 ñîõðàíÿþò îòîáðàæåíèÿ

f3 è f4 ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòûâàÿ ëåììó 3.9, ìîæíî çàïèñàòü,
÷òî

D ' C̃2 ⊕K2, D′ ' C̃ ′2 ⊕K
′
2,

ãäå

K2 ' (C̃ ′2 ⊕Q) ab⊕(C2
ab⊕Q), K ′2 ' (C̃2 ⊕Q) ab⊕(C2

ab⊕Q)

� ñâîáîäíûå Z[H]-ìîäóëè. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

C = C3 ⊕K3, C ′ = C ′3 ⊕K ′3,

C4 = C4 ⊕K4, C ′4 = C ′4 ⊕K ′4,

ãäå

K3 ' (C3 ⊕Q⊕ S)⊕D′ ab⊕(C2
ab⊕Q),

K ′3 ' (C ′3 ⊕Q⊕ S′)⊕D ab⊕(C2
ab⊕Q),

K4 ' C3 ⊕Q⊕ S, K ′4 ' C ′3 ⊕Q⊕ S′

� ñâîáîäíûå ìîäóëè.
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Òàêèì îáðàçîì, ñòàáèëèçèðîâàâ îòîáðàæåíèÿ d2, d
′
2, d3, d

′
3,

d4, d
′
4 ñ ïîìîùüþ ñâîáîäíûõ ãðóïï è ñâîáîäíûõ ìîäóëåé, äèà-

ãðàììó (5.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîììóòàòèâíîé äèà-
ãðàììû

1 Hoo G ∗ F ′d1∗0oo

f̃1
��

C̃2 ⊕K2
∂oo

f2
��

C3 ⊕K3
doo

f3
��

C4 ⊕K4
d4oo

f4
��

. . .
d5oo Cn

dnoo

fn

��

1 Hoo G′ ∗ F
d′1∗0oo C̃ ′2 ⊕K ′2

∂′oo C ′3 ⊕K ′3
d′oo C ′4 ⊕K ′4

d′4oo . . .
d′5oo C ′n,

d′noo

â êîòîðîé f̃1 è f2 �èçîìîðôèçìû.
Òàê êàê ÿäðà ãðàíè÷íûõ ãîìîìîðôèçìîâ ñêðåùåííûõ ìîäó-

ëåé ÿâëÿþòñÿ ìîäóëÿìè (ñì., íàïðèìåð, [5]) è îòîáðàæåíèå f3

èíäóöèðóåò èçîìîðôèçì f3∗ : H3 → H ′3 ìîäóëåé ãîìîëîãèé, òî
ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììó

0 H3
oo

f3∗
��

C3 ⊕K3
doo

f3
��

C4 ⊕K4
d4oo

f4
��

C5
d5oo

f5
��

. . .
d6oo Cn

dnoo

fn
��

0 H ′3
oo C ′3 ⊕K ′3

d′oo C ′4 ⊕K ′4
d′4oo C ′5

d′5oo . . .
d′6oo C ′n

d′noo

(5.3)
ãîìîìîðôèçìà (n − 2)-ìåðíûõ öåïíûõ êîìïëåêñîâ êîíå÷íîïî-
ðîæäåííûõ ïðîåêòèâíûõ ìîäóëåé, êîòîðûé èíäóöèðóåò èçî-
ìîðôèçì ìîäóëåé ãîìîëîãèé. Ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíûå ìîäóëè
Ci è C

′
i äëÿ i = 3, n ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíî èçîìîðôíûìè, òî äëÿ

äèàãðàììû (5.3) ñïðàâåäëèâî ïðåäëîæåíèå 5.1, èç êîòîðîãî è
ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü äîñòàòî÷íîñòè äàííîé òåîðåìû. �
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