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Ïðî òîïîëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü
ïñåâäî-ãàðìîíi÷íèõ ôóíêöié
çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ íà ïëîùèíi

Topological classification of functions in the plane is considered. Using
a generalization of the Cronrod-Reeb graph we give necessary and suf-
ficient conditions when two pseudo-harmonic functions which have finite
number of singular points and comply with an additional condition are
topologically equivalent.

Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ òîïîëîãi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨ ôóíêöié íà ïëîùèíi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåííÿ ãðàôó Êðîíðîäà-Ðiáà äàíî íåîáõiäíi i
äîñòàòíi óìîâè, êîëè äâi ïñåâäî-ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëî-
æåííÿ, ÿêi ìàþòü ñêií÷åíó êiëüêiñòü ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê i âiäïîâiäàþòü
ïåâíié äîäàòêîâié óìîâi, áóäóòü òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.

1. Âñòóï

Ó ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ðîçðiçíåííÿ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié íà ïëîùèíi ç òî÷íiñòþ äî îði¹íòîâàíî¨ òîïîëîãi÷íî¨
åêâiâàëåíòíîñòi.
Ó òàêié çàãàëüíié ïîñòàíîâöi öÿ çàäà÷à äóæå ñêëàäíà, òîìó

ìè îáìåæó¹ìîñü êëàñîì ôóíêöié, ìíîæèíè ðiâíÿ ÿêèõ ëîêàëü-
íî ìàþòü ïðîñòó áóäîâó � ïñåâäî-ãàðìîíi÷íèìè ôóíêöiÿìè.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäî-ãàð-
ìîíi÷íîþ, ÿêùî ëîêàëüíî â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè îáëàñòi âèçíà-
÷åííÿ âîíà òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî Re zn ó äåÿêîìó îêîëi
ïî÷àòêó êîîðäèíàò íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi (n ∈ N çàëåæèòü
âiä òî÷êè).
Ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïñåâäî-ãàðìîíi÷íi ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëî-

æåííÿ (ðiçíi ñèíãóëÿðíi òî÷êè çíàõîäÿòüñÿ íà ðiçíèõ ìíîæè-
íàõ ðiâíÿ), ÿêi äî òîãî æ ìàþòü ñêií÷åíó êiëüêiñòü ñèíãóëÿðíèõ
òî÷îê.
Ó ÿêîñòi îñíîâè äëÿ ïîáóäîâè iíâàðiàíòó, ÿêèé ðîçðiçíÿ¹ òà-

êi ôóíêöi¨, ìè áåðåìî òàê çâàíèé ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨
ΓK−R(f) i íàäiëÿ¹ìî éîãî äîäàòêîâîþ êîìáiíàòîðíîþ ñòðóêòó-
ðîþ.
Âiäîìî, ùî íà êîìïàêòíèõ ïîâåðõíÿõ ãðàôè Êðîíðîäà-Ði-

áà ôóíêöié ç ïðîñòîþ ëîêàëüíîþ áóäîâîþ (íàïðèêëàä, ôóí-
êöié Ìîðñà, àáî áiëüø çàãàëüíî � ãëàäêèõ ôóíêöié ç içîëüîâà-
íèìè îñîáëèâîñòÿìè) ¹ òîïîëîãi÷íèìè ãðàôàìè. Ñèòóàöiÿ êàð-
äèíàëüíî ìiíÿ¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi äî íåêîìïàêòíèõ ïîâåðõîíü �
âiäîìi ïðèêëàäè ãëàäêèõ ôóíêöié áåç îñîáëèâîñòåé íà ïëîùèíi,
äëÿ ÿêèõ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið ΓK−R(f) íàâiòü íå ¹ Õàóñäîð-
ôîâèì (äèâ. [1]).
Ó çâ'ÿçêó ç öèì íàì ïðèõîäèòüñÿ ùå áiëüøå îáìåæóâàòè êëàñ

ôóíêöié, ÿêèé ìè ðîçãëÿäà¹ìî i ââîäèòè äîäàòêîâó òåõíi÷íó
óìîâó, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî ΓK−R(f) ¹ �ìàéæå òîïîëîãi÷íèì ãðà-
ôîì� (ìè íàçèâà¹ìî òàêi îá'¹êòè ãðàôàìè ç ÷åðåøêàìè).
Íå äèâëÿ÷èñü íà òàêi çíà÷íi îáìåæåííÿ, ìè îòðèìó¹ìî äî-

âîëi øèðîêèé i öiêàâèé êëàñ ôóíêöié. Çóïèíèìîñÿ íà öüîìó
äîêëàäíiøå.
ÍåõàéM2 �äâîâèìiðíà ïîâåðõíÿ, f � ãëàäêà ôóíêöiÿ íà íié

ç içîëüîâàíèìè êðèòè÷íèìè òî÷êàìè.
ßêùî x ∈M2 �ðåãóëÿðíà òî÷êà f , òî çà òåîðåìîþ ïðî ðàíã

(äèâ. [2]) iñíó¹ äèôåîìîðôiçì äåÿêîãî îêîëó Ux òî÷êè x íà
îêië ïî÷àòêó êîîðäèíàò â R2, ÿêèé âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòè ïå-
ðåòèíiâ ìíîæèí ðiâíÿ f ñ Ux ó ìíîæèíè ðiâíÿ êîîðäèíàòíî¨
ïðîåêöi¨ pr1 : R2 → R, pr1 : (x1, x2) 7→ x1.
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Âiäîìà òàêà òåîðåìà (äèâ. [3,4]): äëÿ êîæíî¨ içîëüîâàíî¨ êðè-
òè÷íî¨ òî÷êè x0 (îêðiì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ) ôóíêöi¨ f ∈
C3(M2,R) iñíó¹ îêië, ó ÿêîìó ôóíêöiÿ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåí-
òíà äî Re zk äëÿ äåÿêîãî k ∈ N.
Îòæå, êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ C3(M2,R), ÿêà íå ìà¹ ëîêàëü-

íèõ åêñòðåìóìiâ i âñi êðèòè÷íi òî÷êè ÿêî¨ içîëüîâàíi, ¹ ïñåâäî-
ãàðìîíi÷íîþ.

Ñêàæåìî äåêiëüêà ñëiâ ïðî ñòðóêòóðó ðîáîòè i ¨¨ îñíîâíèé
ðåçóëüòàò.
Ó ðîçäiëàõ 2 i 3 ìè âèçíà÷à¹ìî êëàñ ôóíêöié, ÿêèé ìè âè-

â÷à¹ìî, i îçíà÷à¹ìî ïîíÿòòÿ ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà.
Äîäàòêîâà ñòðóêòóðà íà ãðàôi Êðîíðîäà-Ðiáà âêëþ÷à¹ îði-

¹íòàöiþ éîãî ðåáåð i ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi âåðøèí,
ÿêi ïîðîäæåíi íàïðÿìêîì çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ f . Öèì ïîíÿòòÿì
ïðèñâÿ÷åíèé ðîçäië 4.
Iíøîþ ñêëàäîâîþ äîäàòêîâî¨ ñòðóêòóðè íà ΓK−R(f) ¹ ñïií

ó âåðøèíàõ öüîãî ãðàôà. Ñïiíîì ó âåðøèíi íàçèâà¹òüñÿ âèáðà-
íèé ïåâíèì ÷èíîì öèêë ðåáåð, ÿêi ¨é iíöèäåíòíi. Îçíà÷åííþ
öèõ ïîíÿòü i äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé ñïiíà ïðèñâÿ÷åíi ðîç-
äiëè 5�7.
Ó ðîçäiëi 8 îçíà÷åíi ïîíÿòòÿ íàâàíòàæåíîãî i ñëàáî íàâàí-

òàæåíîãî ãðàôiâ Êðîíðîäà-Ðiáà, à òàêîæ ïîíÿòòÿ ¨õ åêâiâà-
ëåíòíîñòi . Êðiì òîãî ìè îçíà÷à¹ìî ïîíÿòòÿ îði¹íòîâàíî¨ ïî-
øàðîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié f i g, áiëüø ñëàáêå, íiæ ¨õ
îði¹íòîâàíà òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü.
Íàðåøòi, ðîçäiëè 9 òà 10 ïðèñâÿ÷åíi äîâåäåííþ íàñòóïíîãî

îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äàíî¨ ðîáîòè.

Òåîðåìà 1.1. Íåõàé f, g : R2 → R�ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëî-
æåííÿ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè =.
Ôóíêöi¨ f i g ¹ îði¹íòîâàíî ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíèìè òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè ñëàáî íàâàíòàæåíèé ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà
ôóíêöi¨ f åêâiâàëåíòíèé ñëàáî íàâàíòàæåíîìó ãðàôó îäíi¹¨ ç
ôóíêöié g àáî −g.
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Ôóíêöi¨ f i g ¹ îði¹íòîâàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîíðîäà-Ðiáà
¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Äàëi ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç A i FrA çàìèêàííÿ i ìåæó
ìíîæèíè A, âiäïîâiäíî.

2. Óìîâè = i ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ

Íåõàé V1, V2 � îáëàñòi íà ïëîùèíi. Íàãàäà¹ìî, ùî íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ g1 : V1 → R òà g2 : V2 → R íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íî
åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ ãîìåîìîðôiçìiâ h : V1 → V2

òà h′ : R → R âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü h′ ◦ g1 = g2 ◦ h. Ôóíêöi¨ g1

òà g2 îði¹íòîâàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi , ÿêùî äîäàòêîâî
ãîìåîìîðôiçìè h òà h′ çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ.
Íåõàé f : R2 → R íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íà-

ñòóïíèì óìîâàì, ÿêi ïîçíà÷èìî =.
a) Äëÿ êîæíîãî x ∈ R2 â îêîëi òî÷êè x ôóíêöiÿ f òîïîëî-

ãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî Re zn, n ∈ N, â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò
(ÿêùî n = 1, òîäi òî÷êó x íàçèâàòèìåìî ðåãóëÿðíîþ òî÷êîþ;
ÿêùî n > 1, òîäi x íàçèâàòèìåìî ñèíãóëÿðíîþ òî÷êîþ).
á) ×èñëî ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê ôóíêöi¨ f ¹ ñêií÷åííèì.
â) Íåõàé äëÿ a ∈ R, òî÷êè x1, x2 ∈ R2 íàëåæàòü ðiçíèì

êîìïîíåíòàì ìíîæèíè ðiâíÿ f−1(a). Òîäi çíàéäóòüñÿ âiäêðèòi
îêîëè U1 3 x1 i U2 3 x2, òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî b ∈ R i êîì-
ïîíåíòè Fb ìíîæèíè ðiâíÿ f

−1(b) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
(Fb ∩ U1 = ∅) ∨ (Fb ∩ U2 = ∅).

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ñêàæåìî, ùî f : R2 → R ¹ ôóíêöi¹þ çà-

ãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, ÿêùî íà êîæíié ìíîæèíi ðiâíÿ ìi-
ñòèòüñÿ íå áiëüøå îäíi¹¨ ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè.

3. Ïðîñòið Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f

Ðîçãëÿíåìî ðîçáèòòÿ ïëîùèíè, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ êîìïî-
íåíòè ìíîæèí ðiâíÿ f . Åëåìåíòè ðîçáèòòÿ, ÿêi ìiñòÿòü ñèíãó-
ëÿðíi òî÷êè, íàçâåìî ñèíãóëÿðíèìè. Âñi iíøi êîìïîíåíòè ìíî-
æèí ðiâíÿ áóäåìî íàçèâàòè ðåãóëÿðíèìè.
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Ôàêòîð-ïðîñòið ΓK−R(f) ïëîùèíè ïî âêàçàíîìó ðîçáèòòþ
íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f . Ïîçíà÷èìî
÷åðåç πf : R2 → ΓK−R(f) âiäîáðàæåííÿ ïðîåêöi¨.
Ç òîãî, ùî f âiäîáðàæà¹ åëåìåíòè ðîçáèòòÿ íà êîìïîíåíòè

ñâî¨õ ìíîæèí ðiâíÿ â òî÷êè R, âèïëèâà¹ (äèâ. [5]), ùî íåïå-
ðåðâíå ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ fK−R : ΓK−R(f) → R, òàêå, ùî
f = fK−R ◦ πf .
Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ i êîíñòðóêöi¨ (äèâ. [1]).
Ñêàæåìî, ùî ãðàô ñêií÷åíèé, ÿêùî ìíîæèíè éîãî âåðøèí i

ðåáåð ¹ ñêií÷åíèìè. Ãðàô ëîêàëüíî-ñêií÷åíèé, ÿêùî êîæíà éî-
ãî âåðøèíà iíöèäåíòíà ñêií÷åíié êiëüêîñòi ðåáåð. Äëÿ ëîêàëüíî-
ñêií÷åíîãî ãðàôà êiëüêiñòü ðåáåð, ÿêèì iíöèäåíòíà âåðøèíà,
íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì âåðøèíè. Ïåòëåþ ¹ ðåáðî ãðàôà, êiíöi
êîòðîãî çáiãàþòüñÿ. Ëèñòêàìè íàçèâàþòüñÿ âåðøèíè ïîðÿäêó
îäèí.
Íåõàé G ¹ ëîêàëüíî-ñêií÷åíèé (íå îáîâ'ÿçêîâî ñêií÷åíèé)

ãðàô áåç ïåòåëü. Ðîçãëÿíåìî G ÿê îäíîâèìiðíèé ïðåäñèìïëiöi-
àëüíèé êîìïëåêñ, íóëüâèìiðíèìè ñèìïëåêñàìè êîòðîãî ¹ âåð-
øèíè, à îäíîâèìiðíèìè ¹ ðåáðà (äèâ. [6]). Âiäìiòèìî, ùî ãðàô,
ÿêèé íå ìiñòèòü êðàòíèõ ðåáåð, ¹ ñèìïëiöiàëüíèì êîìïëåêñîì.
Ðîçãëÿíåìî àáñòðàêòíèé ïîëiåäð |G|, ùî âiäïîâiäà¹ öüîìó êîì-
ïëåêñó. Òîïîëîãiÿ íà |G| ïîðîäæó¹òüñÿ ïîêðèòòÿì, ÿêå ñêëàäà¹-
òüñÿ ç çàìêíåíèõ ñèìïëåêñiâ êîìïëåêñó G (ïiäìíîæèíà A ⊂ |G|
¹ çàìêíåíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ïåðåòèí ç êîæíèì ðå-
áðîì G ¹ çàìêíåíèì). Äàëi ãîâîðÿ÷è ïðî òîïîëîãiþ íà ãðàôi G
ìè áóäåìî ìàòè íà óâàçi òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið |G|.
Ãðàô G, íà ÿêîìó çàäàíà îïèñàíà âèùå ñòðóêòóðà òîïîëî-

ãi÷íîãî ïðîñòîðó, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ãðàôîì. Äàëi ìè
áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi ãðàôè.
Çàìêíåíèì ðåáðîì G áóäåìî íàçèâàòè âiäïîâiäíèé çàìêíå-

íèé îäíîâèìiðíèé ñèìïëåêñ, à âiäêðèòèì ðåáðîì � âiäêðèòèé
ñèìïëåêñ (ðåáðî áåç âåðøèí, ÿêi ¹ éîãî êiíöÿìè).
Íåõàé V0 ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè ëèñòêiâ Vl ãðàôà G (âè-

ïàäîê V0 = ∅ ìè íå âèêëþ÷à¹ìî).
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Íåõàé e ⊂ G� (çàìêíåíå) ðåáðî G, iíöèäåíòíå äåÿêîìó ëèñ-
òêó ç V0. Ìíîæèíó e \ V0 íàçâåìî ÷åðåøêîì. Ïðîñòið G0 = G \
V0 íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì ãðàôîì ç ÷åðåøêàìè. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Σf i Kf ìíîæèíó ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê i îá'¹äíàííÿ ñèíãó-
ëÿðíèõ êîìïîíåíò ìíîæèí ðiâíÿ f . ×èñëî a ∈ f(R2) íàçèâà¹-
òüñÿ ñèíãóëÿðíèì çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ f , ÿêùî f−1(a)∩Σf 6= ∅.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Íåõàé x ∈ R2, Fx �êîìïîíåíòà ìíîæèíè
ðiâíÿ f , ÿêà ìiñòèòü x. Îñêiëüêè ìíîæèíà Fx ⊂ f−1(f(x)) çâ'ÿ-
çíà (äèâ. [7]), òî Fx = Fx.
Ç óìîâ = ñëiäó¹, ùî ìíîæèíà Kf ¹ íåçâ'ÿçíèì îá'¹äíàííÿì

ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi çàìêíåíèõ ñèíãóëÿðíèõ êîìïîíåíò ìíîæèí
ðiâíÿ f . Òîìó ìíîæèíà Kf \ Fx çàìêíåíà i x ìà¹ îêië, ÿêèé íå
ïåðåòèíà¹òüñÿ ç öi¹þ ìíîæèíîþ.

Ç ïóíêòiâ à)-â) óìîâè = i ç [1, òåîðåìà 1], âèïëèâà¹ òàêå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3.2. Ïðîñòið Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f : R2 → R1, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó = ¹ ãðàôîì ç ÷åðåøêàìè, ìíîæèíà âåðøèí
ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ πf (Kf ).
Çàìêíåíi ðåáðà ΓK−R(f) ¹ îáðàçàìè çàìèêàííÿ êîìïîíåíò

ìíîæèíè R2 \Kf , ÷åðåøêè ¹ îáðàçàìè çàìèêàííÿ êîìïîíåíò
R2 \Kf , ùî ìàþòü çâ'ÿçíó ìåæó.

Çàóâàæåííÿ 3.3. Çà îçíà÷åííÿì, ãðàô ΓK−R(f)�ëîêàëüíî-
ñêií÷åíèé, à òîìó ç ïîïåðåäíüîãî çàóâàæåííÿ i òåîðåìè 3.2 ñëi-
äó¹, ùî öåé ãðàô ñêií÷åíèé, êîëè f âiäïîâiäà¹ óìîâàì =.

4. Îði¹íòàöiÿ ðåáåð ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà i
âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà éîãî âåðøèíàõ, ùî

iíäóêîâàíi f

Íåõàé f ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. Ïîìiòèìî, ùî íà
ðåáðàõ ãðàôó ΓK−R(f) ôóíêöiÿ fK−R ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ.
Äiéñíî, ó ïðîòèâíîìó âèïàäêó íà äåÿêîìó âiäêðèòîìó ðå-

áði e ôóíêöiÿ fK−R ìàëà á (íåñòðîãèé) ëîêàëüíèé åêñòðåìóì.
Âíàñëiäîê öüîãî îáìåæåííÿ f |π−1(e) ìàëî á ó äåÿêié òî÷öi x
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âiäêðèòî¨ ìíîæèíè π−1(e) ëîêàëüíèé åêñòðåìóì. Îòæå, f òåæ
ìàëà á ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ó òî÷öi x. À öå íåìîæëèâî, îñêiëü-
êè çà óìîâîþ = ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x ôóíêöiÿ f òîïîëîãi÷íî
åêâiâàëåíòíà äî Re zn â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò äëÿ ïåâíîãî
n ∈ N. À òî÷êà 0 î÷åâèäíî íå ¹ ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì Re zn

íi ïðè ÿêîìó n ∈ N.
Îòæå, íà êîæíîìó ðåáði ãðàôó ΓK−R(f) âèçíà÷åíèé íàïðÿ-

ìîê çðîñòàííÿ fK−R i ôóíêöiÿ f iíäóêó¹ îði¹íòàöiþ íà ΓK−R(f).
Íà ìíîæèíi âåðøèí ΓK−R(f) ìîæíà ââåñòè äåêiëüêà ðiçíèõ

âiäíîøåíü ñòðîãîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, ïîâ'ÿçàíèõ ç f .
Îçíà÷èìî ïîðÿäîê P1(f), ïîêëàâøè v1 < v2 òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè fK−R(v1) < fK−R(v2), äå v1, v2 � âåðøèíè íà ãðàôi. Ç îçíà-
÷åííÿ 2.1 ñëiäó¹, ùî fK−R(v1) 6= fK−R(v2) ïðè v1 6= v2. Òîìó
äëÿ ôóíêöié çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ïîðÿäîê P1(f) ¹ ëiíiéíèì.
Çðîçóìiëî, ùî ïîðÿäîê P1(f) óçãîäæåíèé ç îði¹íòàöi¹þ íà

ΓK−R(f) ó íàñòóïíîìó ñåíñi. ßêùî âåðøèíè v1 òà v2 ¹ âiäïî-
âiäíî ïî÷àòêîì i êiíöåì îði¹íòîâàíîãî ðåáðà e, òî v1 < v2.
×àñòêîâèé ïîðÿäîê P2(f) íà ìíîæèíi âåðøèí ΓK−R(f) âè-

çíà÷èìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñêàæåìî, ùî âåðøèíà v1 ïåðåäó¹
v2, ÿêùî iñíó¹ îði¹íòîâàíèé øëÿõ, äëÿ ÿêîãî âåðøèíà v1 ¹ ïî-
÷àòêîì, à v2 �êiíöåì.
Âiäìiòèìî, ùî ïîðÿäîê P2(f) ¹ ñëàáøèì çà P1(f), îñêiëüêè

ΓK−R(f) ìîæå ìiñòèòè âåðøèíè, ÿêi íå ìîæíà ç'¹äíàòè çà äî-
ïîìîãîþ îði¹íòîâàíîãî øëÿõó.
Íåõàé f ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, ΓK−R(f)� ¨¨ ïðî-

ñòið Êðîíðîäà-Ðiáà. Ç îãëÿäó íà òåîðåìó 3.2 ìè áóäåìî íàçèâà-
òè ΓK−R(f) îði¹íòîâàíèì ãðàôîì ç ÷åðåøêàìè Êðîíðîäà-Ðiáà
ôóíêöi¨ f , àáî ñêîðî÷åíî ãðàôîì Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f .

5. Îçíà÷åííÿ öèêëó

Äëÿ òîãî, ùîá îçíà÷èòè äîäàòêîâó ñòðóêòóðó íà ãðàôàõ Êðîí-
ðîäà-Ðiáà, íàì áóäå ïîòðiáíå ïîíÿòòÿ öèêëó åëåìåíòiâ ìíîæè-
íè.
Îòæå, íåõàé A�äåÿêà ìíîæèíà, A∞ �ìíîæèíà âñiõ ñêií÷å-

íèõ ïîñëiäîâíîñòåé åëåìåíòiâ A. Íåõàé h�ðîçáèòòÿ ìíîæèíè
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A∞, ïîðîäæåíå âiäíîøåííÿì

〈a1, a2, . . . , ar〉 ∼ 〈a2, . . . , ar, a1〉 , 〈a1, . . . , ar〉 ∈ A∞ .

Åëåìåíòè ôàêòîð-ìíîæèíè Â = A/h áóäåìî íàçèâàòè öèêëàìè
íà A.
Íåõàé p : A→ Â�ïðîåêöiÿ. Ïîçíà÷èìî

(a1, . . . , ar) = p (〈a1, . . . , ar〉) ,

〈a1, . . . , ar〉 ∈ A∞.
ßêùî p (〈b1, . . . , br〉) = (a1, . . . , ar), íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòü

〈b1, . . . , br〉 ïðåäñòàâíèêîì öèêëó (a1, . . . , ar).
Åëåìåíòè ai, ai+1 ∈ A ïîñëiäîâíîñòi 〈a1, . . . , ar〉 áóäåìî íàçè-

âàòè ñóñiäíiìè, i ∈ {1, . . . , r − 1}.
Íàçâåìî ñóñiäíiìè åëåìåíòè ai, ai+1 ∈ A öèêëó (a1, . . . , ar),

i ∈ {1, . . . , r − 1}, à òàêîæ åëåìåíòè ar òà a1.

6. Ñïií

Íåõàé x ∈ R2 ¹ ñèíãóëÿðíîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f çàãàëüíîãî
ïîëîæåííÿ. Íåõàé Fx 3 x� âiäïîâiäíà êîìïîíåíòà ñèíãóëÿðíî¨
ìíîæèíè ðiâíÿ f . Çàôiêñó¹ìî îêië U ⊂ Fx ∩ (R2 \ Kf ) òî÷êè
x (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.1) òà ãîìåîìîðôiçìè h : U → h(U) ⊂ C,
h′ : R → R, ÿêi çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ i òàêi ùî âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi h(x) = 0 òà h′ ◦ f = Re zn ◦ h äëÿ äåÿêîãî n ≥ 2. Íåõàé
V = h(U).
Ïîçíà÷èìî

Zn = {z ∈ C | Re zn = 0} = {z ∈ C | arg z =
πk

n
, k ∈ Z} .

Ç îçíà÷åíü ñëiäó¹, ùî h(f−1(f(x))) = Zn ∩ h(U).
Iñíó¹ ε > 0, äëÿ ÿêîãî Uε(0) = {z ∈ C | |z| < ε} ⊂ V . Ìíîæè-

íà Uε(0)\Zn ðîçïàäà¹òüñÿ íà 2n îáëàñòåé V1, . . . , V2n. Ïðîîáðàç

V̂s = h−1(Vs) êîæíî¨ ç íèõ ¹ çâ'ÿçíîþ ïiäìíîæèíîþ äîïîâíåííÿ
R2 \ Kf â ñèëó âèáîðó U i h. Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.2 äëÿ
êîæíîãî s = 1, . . . , 2n iñíó¹ ðåáðî es ãðàôà ΓK−R(f), òàêå, ùî

V̂s ⊂ π−1(es).
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Îòæå, ïîñëiäîâíîñòi îáëàñòåé 〈V1, . . . , V2n〉 âiäïîâiäà¹ ïîñëi-
äîâíiñòü 〈e1, . . . , e2n〉 ðåáåð ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà, à òîìó i öèêë
ðåáåð (e1, . . . , e2n).

Îçíà÷åííÿ 6.1. Íåõàé iíäåêñè îáëàñòåé V1, . . . , V2n çáiëüøó-
þòüñÿ âiä 1 äî 2n ïðè îáõîäi íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó
äîäàòíîìó íàïðÿìi, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ îði¹íòàöi¹þ ïëîùèíè
C.
Íàçâåìî âiäïîâiäíèé ¨ì öèêë ñïiíîì ó âåðøèíi v = πf (x)

ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà ΓK−R(f) i ïîçíà÷èìî éîãî �v.

Òâåðäæåííÿ 6.2. Îçíà÷åííÿ ñïiíà êîðåêòíå.

Äîâåäåííÿ çâîäèòüñÿ äî ëåãêî¨ áåçïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè.

Îçíà÷åííÿ 6.3 (äèâ. [8]). Íåõàé ó äåÿêîìó îêîëi ñèíãóëÿðíî¨
òî÷êè x ∈ R2 ôóíêöiÿ f òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî Re zn,
n > 1, â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò. ×èñëî n − 1 íàçèâà¹òüñÿ
êðàòíiñòþ ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè x.

7. Âëàñòèâîñòi ñïiíà

Òâåðäæåííÿ 7.1. Íåõàé f ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè =. Òîäi êîæíà ñèíãóëÿðíà êîìïîíåíòà
ìíîæèíè ðiâíÿ ôóíêöi¨ f ¹ îá'¹äíàííÿì ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè
f êðàòíîñòi n − 1, (n > 1� äåÿêå ÷èñëî, ÿêå çàëåæèòü âiä
êîìïîíåíòè), i 2n ïðîìåíiâ, ÿêi âèõîäÿòü ç ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè
i ïðÿìóþòü äî íåñêií÷åííîñòi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F � ñèíãóëÿðíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíî-
æèíè ðiâíÿ f . Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ ñëi-
äó¹, ùî iñíó¹ ¹äèíà ñèíãóëÿðíà òî÷êà x0 ∈ F .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó F0 = F \ {x0}. Íåõàé H �êîìïîíåíòà

çâ'ÿçíîñòi öi¹¨ ìíîæèíè.
Ïåðåâiðèìî, ùî x0 ∈ H. Çà îçíà÷åííÿì H ¹ çàìêíåíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ ïðîñòîðó F0 â iíäóêîâàíié ç R2 òîïîëîãi¨. Îñêiëü-
êè F0 íå ìiñòèòü iíøèõ ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê, îêðiì x0, òî öåé
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ïðîñòið ¹ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì (ç óìîâ = ñëiäó¹, ùî â îêîëi êî-
æíî¨ òî÷êè F0 ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíèé iíòåðâàëó) i H ¹ éî-
ãî âiäêðèòîþ ïiäìíîæèíîþ. Íåõàé x0 /∈ H. Ç îäíîãî áîêó,
H = H ∩F0 = H ∩F i H çàìêíåíà â F . Ç iíøîãî áîêó, ìíî-
æèíà F0 âiäêðèòà â F i H âiäêðèòà â F0 çà ïðèïóùåííÿì. Òîìó
ìíîæèíà H âiäêðèòà â F . Îòæå, H ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ â F ,
ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì F ¹ çâ'ÿçíîþ ìíîæè-
íîþ i H � ¨¨ âëàñíà ïiäìíîæèíà.
Îòæå, äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi H ìíîæèíè F0 òî-

÷êà x0 ìiñòèòüñÿ â ¨¨ çàìèêàííi.
Çãiäíî ç ëåìîþ 1 ç [1], H ¹ àáî âêëàäåíèì ó R2 âiäêðèòèì

iíòåðâàëîì, àáî êîëîì. ßêùî H ãîìåîìîðôíà êîëó, òî H ¹ êîì-
ïàêòîì i H = H 63 x0. Ìè ùîéíî äîâåëè, ùî òàêå íåìîæëèâî.
Îòæå, êîæíà êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi H ìíîæèíè F0 ¹ ãîìåîìîð-
ôíèì îáðàçîì iíòåðâàëó.
Çãiäíî ç [1, çàóâàæåííÿ 3 i ëåìà 1] ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ âêëþ÷å-

ííÿ H ⊂ H ∪ {x0}. Ïî äîâåäåíîìó x0 ∈ H, îòæå H = H ∪ {x0}.
Íåõàé α : R → R2 � âêëàäåííÿ, òàêå, ùî α(R) = H. Ðîçãëÿ-

íåìî (äèâ. [1]) ìíîæèíè

L′ =
⋂
τ∈R

α(−∞,−τ) , L′′ =
⋂
τ∈R

α(τ,+∞) .

Ëåìà 3 ç [1] ñòâåðäæó¹, ùî êîæíà ç öèõ ìíîæèí àáî ïîðîæíÿ,
àáî çáiãà¹òüñÿ ç {x0}.
Âèïàäîê L′ = L′′ = ∅ íåìîæëèâèé. Äiéñíî, ç îäíîãî áîêó,

H ∪ L′ ∪ L′′ = H çãiäíî [1]. Ç iíøîãî áîêó, ìè âñòàíîâèëè, ùî
x0 ∈ H \H.
Ïðèïóñòèìî, ùî L′ = L′′ = {x0}. Òîäi, ÿê ëåãêî áà÷èòè, ìíî-

æèíà H ãîìåîìîðôíà êîëó. Çà òåîðåìîþ Æîðäàíà, äèâ. [7], öå
êîëî ¹ ìåæåþ âiäêðèòîãî äèñêó W . Íåõàé D = W . Îñêiëüêè
D ¹ êîìïàêòîì, òî ôóíêöiÿ f |D íàáóâà¹ ó äåÿêèõ òî÷êàõ ìiíi-
ìàëüíå i ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ m òà M , âiäïîâiäíî. Ç óìîâ =
ñëiäó¹, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ïîñòiéíîþ íà âiäêðèòié ìíîæèíi W ,
òîìó m 6= M i îäíå ç öèõ äâîõ çíà÷åíü âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä f(x0).
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Íåõàé m 6= f(x0). Îñêiëüêè H ⊂ F ⊂ f−1(f(x0)), òî iñíó¹ òî-
÷êà x ∈ W , òàêà, ùî f(x) = m. Òîäi, î÷åâèäíî, x ¹ ëîêàëüíèì
ìiíiìóìîì ôóíêöi¨ f . À öå ñóïåðå÷èòü óìîâàì =.
Îòæå, îäíà ç ìíîæèí L′, L′′ ïîðîæíÿ, à iíøà çáiãà¹òüñÿ ç

{x0}. Âíàñëiäîê öüîãî ìíîæèíà H ¹ ïðîìåíåì, ÿêèé âèõîäèòü
ç ò. x0 i ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi.
Íåõàé n− 1�êðàòíiñòü ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè x0. Òîäi ó äåÿêî-

ìó îêîëi U òî÷êè x0 ôóíêöiÿ f òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî
ôóíêöi¨ g(z) = Re zn â îêîëi íóëÿ. Íåõàé h : U → h(U) ⊂ C òà
h′ : R → R òàêi ãîìåîìîðôiçìè, ùî h(x0) = 0 òà h′ ◦ f = g ◦ h.
Çìåíøóþ÷è çà íåîáõiäíîñòi îêië U , ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî

h(U) = Ua(0) = {z ∈ C | |z| < a}

äëÿ äåÿêîãî a > 0. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíiñòü ìiðêóâàíü, ìî-
æåìî ââàæàòè, ùî h(U) = U1(0).
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

F0 ∩ U = (F ∩ U) \ {x0} = h−1 ((Zn ∩ U1(0)) \ {0}) .

Î÷åâèäíî, âîíà ìà¹ 2n êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi.
Íåõàé çíîâóH ¹ êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè F0. Òàê ÿê

x0 ∈ H, òî H ïåðåòèíà¹òüñÿ ïðèíàéìíi ç îäíi¹þ êîìïîíåíòîþ
çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè F0 ∩ U . Ïðèïóñòèìî, ùî H ïåðåòèíà¹òüñÿ
ç äâîìà ðiçíèìè êîìïîíåíòàìè öi¹¨ ìíîæèíè ó òî÷êàõ x′ òà x′′,
âiäïîâiäíî.
Ç âèáîðó îêîëó U ñëiäó¹, ùî ìíîæèíà F ∩ U ëiíiéíî çâ'ÿ-

çíà, òîìó iñíó¹ äóãà R0 ⊂ F ∩ U ç êiíöÿìè ó òî÷êàõ x′ i x′′.
Çðîçóìiëî, ùî x0 ∈ R0.
Ç iíøîãî áîêó, iñíó¹ äóãà R1 ⊂ H, ÿêà ç'¹äíó¹ òî÷êè x′ i

x′′. Î÷åâèäíî, x0 /∈ R1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðàçîì äóãè R0 i R1

óòâîðþþòü êîëî S ⊂ F ⊂ f−1(f(x0)). ßê áóëî ïîêàçàíî âèùå, ó
âíóòðiøíîñòi äèñêó, ìåæåþ ÿêîãî ¹ S, ìà¹ ìiñòèòèñü ëîêàëüíèé
åêñòðåìóì ôóíêöi¨ f . Àëå öå ñóïåðå÷èòü óìîâàì =.
Çðîçóìiëî, ùî êîæíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè F0∩U ìà¹ ìiñòè-

òèñÿ ó äåÿêié êîìïîíåíòi áiëüøî¨ ìíîæèíè F0. Îòæå H ∩ U �



18 Â. Â. Øàðêî , �. Î. Ïîëóëÿõ, Þ. Þ. Ñîðîêà

êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè F0 ∩ U i F0 ìà¹ ðiâíî 2n êîì-
ïîíåíò. �

Íàñëiäîê 7.2. Íåõàé x� ñèíãóëÿðíà òî÷êà f , Fx� ñèíãóëÿð-
íà êîìïîíåíòà ìíîæèíè ðiâíÿ f , ÿêà ìiñòèòü x, Q� êîìïî-
íåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè R2 \Kf .

ßêùî Q∩Fx 6= ∅, òî x ∈ Q.
Íåõàé H � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè Fx\{x}. ßêùî

Q∩H 6= ∅, òî H ⊂ Q.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéH �êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè Fx\{x}.
Ç òâåðäæåííÿ 7.1 ñëiäó¹, ùî x ∈ H. Îòæå, ïåðøå òâåðäæåííÿ
íàñëiäêó ñëiäó¹ ç äðóãîãî.
Íåõàé x′ ∈ Q∩H. Âiçüìåìî äåÿêå x′′ ∈ H. Îñêiëüêè ìíîæè-

íà H ãîìåîìîðôíà iíòåðâàëó âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 7.1, òî â
íié iñíó¹ ïiäìíîæèíà R, ÿêà ãîìåîìîðôíà âiäðiçêó i ìiñòèòü
x′ òà x′′. Êîðèñòóþ÷èñü êîìïàêòíiñòþ ìíîæèíè R iç çàóâàæå-
ííÿ 3.1 ëåãêî âèâåñòè, ùî iñíó¹ îêië U ìíîæèíè R, äëÿ ÿêîãî
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ U ∩Kf ⊂ H.
Ç òâåðäæåííÿ 7.1 âèïëèâà¹, ùî H ìiñòèòü ëèøå ðåãóëÿðíi

òî÷êè f , òîìó äî R ìîæíà çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 2 ç [1].
Îòæå, iñíóþòü òàêèé îêië N ìíîæèíè R i òàêèé ãîìåîìîð-

ôiçì h : N → [−1, 1]2, ùî h(N ∩Fx) = {0}× [−1, 1]. Çìåíøóþ÷è
îêië N , ìîæíà ââàæàòè, ùî N ⊂ U i h(N ∩Kf ) = {0} × [−1, 1].
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

W1 = (−1, 0)× (−1, 1), W2 = (0, 1)× (−1, 1),

à òàêîæ ¨õ ïðîîáðàçè Vi = h−1(Wi), i = 1, 2.
Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè V1 i V2 çâ'ÿçíi. Òàêîæ çà ïîáóäîâîþ

N ∩ (R2 \Kf ) = V1 ∪ V2. Òàê ÿê x′ ∈ N ∩ Q, òîìó N ∩ Q 6= ∅.
Îñêiëüêè Q ⊂ R2 \Kf , òî Q ∩ (V1 ∪ V2) 6= ∅.
Íåõàé Q ∩ V1 6= ∅. Ìíîæèíà V1 ⊂ R2 \ Kf çâ'ÿçíà, à Q ¹

êîìïîíåíòîþ çâ'ÿçíîñòi R2 \ Kf òîìó V1 ⊂ Q. Çðîçóìiëî, ùî

x′′ ⊂ R ⊂ V1 ⊂ Q.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî Q ∩ V2 6= ∅, òî x′′ ⊂ V2 ⊂ Q.
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Îñòàòî÷íî, H ⊂ Q âíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ó âèáîði x′′ ∈ H.
Íàñëiäîê äîâåäåíî. �

Òâåðäæåííÿ 7.3. Íåõàé f ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè =. Íåõàé ñèíãóëÿðíà êîìïîíåíòà F ¨¨
ìíîæèíè ðiâíÿ ìiñòèòü ñèíãóëÿðíó òî÷êó x0 êðàòíîñòi n−1
äëÿ äåÿêîãî n > 1.
Òîäi ìíîæèíi F â ΓK−R(f) âiäïîâiäà¹ âåðøèíà, ÿêié iíöè-

äåíòíi ðiâíî 2n ðåáåð, n > 1. Ïðè÷îìó äëÿ n ç öèõ ðåáåð âåð-
øèíà ¹ ïî÷àòêîì, äëÿ iíøèõ n ðåáåð � êiíöåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � îêië ò. x0, â ÿêîìó f òîïîëîãi÷íî åêâi-
âàëåíòíà äî ôóíêöi¨ Re zn â äåÿêîìó îêîëi 0. Íåõàé òàêîæ
h : U → h(U) ⊂ C i h′ : R→ R� âiäïîâiäíi ãîìåîìîðôiçìè.
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíiñòü ìiðêóâàíü (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.1),

áóäåìî ââàæàòè, ùî U ∩ Kf ⊂ F i h(U) ⊃ U1(0). Ïîêëàäåìî

D = h−1
(
U1(0)

)
.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V1, . . . , V2n êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè
U1(0) \ h(F ) = U1(0) \ Zn. Íåõàé Wi = h−1(Vi), i = 1, . . . , 2n.
Çðîçóìiëî, ùî âñi Wi çâ'ÿçíi, ëåæàòü ó R2 \ Kf i ìiñòÿòü x0

ó ìåæi. Òàêîæ ç âëàñòèâîñòåé Re zn ñëiäó¹, ùî äëÿ ïîëîâèíè
iíäåêñiâ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ f(Wi) ⊂ (−∞, f(x0)), à
äëÿ iíøî¨ ïîëîâèíè f(Wi) ⊂ (f(x0),+∞).
Íåõàé Qi �êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè R2\Kf , äëÿ ÿêî¨

Wi ⊂ Qi. Ç òåîðåìè 3.2 òà ç ìîíîòîííîñòi f íà ðåáðàõ ΓK−R(f)
ñëiäó¹, ùî âåðøèíà v = πf (F ) ¹ ïî÷àòêîì ðåáðà ei = πf (Qi),
ÿêùî f(Wi) ⊂ (f(x0),+∞). Àíàëîãi÷íî v ¹ êiíöåì ei, ÿêùî
f(Wi) ⊂ (−∞, f(x0)).
Íàñëiäîê 7.2 ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ êîæíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíî-

ñòi Q ìíîæèíè R2 \Kf , ÿêà ìåæó¹ ç ìíîæèíîþ F , âèêîíó¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿ x0 ∈ Q. Îñêiëüêè U ∩ (R2 \Kf ) ⊂
⋃2n
i=1Qi, òî

Q çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ ç ìíîæèí Q1, . . . , Q2n. Îòæå, âåðøèíi v
ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöi¨ f iíöèäåíòíî íå áiëüøå, íiæ 2n
ðåáåð.
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ íàì çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî

Qi 6= Qj ïðè i 6= j.
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Íåõàé öå íå òàê i Wi ∪Wj ⊂ Qi ïðè äåÿêèõ i 6= j.
Çàôiêñó¹ìî xi ∈Wi, xj ∈Wj , i ç'¹äíà¹ìî ¨õ ó Qi ïðîñòîþ íå-

ïåðåðâíîþ êðèâîþ γ : [0, 1] → Qi ⊂ R2. Öå ìîæëèâî, òîìó ùî
âiäêðèòà çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà Qi ïëîùèíè ¹ ëiíiéíî çâ'ÿçíîþ.
Âiäêðèòiñòü Qi ñëiäó¹ ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Ìíîæèíà R2\Kf

âiäêðèòà â ñèëó çàóâàæåííÿ 3.1, òîìó âñi ¨¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿ-
çíîñòi òåæ âiäêðèòi, îñêiëüêè ïðîñòið R2 ¹ ëîêàëüíî-çâ'ÿçíèì
(äèâ. [7]).
Íåõàé xi = γ(0), xj = γ(1). Ïîçíà÷èìî

ti = sup{t ∈ [0, 1] | γ(t) ∈Wi},
tj = inf{t ∈ [ti, 1] | γ(t) ∈Wj} .

Çà ïîáóäîâîþ Wi ∩Wj ⊂ Kf , òîìó Wi ∩Wj ∩Qi = ∅ i ti < tj .
Ïîçíà÷èìî yi = γ(ti), yj = γ(tj).
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíiñòü ìiðêóâàíü, ìîæåìî ââàæàòè, ùî

γ(t) /∈ D ïðè t ∈ (ti, tj). Äiéñíî, ÿêùî γ(τ) ∈ D äëÿ äåÿêîãî

τ ∈ (ti, tj), òî çíàéäåòüñÿ k ∈ {1, . . . , 2n}, òàêå, ùî γ(τ) ∈ Wk.

Îñêiëüêè γ(τ) ∈ Wk ∩Qi, òî ç âiäêðèòîñòi ìíîæèíè Qi ñëiäó¹,
ùî Wk ∩ Qi 6= ∅, âíàñëiäîê ÷îãî Wk ⊂ Qi. Çà ïîáóäîâîþ k /∈
{i, j}, i çàìiñòü ïàðè îáëàñòåéWi∪Wj ⊂ Qi ìîæåìî ðîçãëÿíóòè
Wi ∪Wk ⊂ Qi.
Íåõàé γ̃(t) = γ(ti + (tj − ti)t), t ∈ [0, 1]. Çà ïîáóäîâîþ γ̃ �

ïðîñòà íåïåðåðâíà êðèâà, γ̃(0) = yi, γ̃(1) = yj i γ̃(t) /∈ D ïðè
âñiõ t ∈ (0, 1). Íåõàé òàêîæ γi i γj �ïðÿìîëiíiéíi âiäðiçêè, ùî
ç'¹äíóþòü â U1(0) òî÷êó 0 ç h(yi) òà h(yj), âiäïîâiäíî. Ïîêëà-
äåìî

γ̃i = h−1 ◦ γi, γ̃j = h−1 ◦ γj .

Ïðîõîäÿ÷è ïîñëiäîâíî êðèâi γ̃i, γ̃ òà γ̃j , îòðèìà¹ìî ïðîñòó
çàìêíåíó êðèâó µ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç x0 i ëåæèòü ó Qi çà âè-
êëþ÷åííÿì öi¹¨ òî÷êè. Íåõàé E � âiäêðèòèé äèñê, ìåæåþ ÿêîãî
¹ µ. Ïîçíà÷èìî

S = Fr(U1(0)) = {z ∈ C | |z| = 1}, S̃ = h−1(S) = FrD.
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Êîëî S̃ ðîçáèâà¹òüñÿ òî÷êàìè yi òà yj íà äâi äóãè S′ òà S′′.
Îñêiëüêè x0 ∈ µ ∩ IntD 6= ∅ i γ̃(1/2) ∈ µ ∩ (R2 \ D) 6= ∅ çà
ïîáóäîâîþ, òî îäíà ç öèõ äóã ëåæèòü â E, iíøà íå ïåðåòèíà¹
E.
Íåõàé S′ ⊂ E. Êiíöÿìè öi¹¨ äóãè ¹ òî÷êè yi ∈ W i ∩Qi òà

yj ∈ W j ∩Qi. Òî÷êè h(yi) òà h(yj) ìiñòÿòüñÿ â ðiçíèõ ñåêòîðàõ

ìíîæèíè U1(0) \Zn. Ç âèäó ôóíêöi¨ Re zn â îêîëi 0 ëåãêî ñëi-
äó¹, ùî äóãà h(S′) ìiñòèòü òî÷êè ìíîæèíè h(F ) = h(U) ∩ Zn.
Âiäïîâiäíî, S′ ∩ F 6= ∅. Íàïðèêëàä, F ∩ FrWi ∩ S′ 6= ∅ i
F ∩ FrWj ∩ S′ 6= ∅. Òîìó iñíó¹ x′ ∈ F ∩ E. Î÷åâèäíî, x′ 6= x0.
Ç òâåðäæåííÿ 7.1 ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ïðîìiíü

β : [0,+∞)→ F ⊂ R2,

ÿêèé âèõîäèòü ç òî÷êè x0 = β(0), ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó x′

ïðè äåÿêîìó t′ > 0 i ïðÿìó¹ íà íåñêií÷åííiñòü. Çà ïîáóäîâîþ µ
ïåðåòèíà¹òüñÿ ç F â ¹äèíié òî÷öi x0, òîìó β(t) ∈ E äëÿ êîæíîãî
t > 0, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè ìíîæèíà E êîìïàêòíà.
Âíàñëiäîê îòðèìàíîãî ïðîòèði÷÷ÿ ïðè i 6= j âèêîíó¹òüñÿ íå-

ðiâíiñòü Qi 6= Qj . �

Íàñëiäîê 7.4. Íåõàé v� âåðøèíà ΓK−R(f) i

�v = (e1, . . . , e2n)

� ñïií ó âåðøèíi v. Òîäi âñi åëåìåíòè öèêëó (e1, . . . , e2n) ðiçíi
i ó öüîìó öèêëi ïðèéìàþòü ó÷àñòü óñi ðåáðà, iíöèäåíòíi v ó
ΓK−R(f).
Â êîæíié ïàði ñóñiäíiõ ðåáåð öèêëó �v ðåáðà ìàþòü ðiçíi

îði¹íòàöi¨ âiäíîñíî v (äëÿ îäíîãî ðåáðà v ¹ ïî÷àòêîì, äëÿ ií-
øîãî � êiíöåì).

Äîâåäåííÿ. Öå òâåðäæåííÿ ñëiäó¹ ç ëîêàëüíîãî âèãëÿäó ôóí-
êöi¨ f ó îêîëi ñèíãóëÿðíî¨ òî÷êè (äèâ. óìîâè =) i ç òâåðäæåí-
íÿ 7.3. �

Íàñëiäîê 7.5. Íåõàé x� ñèíãóëÿðíà òî÷êà f , Fx� ñèíãóëÿð-
íà êîìïîíåíòà ìíîæèíè ðiâíÿ f , x ∈ Fx.
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Íåõàé Q� êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè R2 \ Kf , ÿêà

ìåæó¹ ç Fx. Òîäi ìíîæèíà Q∩Fx ¹ îá'¹äíàííÿì ñèíãóëÿðíî¨
òî÷êè i äâîõ ïðîìåíiâ, ùî âèõîäÿòü iç öi¹¨ òî÷êè i ïðÿìóþòü
íà íåñêií÷åííiñòü.
Íåõàé H � êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè Fx \ {x}. Òîäi

¹ ðiâíî äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè R2 \Kf , ñïiëüíà
ìåæà ÿêèõ ìiñòèòü H. Çàìèêàííÿ áóäü-ÿêî¨ iíøî¨ êîìïîíåí-
òè R2 \Kf íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç H.
Ïðèïóñòèìî, ùî H ìiñòèòüñÿ ó ñïiëüíié ìåæi êîìïîíåíò

Q′ i Q′′ ìíîæèíè R2 \ Kf . Íåõàé e′ = πf (Q′), e′′ = πf (Q′′)�
âiäïîâiäíi ¨ì ðåáðà ΓK−R(f), v = πf (Fx)� âåðøèíà, ùî âiäïî-
âiäà¹ êîìïîíåíòi Fx ìíîæèíè ðiâíÿ f , �v� ñïií ó âåðøèíi v.
Òîäi ðåáðà e′ i e′′ ¹ ñóñiäíiìè åëåìåíòàìè öèêëó �v.
ßêùî ðåáðà e′ i e′′ ¹ ñóñiäíiìè åëåìåíòàìè öèêëó �v, òî

ó ñïiëüíié ìåæi âiäïîâiäíèõ ¨ì îáëàñòåé Q′ i Q′′ ìiñòèòüñÿ
êîìïîíåíòà ìíîæèíè Fx \ {x}, ïðè÷îìó òàêà êîìïîíåíòà
¹äèíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U ⊂ Fx ∪ (R2 \ Kf )� îêië ò. x0, â ÿêîìó f
îði¹íòîâàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî ôóíêöi¨ Re zn â äåÿêî-
ìó îêîëi 0. Íåõàé h : U → h(U) ⊂ C i h′ : R → R� âiäïîâiäíi
ãîìåîìîðôiçìè.
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíiñòü ìiðêóâàíü, áóäåìî ââàæàòè, ùî

h(U) = U1(0) = {z ∈ C | |z| < 1}.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç V1, . . . , V2n êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæè-

íè U1(0) \ h(Fx) = U1(0) \ Zn â ïîðÿäêó îáõîäó â äîäàòíîìó
íàïðÿìêó íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Íåõàé Wi = h−1(Vi),
i = 1, . . . , 2n.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç T1, . . . , T2n êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè

U1(0) ∩ (Zn \ 0) = h(U ∩ (Fx \ {x}))
òàêèì ÷èíîì, ùîá êîìïîíåíòà Ti ëåæàëà ó ñïiëüíié ìåæi Vi òà
Vi+1, à T2n � ó ñïiëüíié ìåæi V2n òà V1. Íåõàé Ri = h−1(Ti),
i = 1, . . . , 2n.
Íåõàé H1, . . . ,H2n �êîìïîíåíòè ìíîæèíè Fx \ {x}. Ç òâåð-

äæåííÿ 7.1 ñëiäó¹, ùî êîæíà ç íèõ ìiñòèòü ðiâíî îäíó ç ìíîæèí
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R1, . . . , R2n. Çìiíèâøè íóìåðàöiþ ìíîæèí Hi, ìîæåìî ââàæà-
òè, ùî Ri = Hi ∩ U , i = 1, . . . , 2n.
Àíàëîãi÷íî, çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 7.3 ìîæåìî ââàæàòè,

ùî äëÿ êîìïîíåíò Q1, . . . , Q2n ìíîæèíè R2 \Kf , ÿêi ìåæóþòü
ç Fx, âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Wi = Qi ∩ U , i = 1, . . . , 2n.
Ðîçãëÿíåìî Qk äëÿ äåÿêîãî k ∈ {2, . . . , 2n}. Îñêiëüêè U ¹

âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, ëåãêî áà÷èòè, ùî

Qk ∩U = Wk ∩U ⊃ Rk−1 ∪Rk, Qk ∩Rm∗ = ∅

ïðè n /∈ {k − 1, k}. Òîìó ç íàñëiäêó 7.2 âèïëèâà¹, ùî

Hk−1 ∪Hk ⊂ Qk, Hm ∩Qk = ∅

ïðè m /∈ {k − 1, k}. Àíàëîãi÷íî, êîëè k = 1 ìà¹ìî

H2n ∪H1 ⊂ Q1, Hm ∩Q1 = ∅

ïðè m /∈ {1, 2n}.
Òîìó äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïîíåíòè Q ìíîæèíè R2 \Kf , ÿêà ìå-

æó¹ ç Fx, iñíóþòü äâi êîìïîíåíòè H
′ i H ′′ ìíîæèíè Fx \ {x},

òàêi, ùî

Q∩Fx = H ′ ∪H ′′ ∪ {x}.
Ïîçíà÷èìî v = πf (Fx), ei = πf (Qi), i = 1, . . . , 2n. Ç âèáîðó

ìíîæèí Wi = Qi ∩ U ñëiäó¹, ùî �v = (e1, . . . , e2n).
Ðîçãëÿíåìî Hk äëÿ äåÿêîãî k ∈ {1, . . . , 2n − 1}. Ïî âæå äî-

âåäåíîìó

Hk ⊂ Qk ∩Qk+1, Hk ∩Qm = ∅

ïðèm /∈ {k, k+1}. Î÷åâèäíî, ðåáðà ek i ek+1 ¹ ñóñiäíiìè ó öèêëi
�v.
Àíàëîãi÷íî, êîëè k = 2n, ìà¹ìî

H2n ⊂ Q2n ∩Q1, H2n ∩Qm = ∅

ïðè m /∈ {1, 2n}. Ðåáðà e2n i e1 ¹ ñóñiäíiìè ó öèêëi �v.
Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ ëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî äëÿ

êîæíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi H ìíîæèíè Fx \{x} âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ H ∈ {H1, . . . ,H2n}. �
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8. Íàâàíòàæåíi i ñëàáî íàâàíòàæåíi ãðàôè
Êðîíðîäà-Ðiáà

Ëåãêî ïîáóäóâàòè ïðèêëàäè, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî ãðàô Êðîí-
ðîäà-Ðiáà íå ¹ ïîâíèì iíâàðiàíòîì ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëî-
æåííÿ. Òîáòî iñíóþòü òîïîëîãi÷íî íå åêâiâàëåíòíi ôóíêöi¨, ÿêi
ìàþòü içîìîðôíi ãðàôè Êðîíðîäà-Ðiáà.
Íåõàé f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè = i ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëî-

æåííÿ. Íàøà ìåòà çíàéòè äîäàòêîâå íàâàíòàæåííÿ íà ΓK−R(f),
ÿêå á ïåðåòâîðþâàëî éîãî íà ïîâíèé iíâàðiàíò f .

Îçíà÷åííÿ 8.1. Ñëàáî íàâàíòàæåíèì ãðàôîì Êðîíðî-

äà-Ðiáà íàçèâà¹òüñÿ îði¹íòîâàíèé ãðàô ΓK−R(f), äëÿ ÿêîãî â
êîæíié âåðøèíi âèçíà÷åíèé ñïií.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî îði¹íòàöi¨ ðåáåð i ñïiíà ó âåðøèíàõ ΓK−R(f)
íå äîñèòü, ùîá ðîçðiçíÿòè ôóíêöi¨ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. Ñïðà-
âà ó òîìó, ùî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê P2(f), ùî ïîðîäæåíèé îði¹í-
òàöi¹þ ðåáåð ΓK−R(f), íå ¹ ëiíiéíèì. Òîáòî, íå êîæíà ïàðà
âåðøèí ïîðiâíÿíà ïî âiäíîøåííþ äî öüîãî ïîðÿäêó.
Ëåãêî áóäó¹òüñÿ ïðèêëàä äâîõ ôóíêöié çàãàëüíîãî ïîëîæå-

ííÿ, ÿêi ìàþòü içîìîðôíi ñëàáî íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîíðîäà-
Ðiáà, àëå ïîðîäæóþòü ðiçíi ëiíiéíi ïîðÿäêè íà ìíîæèíàõ âåð-
øèí öèõ ãðàôiâ.
Îäíàê íèæ÷å ìè äîâåäåìî, ùî ñëàáî íàâàíòàæåíi ãðàôè

Êðîíðîäà-Ðiáà ðîçðiçíÿþòü ôóíêöi¨ âiäíîñíî áiëüø ñëàáêî¨,
íiæ òîïîëîãi÷íà, åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêó ìè çàðàç i îçíà÷èìî.

Îçíà÷åííÿ 8.2. Íåõàé íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f i g âiäïîâiäàþòü
óìîâàì =. Ñêàæåìî, ùî f i g ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíi (âiä-
ïîâiäíî, îði¹íòîâíî ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíi), ÿêùî iñíó¹
ãîìåîìîðôiçì (âiäïîâiäíî, îði¹íòîâàíèé ãîìåîìîðôiçì) ïëî-
ùèíè íà ñåáå, ÿêèé âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíiâ
f íà êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíiâ g.

Ëiíiéíèé ïîðÿäîê P1(f) ¹ iíâàðiàíòîì âiäíîñíî îði¹íòîâà-
íî¨ òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié, àëå âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
ñëàáî íàâàíòàæåíèé ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ç ëiíiéíèì ïîðÿäêîì
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P1(f) íà ìíîæèíi âåðøèí âñå ùå íå ¹ ïîâíèì iíâàðiàíòîì. Ïî-
òðiáíî äîäàòêîâî âiäñòåæóâàòè ïîâåäiíêó f �íà íåñêií÷åííîñòi�.
Ãðàô ç ÷åðåøêàìè íå ¹ ñïðàâæíiì ãðàôîì ó êîìáiíàòîðíîìó

ñåíñi. Âií îòðèìàíèé çi �ñïðàâæíüîãî ãðàôà� øëÿõîì âèëó÷åí-
íÿ äåÿêî¨ ïiäìíîæèíè âåðøèí ïîðÿäêó 1.
Çðîçóìiëî, ùî ìàþ÷è ãðàô ç ÷åðåøêàìè i éîãî ðîçáèòòÿ íà

âåðøèíè i ðåáðà, ìîæíà îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè íà íüîìó êîìái-
íàòîðíó ñòðóêòóðó ãðàôà, �äîäàâøè íàçàä� âèëó÷åíi âåðøèíè
ïîðÿäêó 1. Áóäåìî íàçèâàòè òàêi âåðøèíè âiðòóàëüíèìè. Ìíî-
æèíó âiðòóàëüíèõ âåðøèí ïîçíà÷èìî Vvirt.
Çãàäà¹ìî, ùî íà ΓK−R(f) âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ fK−R, òàêà ùî

fK−R ◦ πf = f . Äëÿ êîæíîãî ðåáðà e âèçíà÷åíi äâi âåëè÷èíè
m(e) = infx∈e fK−R(x) i M(e) = supx∈e fK−R(x). Êîæíà ç öèõ
âåëè÷èí ìîæå áóòè ÿê ñêií÷åíîþ, òàê i ±∞.
Íåõàé V �ìíîæèíà âåðøèí ΓK−R(f). Íà ìíîæèíi V ∪ Vvirt

îçíà÷èìî ôóíêöiþ flim íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî v ¹ ïî÷àòêîì
ðåáðà e, íåõàé flim(v) = m(e), à ÿêùî v ¹ êiíöåì e, òî íåõàé
flim(v) = M(e).
Ìè âñòàíîâèëè âèùå, ùî fK−R ñòðîãî ìîíîòîííà íà ðåáðàõ.

Âíàñëiäîê öüîãî flim = fK−R íà ìíîæèíi V �ñïðàâæíiõ� âåð-
øèí ΓK−R(f). Îñêiëüêè âñi âiðòóàëüíi âåðøèíè ìàþòü ïîðÿäîê
1, òî flim êîðåêòíî âèçíà÷åíà òàêîæ íà Vvirt.
Íàñ áóäå öiêàâèòè íå âñÿ ìíîæèíà Vvirt, à ëèøå òi âiðòóàëüíi

âåðøèíè, íà ÿêèõ flim íàáóâà¹ ñêií÷åíi çíà÷åííÿ. Ïîçíà÷èìî

Vfin = {v ∈ Vvirt | flim(v) 6= ±∞} .

Ìíîæèíó Vext = V ∪Vfin íàçâåìî ðîçøèðåíîþ ìíîæèíîþ âåð-
øèí ãðàôà ΓK−R(f).
Ôóíêöiÿ flim ïîðîäæó¹ íà Vext âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿä-

êó Pext(f), ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé v1, v2 ∈
Vext. ßêùî flim(v1) < flim(v2), òî ââàæàòèìåìî, ùî v1 < v2.
ßêùî æ flim(v1) = flim(v2), òî v1 i v2 íåïîðiâíÿííi. Íàçâåìî öå
âiäíîøåííÿ ðîçøèðåíèì âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó íà Vext.
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Çðîçóìiëî, ùî Pext(f) çáiãà¹òüñÿ ç P1(f) íà V . Òàêîæ î÷åâè-
äíî, ùî Pext(f) óçãîäæåíå ç îði¹íòàöi¹þ ðåáåð ΓK−R(f) ó òîìó
ñåíñi, ùî êiíåöü ðåáðà çàâæäè áiëüøèé çà éîãî ïî÷àòîê.

Òâåðäæåííÿ 8.3. Âiäíîøåííÿ �áóòè íåïîðiâíÿííèìè âiäíî-
ñíî Pext(f)� ¹ òðàíçèòèâíèì íà ìíîæèíi Vext.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé v1 i v2, à òàêîæ v2 i v3 íåïîðiâíÿííi âiäíîñíî
Pext(f). Òîäi flim(v1) = flim(v2) i flim(v2) = flim(v3). Âíàñëiäîê
öüîãî v1 i v3 íåïîðiâíÿííi. �

Îçíà÷åííÿ 8.4. Íåõàé íà ìíîæèíi A çàäàíå âiäíîøåííÿ ρ
÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó. ßêùî âiäíîøåííÿ �áóòè íåïîðiâíÿí-

íèìè âiäíîñíî ρ� ¹ òðàíçèòèâíèì íà A, òî âiäíîøåííÿ ρ
íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹ïîäiáíèì.

Îòæå, âiäíîøåííÿ Pext(f) ôóíêöi¹ïîäiáíå.

Îçíà÷åííÿ 8.5. Íàâàíòàæåíèì ãðàôîì Êðîíðîäà-Ðiáà

íàçèâà¹òüñÿ ñëàáî íàâàíòàæåíèé ãðàô ΓK−R(f) ðàçîì iç ïiä-
ìíîæèíîþ Vfin ìíîæèíè âiðòóàëüíèõ âåðøèí i ðîçøèðåíèì
âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó Pext(f) íà ðîçøèðåíié ìíîæèíi âåðøèí
Vext = V ∪ Vfin.

Íåõàé ΓK−R(f) i ΓK−R(g)� îði¹íòîâàíi ãðàôè ç ÷åðåøêàìè.
Ðîçãëÿíåìî îði¹íòîâàíi êîìáiíàòîðíi ãðàôè Gf i Gg, ÿêi ¨ì âiä-
ïîâiäàþòü. Ìíîæèíîþ âåðøèí Gf (Gg) ¹ îá'¹äíàííÿ çâè÷àéíèõ
i âiðòóàëüíèõ âåðøèí ΓK−R(f) (ΓK−R(g)), åëåìåíòàìè ìíîæè-
íè ðåáåð Gf (Gg) ¹ ðåáðà ΓK−R(f) (ΓK−R(g)). Iíöèäåíòíiñòü
âåðøèí äî ðåáåð i îði¹íòàöiÿ ðåáåð ïåðåíîñèòüñÿ ç âiäïîâiäíî-
ãî ãðàôà ç ÷åðåøêàìè.

Îçíà÷åííÿ 8.6. Êîìáiíàòîðíèì içîìîðôiçìîì îði¹íòî-

âàíèõ ãðàôiâ ç ÷åðåøêàìè ΓK−R(f) i ΓK−R(g) íàçèâà¹-
òüñÿ içîìîðôiçì îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ Gf i Gg, ÿêèé âiäîáðà-
æà¹ ìíîæèíó âiðòóàëüíèõ âåðøèí ãðàôà ΓK−R(f) íà ìíî-
æèíó âiðòóàëüíèõ âåðøèí ãðàôà ΓK−R(g).
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Îçíà÷åííÿ 8.7. Íàçâåìî (ñëàáî) íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîí-
ðîäà-Ðiáà ôóíêöié f i g åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ êîì-
áiíàòîðíèé içîìîðôiçì ψ îði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ ç ÷åðåøêàìè
ΓK−R(f) i ΓK−R(g), ÿêèé çáåðiãà¹ (ñëàáêå) íàâàíòàæåííÿ.

Òîáòî içîìîðôiçì ψ êîæíîìó ñïiíó íà ΓK−R(f) ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ñïií íà ΓK−R(g):

�v = (e1, e2, ..., en) 7−→ �ψ(v) = (ψ(e1), ψ(e2), ..., ψ(en)) .

Òàêîæ ó âèïàäêó, êîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ íàâàíòàæåíi ãðàôè
Êðîíðîäà-Ðiáà, ψ iíäóêó¹ içîìîðôiçì ðîçøèðåíèõ ïîðÿäêiâ íà
ðîçøèðåíèõ ìíîæèíàõ âåðøèí.

9. Îñíîâíà òåîðåìà

Ëåìà 9.1. Íåõàé f �ôóíêöiÿ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, ùî âiä-
ïîâiäà¹ óìîâàì =. Íåõàé Q� êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ìíîæè-
íè R2 \Kf .

Òîäi çíàéäåòüñÿ ãîìåîìîðôiçì φ : Q → R × f(Q) ⊂ R2, òà-
êèé, ùî f = pr2 ◦φ (òóò pr2 : R2 → R�ïðîåêöiÿ íà äðóãó
êîîðäèíàòó).

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâ =, à òàêîæ ç [1, òâåðäæåííÿ 6 i íàñëiäîê 4]
ñëiäó¹, ùî

f(Q) = Int f(Q) , f(FrQ) = f(Q) ∩ Fr f(Q) . (9.1)

Ìíîæèíà Q, à ðàçîì ç íåþ i ìíîæèíà f(Q) çâ'ÿçíi. Òîìó iñíó-
þòü a, b ∈ R ∪ ±∞ òàêi, ùî f(Q) = (a, b), f(FrQ) ⊂ {a, b} ∩ R.
ßêùî a ∈ f(FrQ), òî |a| < ∞ i çãiäíî ç [1, íàñëiäîê 4],

iñíó¹ ñèíãóëÿðíà êîìïîíåíòà Fa ìíîæèíè ðiâíÿ f−1(a), òàêà,
ùî f−1(a) ∩Q ⊂ Fa.
Ç íàñëiäêó 7.5 ñëiäó¹, ùî Ha = Q∩f−1(a) ¹ îá'¹äíàííÿì ñèí-

ãóëÿðíî¨ òî÷êè i äâîõ ïðîìåíiâ, ùî âèõîäÿòü ç öi¹¨ òî÷êè i ïðÿ-
ìóþòü íà íåñêií÷åííiñòü. Ç öüîãî i ç òåîðåìè Æîðäàíà ïðî
êðèâó ëåãêî ñëiäó¹, ùî ìíîæèíà Ha ãîìåîìîðôíà R i ðîçáè-
âà¹ ïëîùèíó íà äâi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi, çàìèêàííÿ êîæíî¨
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ç ÿêèõ ãîìåîìîðôíå çàìêíåíié ïiâïëîùèíi. Ha ¹ ñïiëüíîþ ìå-
æåþ öèõ äâîõ êîìïîíåíò.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî b ∈ f(FrQ), òî |b| <∞ i iñíó¹ ñèíãóëÿðíà

êîìïîíåíòà Fb ðiâíÿ f
−1(b), ÿêà ìiñòèòü ìíîæèíó

Hb = f−1(b) ∩Q .

Ìíîæèíà Hb ãîìåîìîðôíà R i ðîçáèâà¹ R2 íà äâi ïiâïëîùè-
íè, äëÿ ÿêèõ Hb ¹ ñïiëüíîþ ìåæåþ. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî òðè
ìîæëèâîñòi.
1) f(FrQ) = ∅. Òîäi FrQ = ∅ i Q ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ R2. Òîìó Q = R2 i f íå ìà¹ ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê ó
R2. Íàñëiäîê 3 ç [1] ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Q ìíîæè-
íà f−1(f(x))∩Q çâ'ÿçíà. Âíàñëiäîê öüîãî ìîæåìî çàñòîñóâàòè
òåîðåìó 1 ç [9], ùî é äîâîäèòü ëåìó ó äàíîìó âèïàäêó.
2) Ìíîæèíà f(FrQ) íå ïîðîæíÿ i çâ'ÿçíà. Ó öüîìó âèïàäêó

àáî FrQ = Ha, àáî FrQ = Hb.
Íåõàé FrQ = Ha. Ó öüîìó âèïàäêó Q ¹ îäíîþ ç äâîõ êîìïî-

íåíò çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè R2 \Ha. Ïîçíà÷èìî iíøó êîìïîíåíòó
Qa. Ïîçíà÷èìî òàêîæ ÷åðåç x0 ∈ Ha ⊂ Fa ñèíãóëÿðíó òî÷êó
ôóíêöi¨ f .
Çàôiêñó¹ìî ãîìåîìîðôiçì χ : Qa → R × (−∞, a]. Ðîçãëÿíå-

ìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ fa = pr2 ◦χ : Qa → R. Çà ïîáóäîâîþ
f(x) = fa(x) íà ìíîæèíi Q∩Qa, à òîìó ôóíêöiÿ g : R2 → R,
îçíà÷åíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

g(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ Q ,
fa(x), ÿêùî x ∈ Qa ,

áóäå íåïåðåðâíîþ íà R2.
Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ R2\Ha ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè

x ôóíêöiÿ g òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî êîîðäèíàòíî¨ ïðîåêöi¨
pr2. Òàêîæ äëÿ êîæíîãî x ∈ Ha ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x ó
ïðîñòîði Qa ôóíêöiÿ fa îði¹íòîâàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà
äî pr2 ó îêîëi òî÷êè 0 ó ïðîñòîði R× (−∞, 0].
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Ç ïåðøî¨ óìîâè = ñëiäó¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ Ha \{x0} ôóí-
êöiÿ f ó äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x îði¹íòîâàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâà-
ëåíòíà äî pr2 ó îêîëi 0 ó R2. Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ f(y) > f(x)
äëÿ êîæíîãî y ∈ Q, òî ôóíêöiÿ f |Q ó îêîëi x îði¹íòîâàíî òî-

ïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî pr2 ó îêîëi 0 ó ïðîñòîði [0,+∞).
Âíàñëiäîê öüîãî äëÿ êîæíîãî x ∈ Ha \ {x0} ôóíêöiÿ g òîïî-

ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî pr2.
Iñíó¹ îêië U0 òî÷êè x0, â ÿêîìó f òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà

äî gn = Re zn â îêîëi 0. Íåõàé h : U0 → h(U0) ⊂ C i h′ : R→ R�
âiäïîâiäíà ïàðà ãîìåîìîðôiçìiâ, äëÿ ÿêèõ gn ◦ h = h′ ◦ f .
Ç òâåðäæåíü 7.1 i 7.3 ñëiäó¹, ùî îáðàç h(U0 ∩Q) çáiãà¹òüñÿ ç

ïåðåòèíîì h(U0) i çàìèêàííÿ îäíîãî ç ñåêòîðiâ V , ùî ¹ êîìïî-
íåíòîþ çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè C \ Zn = C \ g−1

n (0). Òîìó íà ìíî-

æèíi h(U0 ∩Q) îçíà÷åíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ĥ(z) = n
√
z,

ÿêå âiäîáðàæà¹ V íà ïiâïëîùèíó. Íåõàé iùå ĥ′(t) = Sign t· n
√
|t|.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïàðà âiäîáðàæåíü ĥ ◦ h i ĥ′ ◦ h′ ðåàëiçó¹
îði¹íòîâàíó òîïîëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü ôóíêöi¨ f |Q â îêîëi

U0 ∩ Q òî÷êè x0 äî ôóíêöi¨ pr2 ó äåÿêîìó îêîëi 0 â ïðîñòîði
R× [0,+∞). Âíàñëiäîê öüîãî â îêîëi òî÷êè x0 ôóíêöiÿ f òàêîæ
òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî pr2.
Çà ïîáóäîâîþ g−1(t) = f−1(t)∩Q ïðè t ∈ (a, b). Òîìó ìíîæè-

íà g−1(t) çâ'ÿçíà ïðè t > a (äèâ. [1, íàñëiäîê 3]). Àíàëîãi÷íî,
g−1(t) = χ−1(R × {t}) ïðè t ≤ a, òîìó ìíîæèíà g−1(t) çâ'ÿçíà
òàêîæ ïðè t ≤ a.
Îòæå, ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1 ç [9] äî ôóíêöi¨ g.
Îòðèìà¹ìî ãîìåîìîðôiçì φ0 : R2 → R × (−∞, b), òàêèé ùî

g = pr2 ◦φ0. Òîäi îáìåæåííÿ φ1 = φ0|Q : Q → R × (−∞, b) ¹

âêëàäåííÿì i φ1(Q) = [a, b). Òîìó φ1 iíäóêó¹ ãîìåîìîðôiçì
φ : Q→ R× [a, b), φ(x) = φ1(x), x ∈ Q, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âèìîãàì
ëåìè.
3) f(FrQ) = {a, b}. Òîäi FrQ = Ha ∪Hb, ìíîæèíè Ha ⊂ Fa

i Hb ⊂ Fb ãîìåîìîðôíi R i êîæíà ç íèõ ðîçáèâà¹ R2 íà äâi
ïiâïëîùèíè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Qa i Qb òi êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi
ìíîæèí R2 \ Ha i R2 \ Hb âiäïîâiäíî, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ
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ç Q. Îñêiëüêè Ha ⊂ f−1(a), Hb ⊂ f−1(b), òî Ha ∩ Hb = ∅ i
R2 = Qa ∪Q∪Qb, ïðè÷îìó Qa ∩Q = Ha, Qb ∩Q = Hb.
Çàôiêñó¹ìî ãîìåîìîðôiçìè

χa :Qa → R× (−∞, a], χb :Qb → R× [b,+∞)

i ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

fa = pr2 ◦χa : Qa → R, fb = pr2 ◦χb : Qb → R.

Î÷åâèäíî, fa|Ha = f |Ha i fb|Hb
= f |Hb

, òîìó êîðåêòíî îçíà÷åíà
ôóíêöiÿ g : R2 → R,

g(x) =


fa(x), ÿêùî x ∈ Qa ,
f(x), ÿêùî x ∈ Q ,
fb(x), ÿêùî x ∈ Qb .

Îñêiëüêè çàìêíåíi ìíîæèíè Qa, Q i Qb óòâîðþþòü ñêií÷åíå
çàìêíåíå ïîêðèòòÿ R2 i íà êîæíié ç íèõ g íåïåðåðâíà, òî g
íåïåðåðâíà íà R2.
Ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî íàâåäåíèõ ó ïîïåðåäíüîìó âèïàä-

êó, äîâîäÿòü íàñòóïíå. Ïî-ïåðøå, ó äåÿêîìó îêîëi êîæíî¨ òî÷êè
ïëîùèíè ôóíêöiÿ g òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíà äî êîîðäèíàòíî¨
ïðîåêöi¨. Ïî-äðóãå, âñi ìíîæèíè ðiâíÿ g çâ'ÿçíi.
Îòæå, ìîæåìî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 1 ç [9] äî g.
ßê i ðàíiøå, îòðèìà¹ìî ãîìåîìîðôiçì φ0 : R2 → R2, òàêèé

ùî g = pr2 ◦φ0. Òîäi îáìåæåííÿ φ1 = φ0|Q : Q→ R2 iíäóêó¹ ãî-

ìåîìîðôiçì φ : Q→ R×[a, b] = φ1(Q), ÿêèé âiäïîâiäà¹ âèìîãàì
ëåìè. �

Çàóâàæåííÿ 9.2. Çà ðàõóíîê äîäàòêîâî¨ ïiäêðóòêè çà äîïî-
ìîãîþ âiäîáðàæåííÿ I : R2 → R2, I (x, y) = (−x, y), çàâæäè
ìîæíà äîáèòèñÿ ùîá ãîìåîìîðôiçì φ ç ëåìè 9.1 áóâ îði¹íòîâà-
íèé.

Ëåìà 9.3. Íåõàé f ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, ùî çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó =. Òîäi ¨¨ ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ¹ äåðåâîì ç ÷å-
ðåøêàìè.
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Äîâåäåìî ñïî÷àòêó îäíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.4. Íåõàé G ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì òîïîëîãi-
÷íèì ãðàôîì, V0 �ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Vl ëèñòêiâ G. Íåõàé
H = G \ V0 � ãðàô ç ÷åðåøêàìè.
ßêùî H íå ìiñòèòü öèêëiâ, òî G ¹ äåðåâîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé iñíó¹ öèêë

C = (v0, e1, v1, . . . , en, vn = v0)

â G. Òóò vi, i = 0, . . . , n, � âåðøèíè, ej �ðåáðà, vj−1 òà vj iíöè-
äåíòíi ðåáðó ej , j = 1, . . . , n.
Òîäi vi /∈ Vl äëÿ êîæíîãî i. Îòæå, vi /∈ V0 i vi ∈ H, i = 0, . . . , n.

Âíàñëiäîê öüîãî öèêë C ìiñòèòüñÿ â H.
Ç íàâåäåíèõ àðãóìåíòiâ ñëiäó¹, ùî ÿêùî â H íåìà¹ öèêëiâ,

òî é G íå ìiñòèòü öèêëiâ. �

Äîâåäåííÿ ëåìè 9.3. Ïðèïóñòèìî, ùî â ΓK−R(f) iñíó¹ ïðîñòèé
(áåç ñàìîïåðåòèíiâ) öèêë

C = (v0, e1, v1, . . . , en, vn = v0) .

Òóò vi � âåðøèíè, ej � âiäêðèòi ðåáðà ïðîñòîðó ΓK−R(f), òàêi
ùî vj−1, vj ∈ ej , j = 1, . . . , n.
Íàãàäà¹ìî, ùî ÷åðåç Kf ìè ïîçíà÷èëè îá'¹äíàííÿ ñèíãóëÿð-

íèõ êîìïîíåíòiâ ðiâíÿ ôóíêöi¨ f . Íåõàé Fi = π−1
f (vi)� âiäïî-

âiäíi ñèíãóëÿðíi êîìïîíåíòè ðiâíiâ f , Qj = π−1
f (ej)�êîìïî-

íåíòè çâ'ÿçíîñòi äîïîâíåííÿ R2 \Kf .
Ç òåîðåìè 3.2, òâåðäæåííÿ 7.1 i íàñëiäêó 7.4 ñëiäó¹, ùî êîæíà

êîìïîíåíòà ìíîæèíè R2 \ F0 ìiñòèòü ïðîîáðàç ðiâíî îäíîãî
âiäêðèòîãî ðåáðà ãðàôà ΓK−R(f), ÿêå iíöèäåíòíå âåðøèíi v0.
Òîìó ìíîæèíè Q1 i Qn íàëåæàòü äî ðiçíèõ êîìïîíåíò çâ'ÿ-

çíîñòi ìíîæèíè R2 \ F0.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

C0 =

n−1⋃
i=1

vi ∪
n⋃
j=1

ej
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i ¨¨ ïðîîáðàç

π−1
f (C0) =

n−1⋃
i=1

Fi ∪
n⋃
j=1

Qj .

Î÷åâèäíî, ìíîæèíà C0 çâ'ÿçíà. Ïåðåâiðèìî, ùî ìíîæèíà
π−1
f (C0) òåæ çâ'ÿçíà.

Íåõàé s ∈ {1, . . . , n}. Ç òåîðåìè 3.2 ñëiäó¹, ùî iñíóþòü òî÷êè
xs ∈ Qs ∩Fs i ys ∈ Qs+1 ∩Fs. Ìíîæèíè Qs, Fs, Qs+1 çâ'ÿçíi,
òîìó çâ'ÿçíi òàêîæ ìíîæèíèQs∪{xs} ⊂ Qs,Qs+1∪{ys} ⊂ Qs+1.
Îòæå, çâ'ÿçíà i ìíîæèíà

Ws = Qs ∪ Fs ∪Qs+1 = (Qs ∪ {xs}) ∪ Fs ∪ (Qs+1 ∪ {ys}) .

Ìíîæèíà π−1
f (C0) =

⋃n−1
s=1 Ws òåæ çâ'ÿçíà âíàñëiäîê òîãî,

ùî Ws ∩Ws+1 ⊃ Qs+1 6= ∅, s = 1, . . . , n− 2.
Ïîìiòèìî, ùî π−1

f (C0) ∩ F0 = ∅, îñêiëüêè Ws ∩ F0 = ∅ äëÿ

êîæíîãî s = 1, . . . , n − 1. Àëå Q1 ∪ Qn ⊂ π−1
f (C0) i çâ'ÿçíà

ìíîæèíà π−1
f (C0) ìà¹ ïåðåòèíàòèñü ïðèíàéìíi ç äâîìà ðiçíèìè

êîìïîíåíòàìè ìíîæèíè R2 \ F0.
Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü, ùî ΓK−R(f) íå ìiñòèòü öè-

êëiâ. Îòæå, ΓK−R(f) ¹ äåðåâîì ç ÷åðåøêàìè âíàñëiäîê òâåð-
äæåííÿ 9.4. �

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó êîíñòðóêöiþ. Íåõàé a < b i c < d�
äåÿêi äiéñíi ÷èñëà, α, β : R → R i χ : [a, b] → [c, d]�íåïåðåðâíi
âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé χ̂ : [a, b]→ [0, 1],

χ̂(t) =
χ(t)− c
d− c

, t ∈ [a, b] ,

¹ êîìïîçèöi¹þ χ i ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäðiçêà [c, d] íà [0, 1].
Âèçíà÷èìî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ Φ: R× [a, b]→ R× [c, d]

çà ôîðìóëîþ:

Φ(x, y) =
(
α(x)(1− χ̂(y)) + β(x)χ̂(y), χ(y)

)
, (9.2)

äëÿ (x, y) ∈ R × [a, b]. Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ ëåìè ìè ëèøà¹ìî
÷èòà÷ó.



Ïðî òîïîëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü . . . 33

Ëåìà 9.5. ßêùî α, β i χ ¹ ñþð'¹êòèâíèìè i ñòðîãî çðîñòà-
þòü, òî Φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ i âiäîáðà-
æà¹ ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi íà ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi.

10. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.1

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h : R2 → R, ÿêèé
âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ f íà êîìïîíåíòè ìíî-
æèí ðiâíÿ g. Âiäîìî, ùî îáðàç çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè ïiä äi¹þ íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ çâ'ÿçíèé. Âíàñëiäîê òîãî, ùî h i h−1

ái¹êòèâíi òà íåïåðåðâíi, îáðàçàìè ðiçíèõ êîìïîíåíò ¹ ðiçíi êîì-
ïîíåíòè. Îòæå, îçíà÷åíå ái¹êòèâíå íåïåðåðâíå ôàêòîð-âiäîáðà-
æåííÿ η : ΓK−R(f) → ΓK−R(g) ïðîñòîðiâ Êðîíðîäà-Ðiáà. Çðî-
çóìiëî, ùî ãîìåîìîðôiçì h−1 ïîðîäæó¹ ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ,
îáåðíåíå äî η. Òîìó η ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.
Íåõàé x ∈ R2, Fx �êîìïîíåíòà ìíîæèíè ðiâíÿ ôóíêöi¨ f ,

ÿêà ìiñòèòü x. Ç óìîâ = ñëiäó¹, ùî ïîðÿäîê ordx(Fx) òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó Fx ó òî÷öi x áiëüøèé 2 òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè x ¹ ñèíãóëÿðíîþ òî÷êîþ f (äèâ. [7]). Òîìó ìíîæèíè Σg

i Kg ñèíãóëÿðíèõ òî÷îê i ñèíãóëÿðíèõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi
ìíîæèí ðiâíÿ g ¹ îáðàçàìè âiäïîâiäíèõ ìíîæèí Σf i Kf , ùî
âiäíîñÿòüñÿ äî ôóíêöi¨ f .
Çi ñêàçàíîãî ñëiäó¹, ùî η âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó âåðøèí ãðàôà

ç ÷åðåøêàìè ΓK−R(f) íà ìíîæèíó âåðøèí ΓK−R(g).
Çðîçóìiëî, ùî h âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè

R2 \ Kf íà êîìïîíåíòè ìíîæèíè R2 \ Kg. Òîìó ç òåîðåìè 3.2
ñëiäó¹, ùî η ¹ içîìîðôiçìîì ãðàôiâ ç ÷åðåøêàìè.
Íåõàé h çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ íà ïëîùèíi. Çà óìîâàìè òåîðåìè

f i g ¹ ôóíêöiÿìè çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîìó êîæíà ¨õ ñèí-
ãóëÿðíà êîìïîíåíòà ëiíi¨ ðiâíÿ ìiñòèòü ðiâíî îäíó ñèíãóëÿðíó
òî÷êó. Îòæå ìíîæèíè Σf i Σg çíàõîäÿòüñÿ ó ái¹êòèâíié âiäïî-
âiäíîñòi ç ìíîæèíàìè âåðøèí ãðàôiâ ç ÷åðåøêàìè ΓK−R(f) i
ΓK−R(g).
Îñêiëüêè h çáåðiãà¹ ïîðÿäîê îáõîäó íàâêîëî òî÷îê ïëîùèíè,

òî η âiäîáðàæà¹ ñïií ó êîæíié âåðøèíi ΓK−R(f) íà ñïií â îáðàçi
öi¹¨ âåðøèíè, à îòæå η ¹ åêâiâàëåíòíiñòü ãðàôiâ çi ñïiíàìè.
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Äî öèõ ïið ìè íå çãàäóâàëè ïðî îði¹íòàöiþ ðåáåð. Íåõàé
ΓK−R(g)� ãðàô ç ÷åðåøêàìè ôóíêöi¨ g, ó êîæíié âåðøèíi ÿêî-
ãî çàäàíî ñïií. Íåõàé e�äåÿêå ðåáðî öüîãî ãðàôà. Òîäi îði¹í-
òàöiÿ âñiõ ðåáåð ΓK−R(g), ùî ïîðîäæåíà íàïðÿìêîì çðîñòàííÿ
ôóíêöi¨ gK−R, îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñÿ ïî îði¹íòàöi¨ ðåáðà e.
Ïåðåâiðèìî öå.
ßêùî ðåáðî e iíöèäåíòíå äåÿêié âåðøèíi v, ìè ìîæåìî ñêî-

ðèñòàòèñÿ íàñëiäêîì 7.4 i, ìàþ÷è ñïií �v, âiäíîâèòè îði¹íòàöiþ
âñiõ ðåáåð, ùî iíöèäåíòíi v.
Íåõàé e′ � iíøå ðåáðî ΓK−R(g). Çàôiêñó¹ìî øëÿõ

P (e, e′) = (e = e1, . . . , en = e′),

ÿêèé ç'¹äíó¹ e i e′. Íåõàé P (e, e′) ïîñëiäîâíî ïðîõîäèòü ÷åðåç
âåðøèíè v1, . . . , vn−1 (vi ¹ ñïiëüíèì êiíöåì ðåáåð ei òà ei+1). Çà
äîïîìîãîþ ñïiíiâ �v1, . . . ,�vn−1 ìè ìîæåìî ïîñëiäîâíî âiäíî-
âèòè îði¹íòàöi¨ ðåáåð e2, . . . , en = e′. Çãiäíî ç ëåìîþ 9.3 ΓK−R(g)
¹ äåðåâîì ç ÷åðåøêàìè, òîìó øëÿõ P (e, e′), ÿêèé ç'¹äíó¹ e i
e′ âèçíà÷åíèé îäíîçíà÷íî. Îòæå, îði¹íòàöiÿ ðåáðà e′ çàëåæèòü
òiëüêè âiä îði¹íòàöi¨ ðåáðà e.
Âíàñëiäîê ñêàçàíîãî íà ãðàôi çi ñïiíàìè ΓK−R(g) ìîæëèâi

ðiâíî äâi ðiçíèõ îði¹íòàöi¨ ðåáåð.
Î÷åâèäíî, ôóíêöiÿ −g âiäïîâiäà¹ óìîâàì = i ¹ ôóíêöi¹þ

çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. Ñëàáî íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîíðîäà-
Ðiáà ΓK−R(g) i ΓK−R(−g) içîìîðôíi ÿê ãðàôè ç ÷åðåøêàìè,
ìàþòü îäíàêîâi ñïiíè ó âiäïîâiäíèõ âåðøèíàõ i âiäðiçíÿþòüñÿ
òiëüêè îði¹íòàöi¹þ ðåáåð. Îñêiëüêè η ¹ åêâiâàëåíòíiñòþ ãðàôiâ
çi ñïiíàìè, òî öå âiäîáðàæåííÿ iíäóêó¹ åêâiâàëåíòíiñòü ñëàáî
íàâàíòàæåíîãî ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà ΓK−R(f) äî ΓK−R(g), àáî
ΓK−R(−g).
Öå äîâîäèòü íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ îði¹íòî-

âàíî ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié f i g.
Íåõàé ôóíêöi¨ f òà g îði¹íòîâàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi,

òîáòî iñíóþòü ãîìåîìîðôiçìè h : R2 → R2 òà k : R→ R, ùî çáå-
ðiãàþòü îði¹íòàöiþ i òàêi, ùî k ◦ f = g ◦ h. Òîäi ãîìåîìîðôiçì
h : R2 → R2 âiäîáðàæà¹ ìíîæèíè ðiâíÿ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíè
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ðiâíÿ g. Çðîçóìiëî, ùî, áóäó÷è ái¹êòèâíèì, h âiäîáðàæà¹ êîì-
ïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ f íà êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ g. Îòæå
f i g îði¹íòîâàíî ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíi, âíàñëiäîê ÷îãî ñëàáî
íàâàíòàæåíèé ãðàô Êðîíðîäà-Ðiáà ΓK−R(f), åêâiâàëåíòíèé äî
ΓK−R(g), àáî ΓK−R(−g).
Íåõàé, ÿê i âèùå, η : ΓK−R(f)→ ΓK−R(g) ¹ ôàêòîð-âiäîáðà-

æåííÿì ãîìåîìîðôiçìó h âiäíîñíî ïðîåêöié πf i πg. Òîäi âèêî-
íó¹òüñÿ ðiâíiñòü

k ◦ fK−R = gK−R ◦ η . (10.3)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöiÿ k ìîíîòîííî çðîñòà¹, ëåãêî áà÷è-
òè, ùî η çáåðiãà¹ íàïðÿìîê çðîñòàííÿ iíäóêîâàíî¨ ôóíêöi¨ íà
ðåáðàõ ãðàôà Êðîíðîäà-Ðiáà. Îòæå, ñëàáî íàâàíòàæåíèé ãðàô
Êðîíðîäà-Ðiáà ΓK−R(f) åêâiâàëåíòíèé äî ΓK−R(g).
Çðîçóìiëî, ùî η iíäóêó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè

Vvirt(f) âiðòóàëüíèõ âåðøèí ΓK−R(f) íà ìíîæèíó Vvirt(g) âið-
òóàëüíèõ âåðøèí ΓK−R(g). Ùîá íå íàãðîìàäæóâàòè ïîçíà÷åíü,
ìè éîãî òåæ áóäåìî ïîçíà÷àòè η.
Íåõàé e�ðåáðî ΓK−R(f), ẽ = η(e)� âiäïîâiäíå éîìó ðåáðî

ΓK−R(g). Íåõàé, ÿê i ðàíiøå,

m(e) = inf
x∈e

fK−R(x) , M(e) = sup
x∈e

fK−R(x) ,

m(ẽ) = inf
x∈ẽ

gK−R(x) , M(ẽ) = sup
x∈ẽ

gK−R(x) .

Ôóíêöiÿ k ìîíîòîííî çðîñòà¹, òîìó

m(ẽ) = k ◦m(e), M(ẽ) = k ◦M(e).

Îòæå íà ìíîæèíi âåðøèí ΓK−R(f) (âêëþ÷àþ÷è âiðòóàëüíi) âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü k ◦ flim = glim ◦ η.
Âðàõîâóþ÷è òå, ùî k : R → R ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, ìà¹ìî, ùî

η(Vfin(f)) = Vfin(g). Îòæå η(Vext(f)) = Vext(g) i η iíäóêó¹ içî-
ìîðôiçì ðîçøèðåíèõ âiäíîøåíü ïîðÿäêó íà ðîçøèðåíèõ ìíî-
æèíàõ âåðøèí.
Öå äîâîäèòü íåîáõiäíiñòü òâåðäæåííÿ òåîðåìè äëÿ îði¹íòî-

âàíî òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié f i g.
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Äîñòàòíiñòü. Ðîçãëÿíåìî äâi ôóíêöi¨

f : R2 → R, g : R2 → R.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ ñëàáî íàâàíòàæåíèõ ãðàôiâ Êðîíðî-
äà-Ðiáà ΓK−R(f), ΓK−R(g) öèõ ôóíêöié çàäàíèé êîìáiíàòîðíèé
içîìîðôiçì ψ, ùî çáåðiãà¹ ñïiíè.
ÍåõàéKf iKg �ìíîæèíè ñèíãóëÿðíèõ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi

ðiâíiâ ôóíêöié f òà g âiäïîâiäíî.
Âiçüìåìî âåðøèíó v ∈ ΓK−R(f) i ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó âåð-

øèíó w = ψ(v) ∈ ΓK−R(g). Íåõàé Fv = π−1
f (v) i F̃w = π−1

g (w)�
ñèíãóëÿðíi êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ f i g, ÿêi âiäïîâiäàþòü
âåðøèíàì v i w.

Ïîáóäó¹ìî ãîìåîìîðôiçì h0
v : Fv → F̃w, òàêèé, ùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ êîìïîíåíòè äîïîâíåííÿ U ⊂ R2\Kf , ÿêié âiäïîâiäà¹ ðåáðî
e ãðàôà ΓK−R(f), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

h0
v(FrU ∩ Fv) = Fr Ũ ∩ F̃w , (10.4)

äå Ũ �êîìïîíåíòà äîïîâíåííÿ R2 \ Kg, ÿêié âiäïîâiäà¹ ðåáðî
ψ(e) ãðàôà ΓK−R(g).
Îñêiëüêè f ¹ ôóíêöi¹þ çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òî ìíîæèíà

Fv ìiñòèòü ¹äèíó ñèíãóëÿðíó òî÷êó xv ôóíêöi¨ f . Àíàëîãi÷íî,

F̃w ìiñòèòü ¹äèíó ñèíãóëÿðíó òî÷êó x̃w ôóíêöi¨ g. Ç òâåðäæå-
ííÿ 7.3 ñëiäó¹, ùî êðàòíîñòi xv i x̃w çáiãàþòüñÿ. Íåõàé âîíè
äîðiâíþþòü n − 1 äëÿ äåÿêîãî n > 1. Òîäi ç òâåðäæåííÿ 7.1

âèïëèâà¹, ùî êîæíà ç ìíîæèí Fv i F̃w ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèíãó-
ëÿðíî¨ òî÷êè i 2n ïðîìåíiâ, ùî ç íå¨ âèõîäÿòü i ïðÿìóþòü íà
íåñêií÷åííiñòü.
Íåõàé �v = (e1, . . . , e2n). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Qi = π−1

f (ei),

i = 1, . . . , 2n, êîìïîíåíòè R2 \ Kf , ÿêi ìåæóþòü ç Fv. Ñêîðè-
ñòà¹ìîñü íàñëiäêîì 7.5 i îáåðåìî íóìåðàöiþ êîìïîíåíò çâ'ÿ-
çíîñòi ìíîæèíè Fv \ {xv} òàê, ùîá êîìïîíåíòà Hi ìiñòèëàñü ó
FrQi∩FrQi+1 ïðè i = 1, . . . , 2n−1, à òàêîæH2n ⊂ FrQ2n∩FrQ1.
Çà ïîïåðåäíiì ïðèïóùåííÿì �w = (ψ(e1), . . . , ψ(e2n)). Ïî-

çíà÷èìî Q̃i = π−1
f (ψ(ei)), i = 1, . . . , 2n, � êîìïîíåíòè R2 \Kg,
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ÿêi ìåæóþòü ç F̃w. Çíîâó íàñëiäîê 7.5 ãàðàíòó¹ ìîæëèâiñòü

îáðàòè íóìåðàöiþ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè F̃w \{x̃w} òà-
êèì ÷èíîì, ùîá êîìïîíåíòà H̃i ìiñòèëàñü ó Fr Q̃i ∩Fr Q̃i+1 ïðè

i = 1, . . . , 2n− 1, à òàêîæ H̃2n ⊂ Fr Q̃2n ∩ Fr Q̃1.
Äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , 2n çàôiêñó¹ìî ãîìåîìîðôiçì

h0
v,Hi

: {xv} ∪Hi → {x̃w} ∪ H̃i

ïðîìåíÿ Hi = {xv} ∪Hi íà ïðîìiíü H̃i = {x̃w} ∪ H̃i.
Çðîçóìiëî, ùî h0

v,Hi
(xv) = x̃w, à òàêîæ Hi ∩Hj = {xv} ïðè

i 6= j. Òîìó êîðåêòíî îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ h0
v : Fv → F̃w,

h0
v(x) = h0

v,Hi
(x) , ÿêùî x ∈ Hi , i ∈ {1, . . . , 2n} .

Íàáið ìíîæèí {Hi} óòâîðþ¹ ñêií÷åíå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ Fv,
îòæå âiäîáðàæåííÿ h0

v íåïåðåðâíå. Ç òîãî, ùî âñi h0
v,Hi

¹ ãî-
ìåîìîðôiçìàìè, ñëiäó¹, ùî îçíà÷åíå i íåïåðåðâíå îáåðíåíå âiä-
îáðàæåííÿ (h0

v)
−1. Îòæå, h0

v ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.
Çà ïîáóäîâîþ Hi−1 ∪Hi ∪ {xv} = FrQi, i = 2, . . . , 2n, i òàêîæ

H2n ∪H1 ∪ {xv} = FrQ2n (äèâ. íàñëiäêè 7.2 i 7.5).

Àíàëîãi÷íî, H̃i−1 ∪ H̃i ∪ {x̃w} = Fr Q̃i, i = 2, . . . , 2n, òàêîæ

H̃2n ∪ H̃1 ∪ {x̃v} = Fr Q̃2n. Òîìó âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (10.4).
Íàãàäà¹ìî, ùî çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè Kf i Kg ¹ ïðîîáðàçà-

ìè ìíîæèí âåðøèí ãðàôiâ ΓK−R(f) i ΓK−R(g) âiäíîñíî ïðîå-
êöié πf i πg, âiäïîâiäíî. Òîìó êîðåêòíî âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ
h0 : Kf → Kg çà òàêîþ ôîðìóëîþ: h0(x) = h0

πf (x)(x).

Ìíîæèíè Fv, v ∈ πf (Kf ), ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ¹ çà-
ìêíåíèìè, i ¨õ ñêií÷åíå ÷èñëî (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.1). Òå æ ñòî-
ñó¹òüñÿ i ¨õ îáðàçiâ âiäíîñíî h0. Îáìåæåííÿ h0 íà êîæíó ç ìíî-

æèí Fv ¹ ãîìåîìîðôiçìîì íà ñâié îáðàç F̃ψ(v). Òîìó âiäîáðà-

æåííÿ h0 ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.
Çàðàç ìè ïðîäîâæèìî h0 äî âiäîáðàæåííÿ h : R2 → R2, ÿêå

êîìïîíåíòàì çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí ðiâíÿ ôóíêöi¨ f ñòàâèòü ó âiä-
ïîâiäíiñòü êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ g.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Qf i Qg ìíîæèíè, åëåìåíòàìè ÿêèõ ¹ êîì-
ïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí R2 \Kf i âiäïîâiäíî R2 \Kg.
Íåõàé Q ∈ Qf , e = πf (Q)� âiäïîâiäíå ðåáðî ΓK−R(f). Ç

ëåìè 9.1 òà çàóâàæåííÿ 9.2 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì
φ : Q→ R×f(Q), ÿêèé çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
f = pr2 ◦φ.
Íåõàé Q̃ ∈ Qg, äëÿ ÿêî¨ πg(Q̃) = ψ(e). Òîäi iñíó¹ ãîìåîìîð-

ôiçì φ̃ : Q̃ → R × g
(
Q̃
)
, ÿêèé çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ i òàêèé, ùî

g = pr2 ◦φ̃.
Ìíîæèíà f(Q) = fK−R(e) çâ'ÿçíà. Çi ñïiââiäíîøåíü (9.1) ñëi-

äó¹, ùî ìíîæèíà f(Q) ãîìåîìîðôíà iíòåðâàëó, ïiâiíòåðâàëó
àáî âiäðiçêó, f(Q) = Int f(Q) ãîìåîìîðôíà âiäêðèòîìó iíòåð-
âàëó.
Íàãàäà¹ìî, ùî fK−R ñòðîãî ìîíîòîííà íà ðåáði e. Òîìó,

ÿêùî f(Q) ìiñòèòü êiíåöü iíòåðâàëà f(Q), âií âiäïîâiäà¹ âåð-
øèíi ãðàôà ΓK−R(f), ÿêà iíöèäåíòíà ðåáðó e. ßêùî íå ìiñòèòü,
òî êiíåöü iíòåðâàëà âiäïîâiäà¹ âiðòóàëüíié âåðøèíi.

Àíàëîãi÷íå ñïðàâåäëèâî i äëÿ ìíîæèí g(Q̃) òà g
(
Q̃
)
.

Îñêiëüêè içîìîðôiçì ψ çáåðiãà¹ îði¹íòàöi¨ ðåáåð i âiäîáðà-
æà¹ ìíîæèíó âiðòóàëüíèõ âåðøèí ΓK−R(f) íà ìíîæèíó âiðòó-
àëüíèõ âåðøèí ΓK−R(g), òî çi ñêàçàíîãî âèùå ñëiäó¹, ùî iñíó¹

ñòðîãî çðîñòàþ÷å ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ χ : f(Q)→ g
(
Q̃
)
.

Îòæå, íåõàé a < b, c < d ∈ R ∪ ±∞ òàêi, ùî

f(Q) = (a, b), f(FrQ) ⊂ {a, b} ∩ R,

g(Q̃) = (c, d), g(Fr Q̃) ⊂ {c, d} ∩ R.

Ìíîæèíà f(FrQ) ìîæå ìàòè íå áiëüøå äâîõ åëåìåíòiâ. Ðîçãëÿ-
íåìî âñi ìîæëèâi âèïàäêè.
(a) Íåõàé FrQ = ∅. Òîäi îáèäâà êiíöi ðåáðà e = πf (Q) âiðòó-

àëüíi. Âíàñëiäîê öüîãî Fr Q̃ = ∅, ΓK−R(f) = e, ΓK−R(g) = ψ(e),

Q = Q̃ = R2 (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè 9.1).
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

Φ = idR × χ : R× f(R2)→ R× g(R2) .



Ïðî òîïîëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü . . . 39

Çðîçóìiëî, ùî Φ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, à òîìó

h = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ

ìà¹ ïîäiáíi âëàñòèâîñòi.
Î÷åâèäíî, φ âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí ðiâ-

íÿ f íà ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi, à φ̃−1 âiäîáðàæà¹ ãîðèçîíòàëüíi
ïðÿìi íà êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ g. Òîìó h çàäà¹ ïîøàðîâó
åêâiâàëåíòíiñòü f i g.
(b) Íåõàé f(FrQ) ìiñòèòü ðiâíî îäèí åëåìåíò. Òîäi ç íàñëiä-

êó 4 ç [1], ñëiäó¹, ùî ìíîæèíà FrQ çâ'ÿçíà, îòæå iñíó¹ ¹äèíà
êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi Fv ìíîæèíè Kf , òàêà, ùî Fv ∩ Q 6= ∅.
Òóò v� âåðøèíà ΓK−R(f), äëÿ ÿêî¨ Fv = π−1

f (v).

Òîäi g(Fr Q̃) òåæ ìiñòèòü îäèí åëåìåíò. Îòæå, äëÿ âåðøè-

íè w = ψ(v) i âiäïîâiäíî¨ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi F̃w = π−1
g (w)

ìíîæèíè Kg ìà¹ âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿ Q̃∩Kg ⊂ F̃w.
Íåõàé �v� ñïií ïðè âåðøèíi v ãðàôà ΓK−R(f). Ïîçíà÷èìî

÷åðåç e′ ðåáðî, ÿêå ïåðåäó¹ e ó öüîìó öèêëi. Íåõàé e′′ �ðåáðî,
ÿêå ñëiäó¹ çà e. Ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíi åëåìåíòè Q′ = π−1

f (e′) i

Q′′ = π−1
f (e′′) ìíîæèíè Qf .

Íåõàé xv ∈ Fv � ñèíãóëÿðíà òî÷êà f . Ïîçíà÷èìî H ′ òà H ′′

êîìïîíåíòè ìíîæèíè Fv \ {xv}, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ H ′ ⊂ Q′ ∩Q, H ′′ ⊂ Q∩Q′′.
Àíàëîãi÷íî, íåõàé x̃w ∈ F̃w � ñèíãóëÿðíà òî÷êà g, �w� ñïií

ïðè âåðøèíi w ãðàôà ΓK−R(g). Íåõàé ðåáðî ẽ′ = πg(Q̃
′) ïåðåäó¹

ẽ ó öèêëi �w, ẽ′′ = πg(Q̃
′′) ñëiäó¹ çà ẽ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H̃ ′

òà H̃ ′′ êîìïîíåíòè ìíîæèíè F̃w \ {x̃w}, òàêi ùî H̃ ′ ⊂ Q̃′ ∩ Q̃,
H̃ ′′ ⊂ Q̃∩ Q̃′′.
Ç íàñëiäêó 7.5 âèïëèâà¹, ùî

Q∩Fv = H ′ ∪H ′′ ∪ {xv}, Q̃∩F̃w = H̃ ′ ∪ H̃ ′′ ∪ {x̃w}.

Îñêiëüêè ψ çáåðiãà¹ ñïiíè, òî ẽ′ = ψ(e′), ẽ′′ = ψ(e′′).
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Âiäîáðàæåííÿ h0 ïîáóäîâàíî òàêèì ÷èíîì, ùî

h0(Fv) = h0
v(Fv) = F̃w, h0(xv) = x̃w,

h0(H ′) = H̃ ′, h0(H ′′) = H̃ ′′.

Îòæå, h0(Q∩Fv) = Q̃∩F̃w. Î÷åâèäíî, îáìåæåííÿ h0 íà Q∩Fv
iíäóêó¹ ãîìåîìîðôiçì

h0
v,Q : Q∩Fv → Q̃∩F̃w .

Ïðèïóñòèìî, ùî f(FrQ) = {a}. Ç iñíóâàííÿ χ ñëiäó¹, ùî

g(Fr Q̃) = {c}.
Íåõàé q ∈ R. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ.

R−q = (−∞, 0)× {q} ⊂ R2 ,

R+
q = (0,+∞)× {q} ⊂ R2 .

Iç ñïiââiäíîøåíü (9.1) ñëiäó¹, ùî φ(Q∩Fv) = R× {a}.
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíiñòü ìiðêóâàíü, ìîæåìî ââàæàòè, ùî

φ(xv) = (0, a), φ̃(x̃w) = (0, c). Áóäåìî òàêîæ ââàæàòè, ùî äîäà-
òíèé íàïðÿìîê îáõîäó íàâêîëî òî÷êè íà ïëîùèíi ¹ íàïðÿìîê
ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.
Ïðè îáõîäi íàâêîëî òî÷êè xv ìè ðóõà¹ìîñÿ ó îáëàñòi Q âiä

ìíîæèíè H ′ ó íàïðÿìêó ìíîæèíè H ′′. Àíàëîãi÷íî, ïðè îáõîäi
íàâêîëî òî÷êè (0, a) = φ(xv) ìè ðóõà¹ìîñÿ âñåðåäèíi îáëàñòi
R × (a, b) = φ(Q) âiä R+

a ó íàïðÿìêó R−a . Îñêiëüêè φ çáåðiãà¹
îði¹íòàöiþ, òî φ(H ′) = R+

a , φ(H ′′) = R−a .

Àíàëîãi÷íî, φ̃(Q̃∩F̃w) = R× {c}, (0, c) = φ̃(x̃w), φ̃(H̃ ′) = R+
c

i φ̃(H̃ ′′) = R−c .
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

Φa = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{a} : R× {a} → R2 .

Î÷åâèäíî, Φa ¹ ãîìåîìîðôiçìîì íà ñâié îáðàç R× {c}. Òàêîæ
ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi Φa(R

−
a ) = φ̃ ◦ h0(H ′′) = φ̃(H̃ ′′) = R−c i

Φa(R
+
a ) = R+

c .
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Íåõàé ia : R→ R2, ia(t) = (t, a), t ∈ R. Îçíà÷èìî ôóíêöiþ

α = pr1 ◦Φa ◦ ia : R→ R .

Òóò pr1 : R2 → R�ïðîåêöiÿ íà ïåðøó êîîðäèíàòó.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî α ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Òîìó öÿ ôóíêöiÿ àáî

ñòðîãî çðîñòà¹, àáî ñòðîãî ñïàäà¹. Îñêiëüêè äëÿ ìíîæèíè

R− = {t ∈ R | t < 0}
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ia(R

−) = R−a i pr1(R−c ) = R−, òî
çà ïîáóäîâîþ α(R−) = R− i ôóíêöiÿ α çðîñòà¹.
Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Φ: R× [a, b)→ R× [c, d),

Φ(x, y) = (α(x), χ(y)) , (x, y) ∈ R× [a, b) .

Ç âëàñòèâîñòåé α i χ ñëiäó¹, ùî öå ãîìåîìîðôiçì, ÿêèé çáåðiãà¹
îði¹íòàöiþ. Òàêîæ çà ïîáóäîâîþ Φ(x, y) = Φa(x, y) äëÿ âñiõ
(x, y) ∈ R× {a}.
Íàðåøòi, íåõàé

hQ = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ : Q→ Q̃ .

Çà ïîáóäîâîþ hQ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ.
Îñêiëüêè φ(FrQ) = R× {a}, òî

hQ|FrQ = φ̃−1 ◦ Φa ◦ φ = h0 .

Çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíà R2 \Kf ¹ îá'¹äíàííÿì óñiõ ðåãóëÿð-
íèõ êîìïîíåíò ðiâíÿ ôóíêöi¨ f . Âíàñëiäîê öüîãî êîæíà êîì-
ïîíåíòà ðiâíÿ f , ÿêà ïåðåòèíà¹òüñÿ ç Q, ìiñòèòüñÿ â Q. Àíà-
ëîãi÷íî, ÿêùî êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi ðiâíÿ g ìà¹ íåïîðîæíié

ïåðåòèí ç Q̃, âîíà ìiñòèòüñÿ â öié îáëàñòi.

Îòæå, ç âëàñòèâîñòåé φ i φ̃−1 ñëiäó¹, ùî hQ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
x ∈ Q âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòó çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè f−1(f(x)),
ÿêà ìiñòèòü x, íà êîìïîíåíòó ìíîæèíè ðiâíÿ g, ùî ìiñòèòü
òî÷êó hQ(x).
Âèïàäîê f(FrQ) = {b} ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî.
(c) Íåõàé ìíîæèíà f(FrQ) ìiñòèòü äâà åëåìåíòè. Òîäi îáè-

äâà êiíöÿ ðåáðà e íå âiðòóàëüíi. Ïîçíà÷èìî ¨õ v′ i v′′. ßê i
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ðàíiøå, çàñòîñîâóþ÷è íàñëiäîê 4 ç [1], ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó,
ùî äëÿ êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi Fv′ = π−1

f (v′) i Fv′′ = π−1
f (v′′) ìíî-

æèíè Kf ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííÿ Fv′∩Q 6= ∅, Fv′′∩Q 6= ∅,
Q ⊂ Fv′ ∪ Fv′′ .
Òàê ÿê âåðøèíè w′ = ψ(v′) i w′′ = ψ(v′′) ãðàôà ΓK−R(g) ¹ êií-

öÿìè ðåáðà ψ(e), à òîìó êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi F̃w′ = π−1
f (w′)

i F̃v′′ = π−1
f (w′′) ìíîæèíè Kg âiäïîâiäàþòü ñïiââiäíîøåííÿì

F̃w′ ∩ Q̃ 6= ∅, F̃w′′ ∩ Q̃ 6= ∅, Q̃ ⊂ F̃w′ ∪ F̃w′′ .
Íåõàé, ÿê i âèùå, ãîìåîìîðôiçìè

φ : Q→ R× [a, b], φ̃ : Q̃→ R× [c, d]

çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ, f = pr2 ◦φ i g = pr2 ◦φ̃.
Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíiñòü ìiðêóâàíü, ìè ìîæåìî ââàæàòè,

ùî φ(Fv′ ∩Q) = {a}, φ(Fv′′ ∩Q) = {b}.
Içîìîðôiçì ψ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ ðåáåð. Îñêiëüêè âîíà âè-

çíà÷à¹òüñÿ íàïðÿìêîì çðîñòàííÿ ôóíêöié f i g, òî

φ̃(F̃w′ ∩ Q̃) = {c}, φ̃(F̃w′′ ∩ Q̃) = {d}.

ßê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ç íàñëiäêó 7.5 ñëiäó¹, ùî êîðå-
êòíî âèçíà÷åíi âiäîáðàæåííÿ

Φa = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{a} : R× {a} → R2 ,

Φb = φ̃ ◦ h0 ◦ φ−1|R×{b} : R× {b} → R2 ,

ÿêi ãîìåîìîðôíî âiäîáðàæàþòü R×{a} i R×{b} íà R×{c} òà
R× {d}, âiäïîâiäíî.
Íåõàé ia : R → R2, ia(t) = (t, a), ib : R → R2, ib(t) = (t, b),

t ∈ R. ßê i âèùå, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ôóíêöi¨
α = pr1 ◦Φa ◦ ia : R→ R ,
β = pr1 ◦Φb ◦ ib : R→ R ,

¹ ái¹êòèâíèìè i òàêèìè, ùî ñòðîãî çðîñòàþòü.
Çàôiêñó¹ìî òàêîæ ãîìåîìîðôiçì χ : [a, b] → [c, d], òàêèé, ùî

χ(a) = c.
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Ç ëåìè 9.5 ñëiäó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ Φ: R× [a, b]→ R× [c, d],
îçíà÷åíå çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (9.2), ¹ ãîìåîìîðôiçìîì, çáå-
ðiãà¹ îði¹íòàöiþ, à òàêîæ âiäîáðàæà¹ ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi íà
ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi.
Îñêiëüêè χ̂(a) = 0 i χ̂(b) = 1, òî ç ôîðìóëè (9.2) âèïëèâà¹, ùî

Φ(x, y) = Φa(x, y) äëÿ âñiõ (x, y) ∈ R × {a} i Φ(x, y) = Φb(x, y)
äëÿ êîæíîãî (x, y) ∈ R× {b}.
Îçíà÷èìî

hQ = φ̃−1 ◦ Φ ◦ φ : Q→ Q̃ .

Çà ïîáóäîâîþ hQ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ.
Îñêiëüêè φ(FrQ) = R × {a, b}, òî àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî
âèïàäêó

hQ|FrQ = h0 .

ßê i âèùå, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî hQ âiäîáðàæà¹ êîæíó êîìïîíåíòó
çâ'ÿçíîñòi ìíîæèíè ðiâíÿ f , ÿêà ïåðåòèíà¹òüñÿ ç Q, íà äåÿêó
êîìïîíåíòó ìíîæèíè ðiâíÿ g.

Ïî¹äíóþ÷è (a)-(c), äëÿ êîæíîãî Q ∈ Qf ìè îòðèìàëè ãî-

ìåîìîðôiçì hQ ¨ ¨ çàìèêàííÿ íà çàìèêàííÿ äåÿêîãî Q̃ ∈ Qg, ùî
âiäîáðàæà¹ êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí ðiâíÿ f , ùî íàëå-
æàòü Q, íà êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ g.
Íåõàé Q′ i Q′′ �äâà ðiçíi åëåìåíòè Qf . Òîäi çà îçíà÷åííÿì

Q′ ∩Q′′ = FrQ′∩FrQ′′ ⊂ Kf . Îòæå, çà ïîáóäîâîþ äëÿ êîæíîãî

x ∈ Q′ ∩Q′′ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü hQ′(x) = hQ′′(x) = h0(x). Êðiì

òîãî, ç íàñëiäêó 7.2 âèïëèâà¹, ùî R2 =
⋃
Q∈Qf

Q.

Òîìó êîðåêòíî îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ h : R2 → R2,

h(x) = hQ(x), ÿêùî x ∈ Q, Q ∈ Qf . (10.5)

Îñêiëüêè ãðàô ΓK−R(f) ñêií÷åíèé (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.3), òî íà-
áið ìíîæèí {Q | Q ∈ Qf} óòâîðþ¹ ñêií÷åíå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ
ïëîùèíè, i íà êîæíîìó åëåìåíòi öüîãî ïîêðèòòÿ h íåïåðåðâíå
çà îçíà÷åííÿì. Òîìó h íåïåðåðâíå íà R2 (äèâ. [5]).
Çà ïîáóäîâîþ h|Kf

= h0 i h ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹ Kf íà
Kg. Òàêîæ h ái¹êòèâíî âiäîáðàæà¹ êîæíó ìíîæèíó Q ∈ Qf íà
äåÿêèé åëåìåíò ñiì'¨ Qg.
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Íåõàé Q′, Q′′ ∈ Qf , Q
′ 6= Q′′, Q̃′ = h(Q′), Q̃′′ = h(Q′′). Íåõàé

e′ = πf (Q′), e′′ = πf (Q′′), ẽ′ = πg(Q̃′), ẽ′′ = πg(Q̃′′)� âiäïî-

âiäíi ðåáðà ãðàôiâ ΓK−R(f) i ΓK−R(g). Îñêiëüêè ẽ′ = ψ(e′),

ẽ′′ = ψ(e′′) i ψ�êîìáiíàòîðíèé içîìîðôiçì, òî Q̃′ i Q̃′′ �ðiçíi

åëåìåíòè Qg. Îòæå, Q̃′ ∩ Q̃′′ = ∅.
Î÷åâèäíî, äëÿ êîæíîãî Q ∈ Qf âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

R2 \ Q = Kf ∪
⋃
Q′∈Qf ,Q′ 6=QQ

′. Çi ñêàçàíîãî âèùå ñëiäó¹, ùî

h(R2 \Q) = Kg ∪
⋃
Q̃′∈Qg ,Q̃′ 6=h(Q)

Q̃′. Òîìó h(Q) ∩ h(R2 \Q) = ∅
äëÿ âñiõ Q ∈ Qf i âiäîáðàæåííÿ h ái¹êòèâíå.
Îòæå, îçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ h−1. Îñêiëüêè h(Q) ∈ Qg i

h−1|h(Q) = h−1
Q äëÿ êîæíîãî Q ∈ Qf , âñi h

−1
Q íåïåðåðâíi çà

ïîáóäîâîþ i ñiì'ÿ {Q̃ | Q̃ ∈ Qg} óòâîðþ¹ ñêií÷åíå çàìêíåíå
ïîêðèòòÿ ïëîùèíè, òî âiäîáðàæåííÿ h−1 íåïåðåðâíå i h ¹ ãî-
ìåîìîðôiçìîì.
Ìè äîâåëè âèùå, ùî âñi âiäîáðàæåííÿ h|Q, Q ∈ Qf i h0 ñòàâ-

ëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü êîìïîíåíòàì çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí ðiâíÿ f
êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíÿ g. Îòæå, h ¹ ïîøàðîâîþ åêâiâàëåí-
òíiñòþ f i g.
Àíàëîãi÷íî, ÿêùî äëÿ ñëàáî íàâàíòàæåíèõ ãðàôiâ Êðîíðî-

äà-Ðiáà ΓK−R(f) i ΓK−R(−g) çàäàíèé êîìáiíàòîðíèé içîìîð-
ôiçì, ùî çáåðiãà¹ ñïiíè, òî ôóíêöi¨ f i −g ïîøàðîâî åêâiâà-
ëåíòíi. Àëå çðîçóìiëî, ùî ðîçáèòòÿ R2, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹
êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ìíîæèí ðiâíiâ ôóíêöi¨ −g, çáiãà¹òüñÿ ç
àíàëîãi÷íèì ðîçáèòòÿì íà êîìïîíåíòè ìíîæèí ðiâíiâ g. Òîìó
i ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöi¨ f i g ïîøàðîâî åêâiâàëåíòíi.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîíðîäà-Ðiáà
ΓK−R(f) i ΓK−R(g) ¹ åêâiâàëåíòíèìè. Öå îçíà÷à¹, ùî ñëàáî
íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöié f i g åêâiâàëåíòíi i
êîìáiíàòîðíèé içîìîðôiçì ψ, ÿêèé çáåðiãà¹ ñëàáêå íàâàíòàæå-
ííÿ, òàêîæ iíäóêó¹ içîìîðôiçì ψ̂ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ðîç-

øèðåíèõ ìíîæèí âåðøèí Vext i Ṽext ãðàôiâ ΓK−R(f) i ΓK−R(g)

âiäíîñíî ïîðÿäêiâ Pext i P̃ext, âiäïîâiäíî.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê Pext (âiäïîâiäíî, P̃ext) ií-

äóêó¹òüñÿ íà ìíîæèíi Vext (âiäïîâiäíî, Ṽext) çi ñòàíäàðòíî-
ãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó íà ïðÿìié çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ

flim : Vext → R (âiäïîâiäíî, glim : Ṽext → R).
Ïîçíà÷èìî Af = flim(Vext), Ag = glim(Ṽext). Ç òâåðäæåí-

íÿ 8.3 ñëiäó¹, ùî iñíó¹ ái¹êòèâíå ñòðîãî çðîñòàþ÷å âiäîáðàæå-
ííÿ k̂ : Af → Ag, òàêå, ùî êîìóòàòèâíà äiàãðàìà

Vext
ψ̂−−−−→ Ṽext

flim

y yglim
Af −−−−→

k̂
Ag

Ìíîæèíè Af i Ag ñêií÷åíi (äèâ. çàóâàæåííÿ 3.3) i ìàþòü îäíà-
êîâó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ m.
Íåõàé Af = {a1, . . . , am}, a1 < . . . < am; Ag = {b1, . . . , bm},

b1 < . . . < bm. Î÷åâèäíî, bi = k̂(ai), i = 1, . . . ,m.
Îçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ k : R → R çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíî-

øåííÿ

k(t) =


t+ (b1 − a1), ÿêùî t < a1 ,

1
ai+1−ai

[
bi(ai+1 − t) + bi+1(t− ai)

]
, ÿêùî t ∈ [ai, ai+1] ,

t+ (bm − am), ÿêùî t > am .

Òîäi k ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i k(ai) = bi = k̂(ai), i = 1, . . . ,m.
Îñêiëüêè ñëàáî íàâàíòàæåíi ãðàôè Êðîíðîäà-Ðiáà ôóíêöié

f i g åêâiâàëåíòíi, òî ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ãîìåîìîðôiçìè

h0 : Kf → Kg i hQ : Q → Q̃, Q ∈ Qf , ÿê ìè öå çðîáèëè ïðè
äîâåäåííi ïîøàðîâî¨ åêâiâàëåíòíîñòi f i g.
Ïðè ïîáóäîâi âiäîáðàæåíü hQ ¹ ïåâíà íåîäíîçíà÷íiñòü. Âèÿâ-

ëÿ¹òüñÿ, ùî öi âiäîáðàæåííÿ ìîæíà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùî
ãîìåîìîðôiçì h, âèçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ (10.5), äàñòü ðàçîì
iç k òîïîëîãi÷íó åêâiâàëåíòíiñòü f i g.
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Îòæå, íåõàé Q ∈ Qf , e = πf (Q)� âiäïîâiäíå ðåáðî ãðàôà
ΓK−R(f), v′, v′′ ∈ V ∪ Vvirt � âåðøèíè, ÿêi ç'¹äíó¹ ðåáðî e. Òî-
äi âåðøèíè w′ = ψ(e′) i w′′ = ψ(e′′) ãðàôà ΓK−R(g) ç'¹äíàíi

ðåáðîì ψ(e). Íåõàé Q̃ = π−1
g (ψ(e))� âiäïîâiäíèé åëåìåíò Qg.

Âèùå ìè ïîáóäóâàëè hQ ó âèãëÿäi φ̃−1 ◦Φ ◦ φ, äå φ i φ̃� âiä-
îáðàæåííÿ ç ëåìè 9.1, à Φ ìà¹ âèãëÿä Φ(x, y) = (η(x, y), χ(y)),
(x, y) ∈ R× f(Q) (äèâ. ôîðìóëó (9.2)). Îòæå, êîìóòàòèâíà íà-
ñòóïíà äiàãðàìà:

Q
hQ−−−−→ Q̃

φ

y yφ̃
R× f(Q)

Φ−−−−→ R× g(Q̃)

pr2

y yp̃r2

f(Q)
χ−−−−→ g(Q̃)

Ëåìà 9.1 ñòâåðäæó¹, ùî f = pr2 ◦φ i g = pr2 ◦φ̃. Òîìó êîìó-
òàòèâíà íàñòóïíà äiàãðàìà:

Q
hQ−−−−→ Q̃

f

y yg
f(Q)

χ−−−−→ g(Q̃)

(10.6)

Ó öié êîíñòðóêöi¨ â ÿêîñòi χ : Q→ Q̃ ìîæíà âçÿòè äîâiëüíå
íåïåðåðâíå ái¹êòèâíå çðîñòàþ÷å âiäîáðàæåííÿ.
Ôóíêöiÿ fK−R ñòðîãî ìîíîòîííà íà ðåáðàõ ΓK−R(f). Îòæå,

íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ìiðêóâàíü, ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî
flim(v′) < flim(v′′). Îñêiëüêè ψ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ ðåáåð, òî
glim(w′) < glim(w′′).
Íåõàé v′ /∈ Vext. Òîäi flim(v′) ∈ ±∞. Òàê ÿê flim(v′) < flim(v′′),

òî flim(v′) = −∞. Çà îçíà÷åííÿì ψ(Vext) = Ṽext, à çíà÷èòü

w′ = ψ(v′) /∈ Ṽext i ïî àíàëîãi¨ ç ïîïåðåäíiì glim(w′) = −∞.
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ßêùî v′ ∈ Vext, òî flim(v′) = ar äëÿ äåÿêîãî r ∈ {1, . . . ,m}.
Òîäi

glim(w′) = glim ◦ ψ(v′) = k̂ ◦ flim(v′) = k ◦ flim(v′) = br .

Òàê ñàìî, àáî flim(v′′) = glim(w′′) = +∞, àáî flim(v′′) = as i
glim(w′′) = k ◦ flim(v′′) = bs äëÿ äåÿêîãî s ∈ {1, . . . ,m}.
Âíàñëiäîê ñêàçàíîãî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü k(f(Q)) = g(Q̃).

Îòæå, ìîæåìî âçÿòè χ(t) = k(t), t ∈ f(Q) . Òîäi çi ñïiââiäíî-
øåíü (10.5) i (10.6) ñëiäó¹, ùî k◦f = g◦h. Òåîðåìó 1.1 äîâåäåíî.
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