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Ïðèìåðû âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé
öèëèíäðà ñ íåéòðàëüíî íåáëóæäàþ-
ùèìè òî÷êàìè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ
íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíûìè

We construct examples of inner mappings of cylinder with neutrally non-
wandering points that are not neutrally recurrent.

Ïîáóäîâàíî ïðèêëàäè âíóòðiøíiõ âiäîáðàæåíü öèëiíäðà, ÿêi ìàþòü
íåéòðàëüíî íåáëóêàþ÷i òî÷êè, ùî íå ¹ íåéòðàëüíî ðåêóðåíòíèìè.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1,2] áûëè ââåäåíû íîâûå òîïîëîãè÷åñêèå èíâàðè-
àíòû âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé, â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ êîòîðûõ
áûëè âçÿòû èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì,
îáðàçîâàííûå ãîìåîìîðôèçìàìè. Â ÷àñòíîñòè, áûëè ââåäåíû
ìíîæåñòâà íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíûõ è íåéòðàëüíî íåáëóæ-
äàþùèõ òî÷åê. Êàê èçâåñòíî, èõ àíàëîãè �ìíîæåñòâà ðåêóð-
ðåíòíûõ è íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ðàçëè÷íû (ñì. [3], ãëàâà 1.1).
Îäíàêî îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ, ðàçëè÷íû ëè ìíîæåñòâà
íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíûõ è íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.
Ïîñòðîåííûé â [4] ïðèìåð äàë íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé
îòâåò. Îäíàêî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííèì
îòîáðàæåíèåì íåêîòîðîãî àáñòðàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, íå âëîæèìîãî íè â êàêîå êîíå÷íîìåðíîå ìíîãîîáðà-
çèå. Â äàííîé ðàáîòå òàêæå ïîñòðîåíû ïðèìåðû îòîáðàæåíèé,
ó êîòîðûõ íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòëè÷íî îò
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íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà, à òàêæå äîïîëíèòåëüíî
íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòëè÷íî îò íåéòðàëüíî
ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà, è íåéòðàëüíî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
îòëè÷íî îò íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíîãî ìíîæåñòâà. Êðîìå òî-
ãî, â îòëè÷èå îò ïðèìåðà â [4], ïîñòðîåííîãî íà íåêîòîðîì àá-
ñòðàêòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, äàííûå ïðèìåðû ÿâ-
ëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè äâóìåðíîãî öèëèíäðà.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Âíóòðåííèì îòîáðàæåíèåì áóäåì íàçûâàòü îòêðûòîå (îá-
ðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûò) èçîëèðîâàííîå (ïðîîáðàç
êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ òî÷åê) îòîáðàæå-
íèå. Ïóñòü f : X → X � âíóòðåííèé ýíäîìîðôèçì öèëèíäðà
X = R× S1.
Ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ áûëè ââåäåíû â [1,2].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Íåéòðàëüíûì ñå÷åíèåì òî÷êè x íàçîâåì
ìíîæåñòâî

O⊥f (x) =
⋃
n≥0

f−n(fn(x)). (2.1)

Îïðåäåëåíèå 2.2. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî ðåêóð-
ðåíòíîé (èëè ⊥-ðåêóððåíòíîé), åñëè x ãðàíè÷íàÿ òî÷êà
äëÿ ìíîæåñòâà O⊥f (x) \ {x}.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé òî÷-
êîé f , åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ åå îêðåñòíîñòü U , ÷òî fm(U) ∩
U = ∅ äëÿ âñåõ m ∈ Z. Ïðè ýòîì U íàçûâàåòñÿ îêðåñòíî-
ñòüþ áëóæäàíèÿ äëÿ x. Èíà÷å òî÷êà íàçûâàåòñÿ íåáëóæ-

äàþùåé.

Îïðåäåëåíèå íèæå ïðèìåíèìî òîëüêî äëÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûõ
ïðîñòðàíñòâ, íî â äàííîì ñëó÷àå åãî äîñòàòî÷íî. Îáùàÿ ôîðìà
ýòîãî îïðåäåëåíèÿ åñòü â [2].
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Îïðåäåëåíèå 2.4. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåéòðàëüíî áëóæ-

äàþùåé (èëè ⊥-áëóæäàþùåé) òî÷êîé f , åñëè íàéäåòñÿ îò-
êðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè x òàêàÿ, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∪n≥0f

−n(fn(U)). Ïðè ýòîì
U íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ⊥-áëóæäàíèÿ äëÿ x. Èíà÷å
òî÷êà íàçûâàåòñÿ ⊥-íåáëóæäàþùåé.

Çäåñü è âåçäå çíàê ⊥- áóäåò ñèíîíèìîì è ñîêðàùåíèåì ñëî-
âà �íåéòðàëüíî�. Òîãäà â îïðåäåëåíèÿõ âûøå ⊥-áëóæäàþùåå
îçíà÷àåò íåéòðàëüíî áëóæäàþùåå, ⊥-ðåêóððåíòíîå îçíà÷àåò
íåéòðàëüíî ðåêóððåíòíîå è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìíîæåñòâî U íàçîâåì íåéòðàëüíî èí-

âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî f , åñëè äëÿ âñåõ x ∈ U , O⊥f (x) ⊂
U .

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ìíîæåñòâî f−n(fn(U))\f−(n−1)(fn−1(U))
íàçîâåì n-é íåéòðàëüíîé èòåðàöèåé ìíîæåñòâà U .

Îïðåäåëåíèå 2.7. Íåéòðàëüíûì ïðåäåëüíûì ìíîæå-

ñòâîì òî÷êè x íàçîâåì

⊥(x) =
⋂
n∈N

O⊥f (x) \ f−n(fn(x))

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ìíîæåñòâî òî÷åê y òàêèõ, ÷òî íàéäåò-
ñÿ x, òàêîå, ÷òî y ∈ ⊥(x), íàçîâåì ìíîæåñòâîì íåé-

òðàëüíûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ f è îáîçíà÷èì
÷åðåç Lim⊥(f).

3. Èòåðèðîâàííàÿ ãðóïïà ìîíîäðîìèè

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ïðàâèëüíî íà-

êðûòî îòîáðàæåíèåì f , åñëè f−1(U) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Vi ⊂
X, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî îòîáðàæàåòñÿ íà U ïðè
ïîìîùè f .

Îïðåäåëåíèå 3.2. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X íà-
çûâàåòñÿ íàêðûâàþùèì, åñëè ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X èìååò
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îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü, ïðàâèëüíî íàêðûòóþ îòîáðàæåíè-
åì f . Â ýòîì ñëó÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî f �íàêðûòèå.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Ãîìåîìîðôèçì h : X → X íàçûâàåòñÿ
ñêîëüæåíèåì èëè æå àâòîìîðôèçìîì íàêðûòèÿ f : X →
X, åñëè f ◦ h = f .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X �ìíîãîîáðàçèå ñ àáåëåâîé ôóíäàìåí-
òàëüíîé ãðóïïîé π1(X), äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò íàêðûâàþ-
ùåå îòîáðàæåíèå f : X → X. Òîãäà äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 îòîáðà-
æåíèÿ fn òàêæå ÿâëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî f èíäó-
öèðóåò ãîìîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(X) â ñåáÿ.
Ïîñêîëüêó π1(X) � àáåëåâà, òî îáðàç π1(X) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëü-
íîé ïîäãðóïïîé â π1(X). Òàêèå íàêðûòèÿ íàçûâàþò ðåãóëÿðíû-
ìè. Â ýòîì ñëó÷àå ôàêòîð-ãðóïïà Gf = π1(X)/f(π1(X)) äåé-
ñòâóåò íà X, òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå f ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôàêòîð-îòîáðàæåíèå f : X → X/Gf ∼= X.
Àíàëîãè÷íî, òàê êàê π1(X) àáåëåâà, òî íàêðûòèå fn : X → X

òàêæå áóäåò ðåãóëÿðíûì, à çíà÷èò fn : X → X/Gfn ∼= X, ãäå
Gfn = π1(X)/fn(π1(X))� ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ íàêðûòèÿ fn

(ñì., íàïðèìåð, [5]).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èìååì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï

π1X ⊃ f(π1X) ⊃ · · · ⊃ fn(π1X) ⊃ fn+1(π1X) ⊃ · · · ,

è ñîîòâåòñòâóþùóþ âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôàê-
òîð-ãðóïï:

Gf ⊂ Gf2 ⊂ · · · ⊂ Gfn ⊂ · · · .
Ïðÿìîé ïðåäåë ýòèõ ãðóïï ïî âëîæåíèþ îáîçíà÷èì ÷åðåç Gf∞
è íàçîâåì ãðóïïîé èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè íàêðûòèÿ f .
Ýòà ãðóïïà äåéñòâóåò íà X ãîìåîìîðôèçìàìè.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X ðàññìîòðèì òî÷êó fn(x).

Ýëåìåíòû ãðóïïû Gfn � ãîìåîìîðôèçìû X → X, êîòîðûå
îòîáðàæàþò òî÷êó x â ðàçëè÷íûå ïðîîáðàçû òî÷êè fn(x) ïîä
äåéñòâèåì f−n. Ïîýòîìó çíà÷åíèå ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ
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f−n ◦ fn â òî÷êå x ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì çíà÷åíèé âñåõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Gfn â òî÷êå x, ò. å.

f−n(fn(x)) =
⋃

h∈Gfn

h(x).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà Gf∞ èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè
íàêðûòèÿ f îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíûìè íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ
òî÷åê.

4. Ñåìåéñòâî íàêðûòèé öèëèíäðà

Áóäåì ñòðîèòü ïðèìåðû ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ñåìåéñòâà
âíóòðåííèõ îòîáðàæåíèé äâóìåðíîãî öèëèíäðà R × S1, ñ êî-
îðäèíàòàìè r ∈ R è ϕ ∈ [0, 1). Ýòè âíóòðåííèå îòîáðàæåíèÿ
èìåþò âèä f(r, ϕ) = (r+1+d(r, ϕ), 2ϕ), ãäå ôóíêöèÿ d(r, ϕ) ïî-
äîáðàíà òàê, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ϕ îòîá-
ðàæåíèå r+ d(r, ϕ) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì îòðåçêà [0, 1] íà
ñåáÿ, à îòîáðàæåíèå f(r, ϕ) òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñàìî ñ
ñîáîé ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà ñäâèãà r 7→ r + 1. Êàê ñëåä-
ñòâèå, òîãäà d(r+ 1, ϕ) = d(r, ϕ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êîîðäè-
íàòíûå ïðÿìûå ϕ = const ýòîãî öèëèíäðà îáðàçóþò äëÿ âñåõ
îòîáðàæåíèé òàêîãî âèäà èíâàðèàíòíîå ñëîåíèå. Â ÷àñòíîñòè,
ïðÿìàÿ ϕ = 0 îòîáðàæàåòñÿ èìè â ñåáÿ.
Â òàêîì âèäå ýòè îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàêðûòèÿìè öè-

ëèíäðà ñòåïåíè 2. Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ òàêîãî íàêðûòèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ñòåïåíè 2. Ñîîòâåòñòâåííî, ãðóïïà àâòî-
ìîðôèçìîâ k-é ñòåïåíè òàêîãî íàêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
ñòåïåíè 2k, à îïèñàííàÿ âûøå ãðóïïà èòåðèðîâàííîé ìîíîäðî-
ìèè� ãðóïïîé äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 1.
Äëÿ ãîìåîìîðôèçìà ãðóïïû èòåðèðîâàííîé ìîíîäðîìèè íà-

êðûòèé öèëèíäðà ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ âèäà hϕ, ãäå h0

� òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, à hψ � àâòîìîðôèçì íåêîòîðîé
ñòåïåíè íàêðûòèÿ, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïðÿìóþ ϕ = 0 â ïðÿìóþ
ϕ = ψ. Èç êîììóòàòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî hϕ1 ◦ hϕ2 = hϕ1+ϕ2 .
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5. Ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ

Ïîñòðîèì ïðèìåðû íàêðûòèé öèëèíäðà, ó êîòîðûõ åñòü ⊥-
íåáëóæäàþùèå òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ⊥-ðåêóððåíòíûìè.

Ïðèìåð 5.1. Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî ⊥-íåáëóæäà-
þùèå ⊥-ïðåäåëüíûå, íî íå ⊥-ðåêóððåíòíûå òî÷êè.

Ïîñòðîåíèå. Ïóñòü âíóòðåííåå îòîáðàæåíèå öèëèíäðà
f(r, ϕ) = (R(r, ϕ),Φ(ϕ)) çàäàíî ñ ïîìîùüþ ïàðû ôóíêöèé
R(r, ϕ) = r + 1 + d(r, ϕ) è Φ(ϕ) = 2ϕ, ãäå

d(r, ϕ) =
1

4
min

(
{r}, 1− {r}

)
min

(
{ϕ}, 1− {ϕ}

)
,

ïðè÷åì ôóíêöèÿ d(r, ϕ) ïîäîáðàíà òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå
r+ d(r, ϕ) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ϕ ÿâëÿëîñü ãî-
ìåîìîðôèçìîì îòðåçêà [0, 1] íà ñåáÿ.
Áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíîìó âèäó ôóíêöèè d(r, ϕ), îòîáðàæåíèå

f−1, îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ f , ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî. Èìåí-
íî, ïóñòü f ((r′, ϕ′)) = (r, ϕ). Òîãäà{

r′ + 1 + 1
4 min

(
{r′}, 1− {r′}

)
min

(
{ϕ}, 1− {ϕ}

)
= r

2ϕ′ mod 1 = ϕ.

Çàìåòèì, ÷òî îáîçíà÷åíèå òî÷êè ïðîîáðàçà ÷åðåç (r′, ϕ′)
íåîäíîçíà÷íî. Îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì ñòåïåíè 2,
ïîýòîìó ó òî÷êè (r, ϕ) ðîâíî 2 ïðîîáðàçà. Îáîçíà÷èì èõ (r′0, ϕ

′
0)

è (r′1, ϕ
′
1).

Îòîáðàæåíèå f èìååò òðåóãîëüíûé âèä1, è ϕ′ ìîæíî ðàçðå-
øèòü ÷åðåç ϕ íåçàâèñèìî îò r è r′. Äëÿ ϕ′ èìååòñÿ 2 çíà÷åíèÿ:
ϕ′0 = ϕ

2 è ϕ′1 = (ϕ2 + 1
2) mod 1. Îáîçíà÷èì

C0 =
1

4
min

(
{ϕ′0}, 1− {ϕ′0}

)
, C1 =

1

4
min

(
{ϕ′1}, 1− {ϕ′1}

)
.

1Îòîáðàæåíèå f îò n ïåðåìåííûõ x1,. . . , xn èìååò òðåóãîëüíûé âèä, åñëè
åãî êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ fn çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé xn; êîîðäè-
íàòíàÿ ôóíêöèÿ fn−1 çàâèñèò òîëüêî îò xn−1 è xn; êîîðäèíàòíàÿ ôóíêöèÿ
fn−2 çàâèñèò òîëüêî îò xn−2,. . . , xn è ò. ä.
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Òîãäà äëÿ r′0 è r
′
1 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

r′0 + 1 + C0 min
(
{r′0}, 1− {r′0}

)
= r,

r′1 + 1 + C1 min
(
{r′1}, 1− {r′1}

)
= r.

Çàïèøåì r′i, i ∈ {0, 1}, êàê ñóììó öåëîé br′ic è äðîáíîé {r′i}
÷àñòåé:

br′ic+ {r′i}+ 1 + Ci min
(
{r′i}, 1− {r′i}

)
= brc+ {r}.

Ôóíêöèÿ d(r, ϕ) ïîäîáðàíà òàê, ÷òîáû îòîáðàæåíèå r+d(r, ϕ)
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ϕ ÿâëÿëîñü ãîìåîìîðôèçìîì îòðåçêà [0, 1]
íà ñåáÿ, ïîýòîìó âñåãäà br′ic+ 1 = brc. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

{r′i}+ Ci min
(
{r′i}, 1− {r′i}

)
= {r}.

Òîãäà {r′i} ðàçðåøàåòñÿ ÷åðåç {r} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{r′i} =


{r}

1+Ci
{r′i} ≤ 1− {r′i}

{r}−Ci

1−Ci
{r′i} ≥ 1− {r′i}.

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ {r′i} ≤ 1− {r′i} è {r′i} ≥ 1− {r′i} âûðàæåíû
â òåðìèíàõ èñêîìîé âåëè÷èíû {r′i}, èõ óäîáíåå ïåðåïèñàòü â
òåðìèíàõ ñðàâíåíèÿ {r} ñ íåêîòîðûì ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì.
Åñëè {r′i} ≤ 1−{r′i}, òî {r′i} ≤ 1

2 , ñëåäîâàòåëüíî, {r} ≤
1
2 + 1

2Ci.

È íàîáîðîò, åñëè {r′i} ≥ 1 − {r′i}, òî {r′i} ≥ 1
2 , ñëåäîâàòåëüíî,

{r} ≥ 1
2 + 1

2Ci. Òîãäà, çíàÿ ϕ
′
i, r
′
i ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü

÷åðåç r è ϕ′i:

br′ic = brc − 1,

{r′i} =


{r}

1+Ci
{r} ≤ 1

2 + 1
2Ci

{r}−Ci

1−Ci
{r} ≥ 1

2 + 1
2Ci.

(5.2)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ϕ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ íà îòðåç-
êå [0, 1), òî âûðàæåíèÿ Ci = 1

4 min ({ϕ′i}, 1− {ϕ′i}) ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0, 1

8 ]. Ïðè ýòîì, åñëè Ci = 0, òî ãðàôèê
âûðàæåíèÿ (5.2) åñòü ãðàôèê òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, à
åñëè Ci > 0, òî ãðàôèê âûðàæåíèÿ (5.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
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ëîìàíóþ èç äâóõ çâåíüåâ, êîòîðàÿ ñòðîãî íèæå ãðàôèêà òîæ-
äåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ íà âíóòðåííîñòè îòðåçêà [0, 1] è ïå-
ðåñåêàåòñÿ ñ ãðàôèêîì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êàõ
(0, 0) è (1, 1). Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ëþáîé òî÷êè öèëèíäðà, ó êî-
òîðîé äðîáíàÿ ÷àñòü åå r-êîîðäèíàòû {r} 6= 0, åñëè åå ïðîîáðàç
ïîä äåéñòâèåì f íå ëåæèò íà ïðÿìîé ϕ = 0, òî ó åå ïðîîáðà-
çà äðîáíàÿ ÷àñòü åå r-êîîðäèíàòû áóäåò ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ó
èñõîäíîé òî÷êè.
Íåéòðàëüíûå èòåðàöèè ïðÿìîé ϕ = const âñþäó ïëîòíû â öè-

ëèíäðå. Êðîìå òîãî, îêðóæíîñòè r = 0 mod 1 èíâàðèàíòíû, è
íà íèõ îòîáðàæåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì ðàñòÿãèâàþùèì
îòîáðàæåíèåì 2ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòè r = 0 mod 1 ÿâ-
ëÿþòñÿ íåéòðàëüíûì ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ ñâîèõ òî-
÷åê.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-

æåíî ñàìî ñ ñîáîé ñ ïîìîùüþ ãîìåîìîðôèçìà ñäâèãà r 7→ r+1.
Êàê ñëåäñòâèå, íà âñåõ çàìêíóòûõ êîëüöàõ Uk ìåæäó îêðóæ-
íîñòÿìè r = k è r = k + 1 äèíàìèêà îäèíàêîâà ñ òî÷íîñòüþ äî
ñäâèãà r 7→ r+1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî îäíî
êîëüöî.
Ðàññìîòðèì çàìêíóòîå êîëüöî U0, îãðàíè÷åííîå îêðóæíî-

ñòÿìè r = 0 è r = 1. Ïî ïîñòðîåíèþ âñå òî÷êè öèëèíäðà áëóæ-
äàþùèå, à êîëüöà ìåæäó îêðóæíîñòÿìè r = 0 mod 1 ÿâëÿþòñÿ
íåéòðàëüíî èíâàðèàíòíûìè. Ïîýòîìó U0 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé îêðåñòíîñòüþ âòîðîãî ðîäà1 è äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U0,
O⊥f (x) ⊂ U0. Ïîñêîëüêó U0 çàìêíóòî, òî è⊥(x) ⊂ U0. Äëÿ òî÷åê

x ∈ Int(U0) êîíêðåòíûé âèä ìíîæåñòâ ⊥(x) çàâèñèò îò ñâîéñòâ
îòîáðàæåíèÿ f .
Äëÿ ëþáîãî îòðåçêà Iφ0 , îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì êîîð-

äèíàòíîé ïðÿìîé ϕ = φ0 c çàìêíóòûì êîëüöîì U0, ìíîæåñòâî
∪
m
f−m(fm(Iφ0)) ïëîòíî â çàìêíóòîì êîëüöå U0.

1Ñì. ðàçäåë 4.6 â [2].
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Ðàññìîòðèì îòðåçîê I0 = U0 ∩ {ϕ = 0}. Ýòîò îòðåçîê óäî-
áåí òåì, ÷òî äëÿ ëþáîé åãî âíóòðåííåé òî÷êè x ∈ Int(I0) îáðà-
çû ýòîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåéòðàëüíûõ
îòîáðàæåíèé f−n◦fn íàêàïëèâàþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ ê îêðóæ-
íîñòè r = 0. Äîêàæåì ýòîò ôàêò.
Ôóíêöèÿ d(r, ϕ) âûáðàíà òàê, ÷òî êîãäà ϕ = 0, òî d(r, ϕ) = 0.

Ïîýòîìó fn ((r, 0)) = (r + n, 0) äëÿ ëþáîé òî÷êè âèäà (r, 0) è
n ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè èç I0 òàêæå èìåþò âèä (r, 0).
Ðàññìîòðèì âûøåïðèâåäåííîå âûðàæåíèå (5.2) äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ ïðîîáðàçîâ òî÷êè ïîä äåéñòâèåì f−1. Ïðèìåíÿÿ åãî ê
âû÷èñëåíèþ f−n èç òî÷åê (r+ n, 0) ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ äðó-
ãèõ òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè (r, 0) ϕ 6= 0, ïîýòîìó,
êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, èç âûðàæåíèÿ (5.2) ñëåäóåò, ÷òî
äðîáíàÿ ÷àñòü åå r-êîîðäèíàòû áóäåò ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì ó èñ-
õîäíîé òî÷êè.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè èç âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0 íå ÿâëÿ-

þòñÿ ⊥-ðåêóððåíòíûìè, è äëÿ ëþáîé òî÷êè èç âíóòðåííîñòè
îòðåçêà I0 åå íåéòðàëüíûå èòåðàöèè âñå äàëüøå ñäâèãàþòñÿ
ïî íàïðàâëåíèþ ê îêðóæíîñòè r = 0. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê
óñòðîåíî íåéòðàëüíî ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ýòèõ òî÷åê? Ñî-
ñòîèò ëè îíî èç îêðóæíîñòè r = 0, èëè òóäà âõîäÿò è äðóãèå
òî÷êè?
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå f è âûðàæåíèå (5.2), íåéòðàëüíûå

èòåðàöèè òî÷åê ìîæíî ÿâíî è òî÷íî âû÷èñëèòü. Ê ïðèìåðó,
ðàññìîòðèì íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå òî÷êè A = (1

2 , 0).
Íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå ñîñòîèò èç òî÷åê f−n(fn(A)). Åãî ìîæ-

íî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ �íåéòðàëü-
íûõ èòåðàöèé�, ìíîæåñòâ ∆k = f−k(fk(A)) \ f−(k−1)(fk−1(A)).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∆0 = {A} =
{

(1
2 , 0)

}
,

∆1 = f−1(f1(A)) \ {A} =
{

(4
9 ,

1
2)
}
,

∆2 =
{

( 64
153 ,

1
4), ( 64

153 ,
3
4)
}
,

∆3 =
{

(2048
5049 ,

1
8), (2048

5355 ,
3
8), (2048

5355 ,
5
8), (2048

5049 ,
7
8)
}
.
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Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f ñèììåòðè÷íî ïî ϕ îòíîñèòåëü-
íî èíâîëþöèè ϕ 7→ 1− ϕ, ïîýòîìó íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå è ìíî-
æåñòâà ∆k òàêæå ñèììåòðè÷íû. Ñîîòâåòñòâåííî, äîñòàòî÷íî
óêàçàòü òîëüêî ïîëîâèíó ýòèõ ìíîæåñòâ. Â ÷àñòíîñòè,

∆4 =
{

(131072
328185 ,

1
16), (131072

358785 ,
3
16), (131072

369495 ,
5
16), (131072

358479 ,
7
16), . . .

}
,

∆5 =
{

(16777216
42335865 ,

1
32), (16777216

47000835 ,
3
32), (16777216

49142835 ,
5
32), (16777216

48394665 ,
7
32),

(16777216
49111623 ,

9
32), (16777216

51359805 ,
11
32), (16777216

50588685 ,
13
32), (16777216

46930455 ,
15
32), . . .

}
.

Êàê ìû âèäèì, ñ êàæäîé íîâîé �íåéòðàëüíîé èòåðàöèåé�
ìíîæåñòâîì ∆k, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå r-êîîðäèíàòû òî÷åê
ìíîæåñòâà ∆k óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ðàññóæäåíèÿ
âûøå. Îäíàêî ýòîò ìàêñèìóì íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ê ïðèìå-
ðó, ñðåäè òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A = (1

2 , 0) åñòü
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå
B = (0.393208 . . . , 0) ∈ I0.
Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ôàêòå ïîäðîáíåå. Ïîñêîëüêó òî÷íûå

çíà÷åíèÿ â âèäå äðîáåé òî÷åê èç íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè
A äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêè, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî f èìååò òðå-
óãîëüíûé âèä, è ââåäåì êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ òî÷åê íåé-
òðàëüíûõ ñå÷åíèé. Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òî÷êè öèëèíäðà íà
êàæäîé ïðÿìîé ϕ = const ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå îäíîé òî÷êè åå
íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ, ââåäåì äëÿ òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ
îáîçíà÷åíèÿ âèäà Aϕ, ãäå A� òî÷êà, äëÿ êîòîðîé ðàññìàòðè-
âàåòñÿ íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå, ϕ � óãëîâàÿ êîîðäèíàòà îáîçíà÷à-
åìîé òî÷êè íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A. Ê ïðèìåðó, òî÷êó
(4

9 ,
1
2) îáîçíà÷èì ÷åðåç A 1

2
, à èñõîäíàÿ òî÷êà A = (1

2 , 0) ïîëó÷èò

äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå A0.
Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñõîäÿùèåñÿ ê B ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìîæíî çàïèñàòü êàê (A 1
2n

) è (A1− 1
2n

). Ýòè äâå ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ñèììåòðè÷íû è ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà ñ ïîìîùüþ
èíâîëþöèè ϕ 7→ 1− ϕ.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíî

ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå B. Èç-çà ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ýòî
òîëüêî äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A 1

2n
).
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Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó f ñàìîñîïðÿæåíî ñ ïîìîùüþ ñäâèãà
r 7→ r+ 1, òî äëÿ f ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ èòåðàöèé íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ, îòëè÷íûé îò ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâ f−n(fn(x)). Èìåííî, ïóñòü ó
íàñ âû÷èñëåíî ìíîæåñòâî f−n(fn(x)). Ñäâèíåì åãî òî÷êè îòîá-
ðàæåíèåì r 7→ r + 1. Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè, ïîëó÷åííûå
òî÷êè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó f−n(fn+1(x)), è ìû çà îäèí øàã

ìîæåì ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî f−(n+1)(fn+1(x)), ïðîñòî ïðèìåíèâ
âûðàæåíèå (5.2). Ïðè ýòîì ñäâèã r 7→ r+ 1 è øàã br′ic = brc− 1
èç âûðàæåíèÿ (5.2) âçàèìíî êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, ïîýòî-
ìó òàì äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ {r′i}, äîáàâëÿÿ öåëóþ ÷àñòü, âçÿòóþ èç èñõîäíûõ òî÷åê.
Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òî÷åê çàìêíóòîãî öèëèíäðà U0 öåëàÿ ÷àñòü
ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó äëÿ íèõ âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ {r′i}
ìîæíî èñïîëüçîâàòü íàïðÿìóþ. Ê ïðèìåðó, òî÷êè A 1

8
è A 5

8

ìîæíî íàïðÿìóþ ïîëó÷èòü èç òî÷êè A 1
4
, èñïîëüçóÿ (5.2). Ýòîò

ñïîñîá âû÷èñëåíèé ñóùåñòâåííî óïðîùàåò äàëüíåéøèå ðàññóæ-
äåíèÿ.
Âåðíåìñÿ ê âûøåïðèâåäåííûì òî÷íûì çíà÷åíèÿì òî÷åê Aϕ

ïåðâûõ 5 èòåðàöèé íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A. Óæå íà-
÷èíàÿ ñ 4-é èòåðàöèè, ó ýòèõ òî÷åê, êðîìå òî÷åê A 1

16
è A 15

16
,

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (A 1
2n

) è (A1− 1
2n

),

çíà÷åíèå r-êîîðäèíàòû ìåíüøå 0.38, ÷òî ìåíüøå, ÷åì ó òî÷-
êè B. Ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåííûå èç íèõ ñ ïîìîùüþ (5.2)
ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A
áóäóò èìåòü åùå ìåíüøåå çíà÷åíèå r-êîîðäèíàòû. Âûøå çíà-
÷åíèÿ 0.38 ìîãóò áûòü òîëüêî òî÷êè, âû÷èñëåííûå èç A 1

16
è

A 15
16
.

A 15
16
è äðóãèå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A1− 1

2n
) ìû ðàññìàò-

ðèâàòü íå áóäåì, òàê êàê îíè ñèììåòðè÷íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(A 1

2n
) è äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî âñå òî æå, ÷òî è äëÿ òî÷åê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè (A 1
2n

).
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Ðàññìîòðèì, ÷òî ìîæíî âû÷èñëèòü èç A 1
16
. Ýòî òî÷êè A 1

32

è A 17
32
. A 1

32
ïðèíàäëåæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A 1

2n
). Ðàññìîò-

ðèì A 17
32
. A 17

32
âû÷èñëåíà èç A 1

16
. Ñðàâíèì åå ñ A 9

16
, êîòîðàÿ

âû÷èñëåíà èç A 1
8
. Äëÿ ýòèõ òî÷åê âûðàæåíèå (5.2) èìååò âèä

{r′i} = {r}
1+Ci

. Ïî ñðàâíåíèþ ñ A 9
16
, ó A 17

32
çíà÷åíèå èñõîäíîé r-

êîîðäèíàòû ìåíüøå, òàê êàê âçÿòî ó A 1
16
, à íå A 1

8
, à âûðàæåíèå

1 + Ci áîëüøå, òàê êàê
17
32 áëèæå ê

1
2 , ÷åì

9
16 . Ïîýòîìó r-êîîðäè-

íàòà òî÷êè A 17
32
ìåíüøå, ÷åì ó òî÷êè A 9

16
, ñëåäîâàòåëüíî, òàê-

æå ìåíüøå 0.38. Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ýòî æå ñïðàâåäëèâî
è äëÿ âñåõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A 2n−1+1

2n
), âû÷èñëÿåìûõ

èõ òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (A 1
2n−1

).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, äåéñòâèòåëüíî ëè ó òî÷åê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (A 1

2n
) r-êîîðäèíàòà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Âû÷èñëèì

ÿâíî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ϕ-êîîðäèíàòà òî÷êè A 1
2n

� ýòî 1
2n .

Â ñîîòíîøåíèè {r′0} = {r}
1+C0

, C0 = 1
4 min ({ϕ′0}, 1− {ϕ′i}) = 1

4ϕ
′
0,

òàê êàê ϕ′0 ≤ 1
2 . Ïîýòîìó C0 = 1

2n+2 è 1
1+C0

= 2n+2

2n+2+1
. r-êîîð-

äèíàòà òî÷êè A 1
2
ðàâíà 4

9 , êàê ñëåäñòâèå, èç ñîîòíîøåíèÿ (5.2)

r-êîîðäèíàòà òî÷êè A 1
2n

èìååò âèä 4
9

∏n
k=2

2k+2

2k+2+1
. Ýòî âûðà-

æåíèå íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
(A 1

2n
) íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A äåéñòâèòåëüíî ñõîäèòñÿ

ê íåêîòîðîé òî÷êå, ëåæàùåé âûøå îêðóæíîñòè r = 0, êîòîðóþ
ìû îáîçíà÷èì êàê

B =

(
lim
n→∞

4

9

n∏
k=2

2k+2

2k+2 + 1
, 0

)
= (0.393208 . . . , 0).

Ïîñêîëüêó ó îñòàâøèõñÿ òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A
çíà÷åíèå r-êîîðäèíàòû ìåíüøå 0.38, òî è ó èõ ïðåäåëüíûõ òî-
÷åê çíà÷åíèå r-êîîðäèíàòû òàêæå ìåíüøå 0.38.
Ñëåäîâàòåëüíî, B �èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà íåéòðàëüíîãî ïðå-

äåëüíîãî ìíîæåñòâà ⊥(A).
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Âûøå ìû ðàññìîòðåëè íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå åäèíñòâåííîé
òî÷êè A = (1

2 , 0) èç âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0. Îäíàêî åñëè r-

êîîðäèíàòà òî÷êè îòðåçêà I0 ìåíüøå ëèáî ðàâíà
1
2 , òî âûðàæå-

íèå (5.2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ r-êîîðäèíàò èõ íåéòðàëüíûõ èòåðà-

öèé èìååò âèä {r′i} = {r}
1+Ci

, à, ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíî çàâèñèò
îò íà÷àëüíîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà îòðåçêå I0. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ó òî÷åê îòðåçêà I0 ñ r-êîîðäèíàòîé â èíòåðâàëå (0, 1

2 ] èõ
íåéòðàëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî â òî÷íîñòè ïîäîáíî âûøå-
îïèñàííîìó íåéòðàëüíîìó ïðåäåëüíîìó ìíîæåñòâó ⊥(A), òîëü-
êî ñæàòîìó ïî r-êîîðäèíàòå ïðîïîðöèîíàëüíî ðàñïîëîæåíèþ
ýòèõ òî÷åê ìåæäó òî÷êîé A = (1

2 , 0) è îêðóæíîñòüþ r = 0.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè îòðåçêà I0 ìåæäó òî÷êîé B è

îêðóæíîñòüþ r = 0 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó íåéòðàëüíî ïðå-
äåëüíûõ òî÷åê Lim⊥(f).
Íà ñàìîì äåëå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè îòðåçêà I0 ïðè-

íàäëåæàò ìíîæåñòâó íåéòðàëüíî ïðåäåëüíûõ òî÷åê Lim⊥(f).
Äëÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âûøå òî÷êè (1

2 , 0), ðàññóæäåíèÿ
íåñêîëüêî óñëîæíÿþòñÿ, òàê êàê ïîëíîå âûðàæåíèå (5.2) äëÿ
âû÷èñëåíèÿ r-êîîðäèíàò èìååò äâà âàðèàíòà, â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, âûøå èëè íèæå r-êîîðäèíàòà çíà÷åíèÿ 1

2 + 1
2Ci. Îäíà-

êî, åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî âûñîêî ðàñïîëîæåííóþ òî÷êó, íà-
ïðèìåð, òî÷êó (3

4 , 0), òî òî÷êè åå íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ϕ-

êîîðäèíàòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1
2n ), áó-

äóò èìåòü r-êîîðäèíàòó, áîëüøóþ, ÷åì 1
2 . Ýòî ìîæíî äîêàçàòü,

ïîëíîñòüþ ïîâòîðèâ äëÿ òî÷êè (3
4 , 0) ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå èñ-

ïîëüçîâàëèñü äëÿ (1
2 , 0), òîëüêî çàìåíèâ òàì âûðàæåíèå äëÿ

âû÷èñëåíèÿ r-êîîðäèíàò íåéòðàëüíûõ èòåðàöèé ñ {r′i} = {r}
1+Ci

íà {r′i} = {r}−Ci

1−Ci
. Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êè íåéòðàëü-

íîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè (3
4 , 0) ñ ϕ-êîîðäèíàòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1
2n ), ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå, òàêæå

ïðèíàäëåæàùåé âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0. Èç ëèíåéíîñòè îòîá-

ðàæåíèÿ {r′i} = {r}−Ci

1−Ci
ýòîò æå ôàêò èìååò ìåñòî è äëÿ âñåõ

òî÷åê âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0, ðàñïîëîæåííûõ âûøå òî÷êè
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(3
4 , 0), à òàêæå äëÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íèæå òî÷êè (3

4 , 0),
íî âûøå íåêîòîðîãî ïðåäåëà.
Ðàññìîòðèì òî÷êè âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0, ðàñïîëîæåííûå

ìåæäó òî÷êàìè (1
2 , 0) è (3

4 , 0). Ñïóñêàÿñü îò òî÷êè (3
4 , 0) ê òî÷-

êå (1
2 , 0), ñíà÷àëà âñå òî÷êè íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè (x, 0)

ñ ϕ-êîîðäèíàòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1
2n ),

áóäóò èìåòü r-êîîðäèíàòó, áîëüøóþ, ÷åì 1
2 è äîêàçàòåëüñòâî

ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ òî÷êè (3
4 , 0). Çàòåì, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðî-

ãî çíà÷åíèÿ r-êîîðäèíàòû, òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê áóäåò

âû÷èñëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ {r′i} = {r}−Ci

1−Ci
, à áåñêîíå÷-

íîå ÷èñëî òî÷åê � ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ {r′i} = {r}
1+Ci

. Â ýòîì

ñëó÷àå ñõîäèìîñòü òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè (x, 0) ñ
ϕ-êîîðäèíàòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1

2n ) ê
íåêîòîðîé òî÷êå, ïðèíàäëåæàùåé âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0, äî-
êàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òî÷êè (1

2 , 0).
Ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (x, 0) èç

âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0 ìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïî-
ñòàâèòü íàèâûñøóþ ïî r-êîîðäèíàòå òî÷êó åå íåéòðàëüíî ïðå-
äåëüíîãî ìíîæåñòâà, ïðè÷åì ýòà íàèâûñøàÿ òî÷êà íåéòðàëüíî
ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà òàêæå íàõîäèòñÿ âî âíóòðåííîñòè îò-
ðåçêà I0 è ïðè÷åì ñòðîãî íèæå èñõîäíîé òî÷êè. Îáîçíà÷èì r-
êîîðäèíàòó íàèâûñøåé òî÷êè ÷åðåç max⊥(x). max⊥(x) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] â ñå-
áÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî max⊥(x) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò x. Çàôèêñè-

ðóåì òî÷êó (x, 0) âî âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0. Äëÿ ëþáîãî äî-
ñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 îáå òî÷êè (x ± ε, 0) òàêæå ïðèíàäëå-
æàò âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0. Îáðàçû îòðåçêà I0 ïîä äåéñòâè-
åì îòîáðàæåíèé f−n◦fn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íûå íàáîðû
îòðåçêîâ Iϕ, ãäå ϕ � íåêîòîðûé ïðîîáðàç 0 îòíîñèòåëüíî îòîá-
ðàæåíèÿ 2nϕ. Êàæäûé èç îòðåçêîâ Iϕ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðô-
íûì îáðàçîì îòðåçêà I0 ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé âåòâè îòîá-
ðàæåíèÿ f−n ◦ fn. Ïîýòîìó íà êàæäîì èç îòðåçêîâ Iϕ áóäåò â
òî÷íîñòè ïî îäíîé òî÷êå íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷åê (x, 0) è
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(x±ε, 0), ïðè÷åì â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è íà Iϕ. Êàê ñëåäñòâèå,
íåéòðàëüíîå ñå÷åíèå òî÷êè (x, 0) è ëþáûå åãî ïîäìíîæåñòâà
ìàæîðèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäìíîæåñòâàìè íåéòðàëü-
íûõ ñå÷åíèé âûøå è íèæå ðàñïîëîæåííûõ òî÷åê (x± ε, 0).
Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íåé-

òðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè (x, 0) è òî÷åê (x ± ε, 0) ñ ϕ-êîîð-
äèíàòàìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( 1

2n ), ñõîäÿò-
ñÿ, èç ýòîãî ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü çàâèñèìîñòè r-êîîðäèíàòû
max⊥(x) íàèâûñøåé òî÷êè íåéòðàëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæå-
ñòâà òî÷êè (x, 0) îò âûáîðà èñõîäíîé òî÷êè (x, 0).
Îòîáðàæåíèå max⊥(x) îòðåçêà [0, 1] â ñåáÿ ìîíîòîííî è

íåïðåðûâíî, ñëåäîâàòåëüíî, ýòî ãîìåîìîðôèçì. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî âñå òî÷êè âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0 ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó íåéòðàëüíî ïðåäåëüíûõ òî÷åê Lim⊥(f). À òàê êàê òî÷-
êè îêðóæíîñòè r = 0 ⊥-ðåêóððåíòíûå, òî îíè ïî îïðåäåëå-
íèþ òîæå ïðèíàäëåæàò Lim⊥(f). Èç ñîïðÿæåííîñòè ñäâèãîì
r 7→ r+1 ñëåäóåò, ÷òî âñÿ ïðÿìàÿ ϕ = 0 ïðèíàäëåæèò Lim⊥(f).
Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Lim⊥(f) çàìêíóòî, à íåéòðàëüíûå îáðà-
çû ïðÿìîé ϕ = 0 âñþäó ïëîòíû â öèëèíäðå, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî íåéòðàëüíî ïðåäåëüíûõ òî÷åê Lim⊥(f) ñîâïà-
äàåò ñî âñåì öèëèíäðîì.
Çàìåòèì, ÷òî íåéòðàëüíûå èòåðàöèè f−n ◦fn, n ≥ 1, ïåðåâî-

äÿò íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ â íåéòðàëüíûå ñå÷åíèÿ, à ñõîäÿùèåñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ â ñõîäÿ-
ùèåñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîýòîìó íåéòðàëüíûå ïðåäåëü-
íûå ìíîæåñòâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñàìîïîäîáíû è îáëàäàþò
ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé. Ê ïðèìåðó, ó íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ
òî÷êè A = (1

2 , 0) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (A 1
2n

) ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå

B = (0.393208 . . . , 0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè íåé-
òðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè B íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òî÷åê íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A, êîòîðàÿ ê íåé ñõîäèòñÿ.
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Äàëåå, äëÿ òî÷êè B íàèâûñøåé òî÷êîé åå íåéòðàëüíî ïðåäåëü-
íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ òî÷êà B′ = (0.309225 . . . , 0), ê êîòî-
ðîé ñõîäèòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (B′1

2n
) òî÷åê åå íåéòðàëü-

íîãî ñå÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, B′ è âñå òî÷êè åå íåéòðàëüíîãî
ñå÷åíèÿ òàêæå âõîäÿò â ìíîæåñòâî ⊥(A) è ò.ä. Ðèñóíîê 5.1 äàåò
íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå, êàê óñòðîåíî ìíîæåñòâî ⊥

((
3
4 , 0
))
.

Ðèñ. 5.1. Ïåðâûå 20 èòåðàöèé íåéòðàëüíîãî ñå-
÷åíèÿ òî÷êè (3

4 , 0). Ëåâûé íèæíèé óãîë U0.
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òî÷êè âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0 íåé-
òðàëüíî íåáëóæäàþùèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìàëóþ îêðåñò-
íîñòü Dε ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (x, 0), ÿâëÿþùóþñÿ âíóòðåííî-
ñòüþ êâàäðàòà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè (x− ε,−ε), (x+ ε,−ε),
(x+ ε,+ε), (x− ε,+ε).
Êàê ïîêàçàíî âûøå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè C2 = (x2, 0) èç

âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0 íàéäóòñÿ C1 = (x1, 0) è C0 = (x0, 0),
x0 > x1 > x2, òàêèå, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (C1

1
2n

) íåé-

òðàëüíûõ ñå÷åíèé òî÷êè C1 ñòðåìèòñÿ ê C2 = (x2, 0), à ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (C0

1
2n

) íåéòðàëüíûõ ñå÷åíèé òî÷êè C0 ñòðå-

ìèòñÿ ê C1 = (x1, 0).
Òîãäà â ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè C2 ñîäåð-

æèòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê (C1

1
2n

) íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè C1, ñõîäÿùàÿñÿ ê C2,

è íåêîòîðûé íàáîð ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåéòðàëüíîãî ñå-
÷åíèÿ òî÷êè C0, ñõîäÿùèåñÿ ê òî÷êàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê (C1

1
2n

), ñîäåðæàùèìñÿ â îêðåñòíîñòè U . Îáîçíà÷èì ìíî-

æåñòâî óãëîâûõ êîîðäèíàò òî÷åê ýòèõ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè C0 ÷åðåç E(U).
Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ ëþáîé ïðîèçâîëüíî ìàëîé îêðåñòíîñòè

U òî÷êè C2 ìîæíî âûáðàòü äâà äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñ-
ëà (îáîçíà÷èì èõ d1

2m1 è d2
2m2 ), êîòîðûå ïðèíàäëåæàò E(U) è,

ñëåäîâàòåëüíî, òàêèå, ÷òî òî÷êè C0
di

2mi

∈ U .
Ðàññìîòðèì âåòâü íåéòðàëüíîé èòåðàöèè, êîòîðàÿ ïåðåâîäèò

òî÷êó C2 â òî÷êó åå íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ C2
d2

2m2 −
d1

2m1

. Îáîçíà-

÷èì åå ÷åðåç h d2
2m2 −

d1
2m1

. Ýòî ãîìåîìîðôèçì, ýëåìåíò ãðóïïû àâ-

òîìîðôèçìîâ íàêðûòèÿ äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè f . Ýòà æå âåòâü
íåéòðàëüíîé èòåðàöèè h d2

2m2 −
d1

2m1

ïåðåâîäèò òî÷êó C0
d1

2m1

â C0
d2

2m2

.

Íî C0
di

2mi

∈ U . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè

U èìååì, ÷òî

h d2
2m2 −

d1
2m1

(U) ∩ U 6= ∅.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà C2 �íåéòðàëüíî íåáëóæäàþùàÿ.
Èñêîìîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè
C2.
Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðèìåðîì

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ, ó êîòîðîãî åñòü ⊥-íåáëóæäàþùàÿ
òî÷êà, ÿâëÿþùàÿñÿ ⊥-ïðåäåëüíîé, íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ ⊥-ðåêóð-
ðåíòíîé. 2

Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ⊥-íåáëóæäàþùèå òî÷êè, íå ÿâëÿþ-
ùèåñÿ ⊥-ðåêóððåíòíûìè, áûëè ⊥-ïðåäåëüíûìè.

Ïðèìåð 5.2. Ïðèìåð îòîáðàæåíèÿ, èìåþùåãî ⊥-íåáëóæäà-
þùèå, íî íå ⊥-ïðåäåëüíûå (è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ⊥-ðåêóððåíò-
íûå) òî÷êè.

Ïîñòðîåíèå. Çàìåíèì â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå 5.1 ôóíêöèþ
d(r, ϕ) íà

d(r, ϕ) =
1

4
2
√

min ({r}, 1− {r}) 4
√

min ({ϕ}, 1− {ϕ}).

Êàê è â ïðèìåðå âûøå, áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíîìó âèäó ôóíê-
öèè d(r, ϕ), îòîáðàæåíèå f−1, îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ f , ìîæ-
íî âûïèñàòü ÿâíî. Ïóñòü f ((r′, ϕ′)) = (r, ϕ). Îòîáðàæåíèå f
òàêæå èìååò òðåóãîëüíûé âèä, è ϕ′ ìîæíî ðàçðåøèòü ÷åðåç ϕ
íåçàâèñèìî îò r è r′. Êàê è â ïðèìåðå 5.1, äëÿ ϕ′ èìååòñÿ 2
çíà÷åíèÿ: ϕ′0 = ϕ

2 è ϕ′1 = (ϕ2 + 1
2) mod 1. Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì

C0 = 1
4

4
√

min ({ϕ′0}, 1− {ϕ′0}) è C1 = 1
4

4
√

min ({ϕ′1}, 1− {ϕ′1}).
Òîãäà äëÿ r′0 è r

′
1 âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

r′i + 1 + Ci
2

√
min ({r′i}, 1− {r′i}) = r

Çàïèøåì r′i, i ∈ {0, 1}, êàê ñóììó öåëîé br′ic è äðîáíîé {r′i}
÷àñòåé:

br′ic+ {r′i}+ 1 + Ci
2

√
min ({r′i}, 1− {r′i}) = brc+ {r}.

Êàê è â ïðèìåðå âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî

{r′i}+ Ci
2

√
min ({r′i}, 1− {r′i}) = {r}.
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Òîãäà {r′i} ðàçðåøàåòñÿ ÷åðåç {r} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{r′i} =


{r} − Ci

(
2

√
C2

i
4 + {r} − Ci

2

)
{r′i} ≤ 1− {r′i}

{r} − Ci
(
Ci
2 +

2

√
C2

i
4 + 1− {r}

)
{r′i} ≥ 1− {r′i}.

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ {r′i} ≤ 1− {r′i} è {r′i} ≥ 1− {r′i} âûðàæåíû
â òåðìèíàõ èñêîìîé âåëè÷èíû {r′i}, èõ óäîáíåå ïåðåïèñàòü â
òåðìèíàõ ñðàâíåíèÿ {r} ñ íåêîòîðûì ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì.
Åñëè {r′i} ≤ 1−{r′i}, òî {r′i} ≤ 1

2 , ñëåäîâàòåëüíî, {r} ≤
1
2 + 1√

2
Ci.

È íàîáîðîò, åñëè {r′i} ≥ 1 − {r′i}, òî {r′i} ≥ 1
2 , ñëåäîâàòåëüíî,

{r} ≥ 1
2 + 1√

2
Ci. Òîãäà, çíàÿ ϕ

′
i, r
′
i ìîæíî îäíîçíà÷íî âû÷èñëèòü

÷åðåç r è ϕ′i:

br′ic = brc − 1 (5.3)

{r′i} =


{r} − Ci

(
2

√
C2

i
4 + {r} − Ci

2

)
{r} ≤ 1

2 + 1√
2
Ci

{r} − Ci
(
Ci
2 +

2

√
C2

i
4 + 1− {r}

)
{r} ≥ 1

2 + 1√
2
Ci.

Âîñïîëüçóåìñÿ òàêèìè æå îáîçíà÷åíèÿìè U0, I0, ÷òî è â ïðè-
ìåðå âûøå. Ìîæíî ïîêàçàòü ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè A = (x, 0) âíóòðåííîñòè îòðåçêà I0 ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê (A 1

2n
) íåéòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ òî÷êè A = (x, 0)

ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (0, 0).
Êàê ñëåäñòâèå, òî÷êè èç âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà U0 íå ÿâ-

ëÿþòñÿ ⊥-ïðåäåëüíûìè òî÷êàìè.
Ïîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè èç âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâà U0 ⊥-

íåáëóæäàþùèå. Òàê êàê íåéòðàëüíûå èòåðàöèè îòðåçêà I0 âñþ-
äó ïëîòíû â U0, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òî÷êè èç âíóòðåííîñòè
îòðåçêà I0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A ∈ Int I0. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàëóþ îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü U òî÷êè
A. Ïóñòü òî÷êà A èìååò êîîðäèíàòû (x, 0). Ðàññìîòðèì îêðóæ-
íîñòü r = x, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó A. Òàê êàê U � îòêðûòàÿ
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îêðóæíîñòü, íàéäåòñÿ ε > 0 òàêîå, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ îêðåñò-
íîñòü Bε(A) ðàäèóñà ε âîêðóã òî÷êè A ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ
â U .

A

A'

B'

B

U

Ðèñ. 5.2. Ê ïðèìåðó 5.2.

Ïóñòü B ∈ Bε(A) ∩ {r = x} ∩ ∪∞n=0f
−n(fn(I0))� òî÷êà íà

îêðóæíîñòè r = x, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â Bε(A) è â íåêîòî-
ðîé íåéòðàëüíîé èòåðàöèè I0. Ïóñòü òî÷êà B èìååò êîîðäè-
íàòû (−ϕ′, x). Ïîñêîëüêó B ëåæèò íà íåéòðàëüíîé èòåðàöèè
îòðåçêà I0, íàéäåòñÿ hϕ′ � ãîìåîìîðôèçì ãðóïïû èòåðèðîâàí-
íîé ìîíîäðîìèè, êîòîðûé ñäâèãàåò îòðåçîê, íà êîòîðîì ëåæèò
òî÷êà B, â îòðåçîê I0. Íî òîãäà ïðè ýòîì îòðåçîê I0 ïåðåéäåò â
îòðåçîê I ′ϕ. Ïîñêîëüêó òî÷êè îòðåçêà I0 âûøå âñåõ ñâîèõ íåé-
òðàëüíûõ èòåðàöèé, òî òî÷êà A ïåðåéäåò â òî÷êó A′, êîòîðàÿ
áóäåò íèæå òî÷êè A, à òî÷êà B ïåðåéäåò â òî÷êó B′, êîòîðàÿ
áóäåò âûøå òî÷êè A. Íî òîãäà îòðåçîê BA îêðóæíîñòè r = x
ïåðåéäåò â îòðåçîê B′A′ çàìêíóòîé êðèâîé hϕ′({r = x}), êî-
òîðûé òàê æå, êàê è îòðåçîê BA, ïåðåñåêàåò êàæäóþ êîîðäè-
íàòíóþ ïðÿìóþ ϕ = const â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Ýòà ñèòóà-
öèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 5.2. Òàê êàê îòðåçîê B′A′ òàê æå,
êàê è îòðåçîê BA, ïåðåñåêàåò êàæäóþ êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ
ϕ = const â åäèíñòâåííîé òî÷êå, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ åãî ñäâè-
ãîì ïîä äåéñòâèåì hϕ′ , òî÷êà A

′ íèæå òî÷êè A, à òî÷êà B′ âûøå
òî÷êè A, òî îòðåçîê B′A′ ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü r = x â øàðå
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Bε(A). Íî îòðåçîê B′A′ ïî ïîñòðîåíèþ ëåæèò â hϕ′(U). Ñëåäî-
âàòåëüíî, U ∩ hϕ′(U) 6= ∅ è U íåëüçÿ âûäåëèòü èç ìíîæåñòâà
∪hϕ∈Gf∞hϕ(U) êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè.
Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà îêðåñòíîñòè U ñëåäóåò, ÷òî òî÷-

êà A ⊥-íåáëóæäàþùàÿ. Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà òî÷êè A
ñëåäóåò, ÷òî âñå òî÷êè èç âíóòðåííîñòè I0 ⊥-íåáëóæäàþùèå.
Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ïðèìåðîì

âíóòðåííåãî îòîáðàæåíèÿ, ó êîòîðîãî åñòü ⊥-íåáëóæäàþùàÿ
òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ⊥-ïðåäåëüíîé è ⊥-ðåêóððåíòíîé. 2
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