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We consider two classes of smooth functions with three critical values on
smooth closed surface of genus g ≥ 1, that possess only one (degenerate)
saddle critical point in addition to k local maxima and l local minima.
Namely: Ck,l(Mg) is the class of such functions on oriented surface Mg

and Ck,l(Ng) — on non-oriented surface Ng. In this paper we calculate
the number of topologically non-equivalent (minimal) functions from the
class C1,1(Mg) for all g ≥ 1 and from the class C1,1(Ng) for g = 5, 6.
Asymptotic estimate for number of topologically non-equivalent functions
from the class C1,1(Ng) (as g →∞) are also established.

Ìû ðàññìàòðèâàåì äâà êëàññà ãëàäêèõ ôóíêöèé ñ òðåìÿ êðèòè÷åñêè-
ìè çíà÷åíèÿìè íà ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ≥ 1, êîòîðûå
â äîïîëíåíèå ê k ëîêàëüíûì ìàêñèìèóìàì è l ëîêàëüíûì ìèíèìó-
ìàì èìåþò òîëüêî îäíó (âûðîæäåííóþ) ñåäëîâóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó.
Ïóñòü Ck,l(Mg)�êëàññ òàêèõ ôóíêöèé íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíî-
ñòè Mg, ñîîòâåòñòâåííî Ck,l(Ng)�íà íåîðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè
Ng. Â äàííîé ðàáîòå ïîäñ÷èòàíî ÷èñëî òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíò-
íûõ (ìèíèìàëüíûõ) ôóíêöèé èç êëàññà C1,1(Mg) äëÿ âñåõ g ≥ 1, à
èç êëàññà C1,1(Ng)�äëÿ g = 5, 6. Òàêæå ïðèâåäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå
îöåíêè äëÿ ÷èñëà òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé èç êëàññà
C1,1(Ng) ïðè g →∞.
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Âñòóï

Íåõàé (F, ∂F )� ãëàäêà ïîâåðõíÿ ç ìåæåþ ∂F (∂F ìîæå áó-
òè ïîðîæíüîþ). ×åðåç C∞(F ) ïîçíà÷èìî ïðîñòið íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà F ç ìåæåþ ∂F = ∂−F ∪ ∂+F , âñi
êðèòè÷íi òî÷êè ÿêèõ içîëüîâàíi òà ëåæàòü ó âíóòðiøíîñòi F , à
íà êîìïîíåíòi çâ'ÿçíîñòi ìåæi ∂−F (∂+F ) ôóíêöi¨ íàáóâàþòü
îäíàêîâîãî çíà÷åííÿ a (âiäïîâiäíî b).
Ôóíêöi¨ f1 òà f2 ç ïðîñòîðó C∞(F ) íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íî

åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü ãîìåîìîðôiçìè h : F 7→ F i
h′ : R1 → R1 òàêi, ùî f · h = h′ · g. Âñþäè â ïîäàëüøîìó áó-
äåìî ââàæàòè, ùî ãîìåîìîðôiçì h′ çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ. Êîëè
h çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ, ôóíêöi¨ f1 òà f2 áóäåìî íàçèâàòè O-òî-
ïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.
Íåõàé äàëi xi ∈ F � içîëüîâàíà êðèòè÷íà òî÷êà (ùî íå ¹

ëîêàëüíèì åêñòðåìóìîì) ôóíêöi¨ f ∈ C∞(F ). Â [1] Î. Î. Ïðè-
øëÿêîì äîâåäåíî, ùî ÿêùî òîïîëîãi÷íèé òèï ëiíié ðiâíÿ ôóí-
êöi¨ f ∈ C∞(F ) ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç xi çìiíþ¹òüñÿ (íå çìiíþ-
¹òüñÿ), òî â äåÿêîìó îêîëi Ui òî÷êè xi íåïåðåðâíîþ çàìiíîþ
êîîðäèíàò ôóíêöiÿ f çâîäèòüñÿ äî âèäó f = Rezni + c, ni ≥ 2,
(àáî æ äî âèäó f = Rez âiäïîâiäíî). À òàêó òî÷êó xi íàçèâàþòü
ñóòò¹âî (àáî æ, âiäïîâiäíî, íåñóòò¹âî) êðèòè÷íîþ òî÷êîþ.
×èñëî n ñóòò¹âî êðèòè÷íèõ òî÷îê xi ôóíêöi¨ f ðàçîì iç çà-

çíà÷åíèìè âèùå çíà÷åííÿìè ni íàçèâàþòü òîïîëîãi÷íèì ñèí-
ãóëÿðíèì òèïîì ôóíêöi¨ f ∈ C∞(F ).
Â ðîáîòi Â. Â. Øàðêà [2] âèâ÷åíî ïèòàííÿ ãëàäêî¨ i òîïîëî-

ãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié ç êëàñó C∞(F ). Çîêðåìà íèì
âñòàíîâëåíî, ùî iç ôiêñîâàíèì ñèíãóëÿðíèì òèïîì iñíó¹ ëèøå
ñêií÷åíå ÷èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç C∞(F ).
Îäíàê ïèòàííÿ ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåí-
òíèõ òàêèõ ôóíêöié âèÿâèëîñÿ äóæå ñêëàäíîþ i â çàãàëüíîìó
âèïàäêó íåðîçâ'ÿçàíîþ äî ñüîãîäíi ïðîáëåìîþ.
ßêùî ðîçãëÿäàòè ëèøå ôóíêöi¨ êëàñó C∞1 (F ) ⊂ C∞(F ), ó

ÿêèõ ëèøå îäíà ñóòò¹âî êðèòè÷íà òî÷êà (â ïîäàëüøîìó�
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âèðîäæåíà êðèòè÷íà òî÷êà òèïó ñiäëà), òî òîïîëîãi÷íèé ií-
âàðiàíò (¾2-êîëüîðîâèé ñïií-ãðàô¿, çàïðîïîíîâàíèé Â. Â.Øàð-
êîì) òà ïèòàííÿ ïåðåâiðêè òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi çíà÷íî
ñïðîùóþòüñÿ, à çàäà÷à ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íåå-
êâiâàëåíòíèõ òàêèõ ôóíêöié ñòà¹ áiëüø äîñÿæíîþ.
Îòæå, îáìåæèìîñÿ äàëi ðîçãëÿäîì êëàñó C∞k,l(F ) ⊂ C∞1 (F )

ôóíêöié, ÿêi (êðiì ¹äèíî¨ âèðîäæåíî¨ êðèòè÷íî¨ òî÷êè òèïó
ñiäëà) ìàþòü òî÷íî k ëîêàëüíèõ ìàêñèìóìiâ òà l ëîêàëüíèõ
ìiíiìóìiâ. ßê ñëiäó¹ ç [3] i [4], äëÿ ôóíêöié iç çàçíà÷åíîãî êëà-
ñó ïîâíèì òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì ¹ 2-êîëüîðîâà õîðäîâà n-
äiàãðàìà ïåâíîãî âèäó, ÿêà ìà¹ k ÷îðíèõ (àáî æ ñiðèõ) òà l
ñiðèõ (âiäïîâiäíî ÷îðíèõ) öèêëiâ. À ñàìå: äëÿ ôóíêöié ç êëà-
ñó Ck,l(Mg) íà îði¹íòîâàíié ïîâåðõíi ðîäó g� 2-êîëüîðîâà O-
äiàãðàìà ç n = 2g − 1 + k + l õîðäàìè [3], à äëÿ ôóíêöié ç
êëàñó Ck,l(Ng) íà íåîði¹íòîâíié ïîâåðõíi ðîäó g�N -äiàãðàìà
ç n = g − 1 + k + l õîðäàìè [4].
Çàäà÷i ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà O-òîïîëîãi÷íî òà òîïîëîãi÷íî

íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó Ck,l(M0) (íà äâîâèìiðíié ñôå-
ði) äëÿ ïåâíèõ k i l áóëî ðîçãëÿíóòî â [5], àëå ðîçâ'ÿçàíi ïîâíi-
ñòþ (äëÿ äîâiëüíèõ k, l ∈ N) ëèøå ó 2014 ð. â [6].
Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó (äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ k, l i g)

çàçíà÷åíi çàäà÷i äëÿ êëàñiâ Ck,l(Mg) i Ck,l(Ng) òàêîæ âèÿâèëèñÿ
äîñèòü âàæêèìè òà íåðîçâ'ÿçàíèìè äî ñüîãîäíi ïðîáëåìàìè.
Ïðîòå, ÿê ç'ÿñóâàëîñÿ i âæå ìîæíà êîíñòàòóâàòè, ðîçâ'ÿçàí-

íÿ çàçíà÷åíèõ çàäà÷ äëÿ âèïàäêó ìiíiìàëüíèõ ôóíêöié (òîá-
òî ïðè k = l = 1) ¹ öiëêîì äîñÿæíèìè. Òàê, íàïðèêëàä: äëÿ
îði¹íòîâíèõ ïîâåðõîíü ðîäó g = 0, 1, 2, 3 âiäïîâiäíi ÷èñëà O-
òîïîëîãi÷íî òà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó
C1,1(Mg) âïåðøå (çà äîïîìîãîþ ¾ñëiâ¿ ñïåöiàëüíîãî âèäó) áóëî
ïiäðàõîâàíî â 1999 ð. ó ðîáîòi [1]. Ó 2006 ð. â [7] (çà äîïîìîãîþ
2-êîëüîðîâèõ äiàãðàì) áóëî âñòàíîâëåíî ôîðìóëè äëÿ ïiäðà-
õóíêó òî÷íîãî ÷èñëà O-òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié
ç êëàñó C1,1(Mg) íà âèïàäîê äîâiëüíîãî g ≥ 0. Çàäà÷à æ ïðî
ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié iç çà-
çíà÷åíîãî êëàñó äî ñüîãîäíi çàëèøàëàñü íåðîçâ'ÿçàíîþ.
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Äëÿ íåîði¹íòîâíèõ ïîâåðõîíü ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâà-
ëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(Ng) áóëè âiäîìèìè ëèøå äëÿ ïî-
÷àòêîâèõ g = 1, 2, 3 i 4 òà âñòàíîâëåíi â ðîáîòàõ [1] i [4] âiä-
ïîâiäíî. Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó (äëÿ íàòóðàëüíèõ g ≥ 1) öÿ
çàäà÷à òàêîæ çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

Ðîçâ'ÿçàííþ çàäà÷ ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâi-
âàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñiâ C1,1(Mg) òà C1,1(Ng) é ïðèñâÿ÷åíî
äàíó ñòàòòþ, ÿêó ìîæíà ââàæàòè ëîãi÷íèì çàâåðøåííÿì öè-
êëó àâòîðñüêèõ ðîáiò [3], [7], [8] i [9] òà ñóòò¹âèì ïðîäîâæåí-
íÿì [4], [10].

1. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîïåðåäíi âiäîìîñòi

Ïiä ïåðåñòàíîâêîþ π áóäåìî ðîçóìiòè ái¹êòèâíå âiäîáðàæå-
ííÿ ìíîæèíè [m] = {1, 2, ...,m} íà ñåáå.

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè π =

(
1 2 ... m
π(1) π(2) ... π(m)

)
áóäåìî âè-

êîðèñòîâóâàòè ñêîðî÷åíå ïîçíà÷åííÿ π = 〈π1, π2, ..., πm〉 = 〈πi〉,
äå πi = π(i). Çîêðåìà ι = 〈1, 2, ...,m〉� òîòîæíà ïåðåñòàíîâêà.

Îçíà÷åííÿ 1.1. ×åðåç S+
m ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ïåðåñòà-

íîâîê ìíîæèíè [m], à ÷åðåç CSm�ìíîæèíó öèêëi÷íèõ ïåðå-
ñòàíîâîê ç S+

m, òîáòî òèõ ïåðåñòàíîâîê ç S+
m, ùî ¹ öèêëà-

ìè äîâæèíèm (ðîçêëàäàþòüñÿ ó öèêë ìàêñèìàëüíî¨ äîâæèíè
m). Îñòàííi áóäåìî ïîçíà÷àòè c = (c1, c2, ..., cn), äå i, ci ∈ [m],
ci = cj ⇔ i = j. Çîêðåìà (1, 2, ...,m− 1,m) = τ .

Äîáðå âiäîìî, ùî S+
m (Sm) ðàçîì ç ôóíêöiîíàëüíîþ îïåðà-

öi¹þ ◦ (¾êîìïîçèöiÿ¿, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì ¾right to left¿) ¹ ñè-
ìåòðè÷íîþ ãðóïîþ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè [m].

Îçíà÷åííÿ 1.2. Îñíàùåíîþ ïåðåñòàíîâêîþ (“signed per-
mutation” ) íàçèâàþòü ïåðåñòàíîâêó σ = 〈σi〉 ìíîæèíè [m],
â ÿêié êîæåí åëåìåíò σi îñíàùåíî çíàêîì ¾+¿ àáî æ ¾−¿.
×åðåç S±m ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ îñíàùåíèõ ïåðåñòàíîâîê
σ = 〈σi〉.
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Çàóâàæåííÿ 1.3. Îñíàùåíó ïåðåñòàíîâêó σ ∈ S±m ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê ái¹êöiþ ìíîæèíè [±m] = {1, 2, ...,m,−1, ...,−m}, äå
σ(i) = σi òà σ(−i) = −σi äëÿ i ∈ [m].
Êðiì òîãî, î÷åâèäíî, ùî S+

m ⊂ S±m.
Â ïîäàëüøîìó íàì çíàäîáëÿòüñÿ é ïåðåñòàíîâêè ç ìíîæèíè

S−m = S±m\S+
m. Äëÿ ââåäåíèõ ìíîæèí î÷åâèäíèìè ¹ ðiâíîñòi:∣∣S+

m

∣∣ = m!,
∣∣S±m∣∣ = 2m ·m!,

∣∣S−m∣∣ = m!(2m − 1). (1.1)

Çàóâàæåííÿ 1.4. Âñþäè íèæ÷å òàêi ïîíÿòòÿ ÿê ãðàô, k-ðåãó-
ëÿðíèé ãðàô, ãàìiëüòîíiàí, k-öèêë ãðàôó , äîñêîíàëå ïàðîñïî-
ëó÷åííÿ (¾perfect matching¿) áóäóòü âæèâàòèñÿ â ñåíñi êëàñè-
÷íèõ âiäïîâiäíèõ âèçíà÷åíü ç ðîáîòè [11].

Â ïîäàëüøîìó ïiä õîðäîâîþ n-äiàãðàìîþ áóäåìî ðîçóìiòè
õîðäîâó äiàãðàìó ç n õîðäàìè (äèâ., íàïð., [12], [13], [14]).

Îçíà÷åííÿ 1.5. Êîëî ç 2n òî÷êàìè íà íüîìó (ùî ¹ âåðøèíà-
ìè ïðàâèëüíîãî 2n-êóòíèêà), äóãè ÿêîãî ïî÷åðãîâî ðîçôàðáî-
âàíi ó äâà êîëüîðè (÷îðíèé i ñiðèé) òà ôiêñîâàíîþ íóìåðàöi¹þ
âåðøèí (÷èñëàìè âiä 0 äî 2n − 1) çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ,
áóäåìî íàçèâàòè 2-êîëüîðîâèì 2n-øàáëîíîì, ðèñ. 1.1 a).

2-êîëüîðîâîþ õîðäîâîþ n-äiàãðàìîþ áóäåìî íàçèâàòè n-äi-
àãðàìó, ïîáóäîâàíó íà îñíîâi 2-êîëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó.

Îçíà÷åííÿ 1.6. 2-êîëüîðîâó n-äiàãðàìó, ÿêà íå ìiñòèòü (ìi-
ñòèòü) õîðäè, ùî ñïîëó÷à¹ âåðøèíè ç íîìåðàìè îäíàêîâî¨ ïàð-
íîñòi, íàçèâàþòü O-äiàãðàìîþ (N -äiàãðàìîþ) � ðèñ. 1.1 b), c).

Îçíà÷åííÿ 1.7. 2-êîëüîðîâi n-äiàãðàìè áóäåìî íàçèâàòè içî-
ìîðôíèìè, ÿêùî ¨õ ìîæíà ñóìiñòèòè â ðåçóëüòàòi ïîâî-
ðîòó íà ïåâíèé êóò, òà åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ¨õ ìîæíà
ñóìiñòèòè â ðåçóëüòàòi ïîâîðîòó, àáî äçåðêàëüíîãî âiäáèò-
òÿ, àáî æ ¨õ êîìïîçèöi¨.

Îçíà÷åííÿ 1.8. ×îðíèì (ñiðèì) öèêëîì 2-êîëüîðîâî¨ äiàãðà-
ìè íàçèâàòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü õîðä òà ÷îðíèõ (ñiðèõ) äóã,
ÿêi, ÷åðåäóþ÷èñü, óòâîðþþòü ãîìåîìîðôíèé îáðàç îði¹íòîâà-
íîãî êîëà � ðèñ. 1.1 b), c).
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Ðèñ. 1.1

a) 2-êîëüîðîâèé 20-øàáëîí; b) O-äiàãðàìà ç 1 ñiðèì òà 2
÷îðíèìè öèêëàìè; c) N -äiàãðàìà ç 1 ñiðèì òà 1 ÷îðíèì
öèêëàìè.

Ïðèêëàä 1.9. ßêùî ÷åðåç (i, i+ 1) ïîçíà÷èòè îði¹íòîâàíó äó-
ãó 2n-øàáëîíà, à ÷åðåç [i, j]� õîðäó, ÿêà ñïîëó÷à¹ âåðøèíè ç
íîìåðàìè i, j, òî ÷îðíi bck òà ñiði gcl öèêëè 2-êîëüîðîâî¨ äià-
ãðàìè, çîáðàæåíî¨ íà ðèñ. 1.1b), ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:

bc1 = (18, 19)[19, 6](6, 7)[7, 18],

bc2 = (0, 1)[1, 10](10, 11)[11, 14](14, 15)[15, 4](4, 5)[5, 16](16, 17)

[17, 2](2, 3)[3, 12](12, 13)[13, 8](8, 9)[9, 0],

gc1 = (19, 0)[0, 9](9, 10)[10, 1](1, 2)[2, 17](17, 18)[18, 7](7, 8)[8, 13]

(13, 14)[14, 11](11, 12)[12, 3](3, 4)[4, 15](15, 16)[16, 5](5, 6)[6, 19].

À ¹äèíèé ÷îðíèé òà ¹äèíèé ñiðèé öèêëè äiàãðàìè, çîáðàæåíî¨
íà ðèñ. 1.1c), � ó âèãëÿäi:

bc1 = (0, 1)[1, 10](10, 11)[11, 14](14, 15)[15, 4](4, 5)[5, 16](16, 17)

[17, 2](2, 3)[3, 12](12, 13)[13, 7](7, 6)[6, 19](19, 18)[18, 8](8, 9)[9, 0],

gc1 = (19, 0)[0, 9](9, 10)[10, 1](1, 2)[2, 17](17, 18)[18, 8](8, 7)[7, 13]

(13, 14)[14, 11](11, 12)[12, 3](3, 4)[4, 15](15, 16)[16, 5](5, 6)[6, 19].
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Ïiäñóìîâóþ÷è, çàçíà÷èìî, ùî ¾îáõiä¿ (âè÷ëåíóâàííÿ) ïåâ-
íîãî (çàðàäè âèçíà÷åíîñòi) ÷îðíîãî öèêëó äiàãðàìè ìîæíà çäié-
ñíþâàòè, ïî÷èíàþ÷è ç ¾ïàðíîãî¿ êiíöÿ äîâiëüíî¨ ÷îðíî¨ äóãè
(¾íåïàðíîãî¿ äëÿ ñiðî¨). Íàçâåìî ¨¨ ¾ñòàðòîâîþ¿. Ðóõàþ÷èñü
ó (äîäàòíîìó) íàïðÿìêó çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, ìè äîñÿ-
ãíåìî ¨¨ êiíöÿ. Äàëi ñëiä ðóõàòèñÿ âçäîâæ õîðäè, ÿêà ñïîëó÷à¹
öåé êiíåöü ç iíøèì ¨¨ êiíöåì íà êîëi øàáëîíó. Ç öüîãî ìîìåíòó
(i â ïîäàëüøîìó) ðóõ ïî êîëó çäiéñíþ¹òüñÿ âèêëþ÷íî âçäîâæ
÷îðíèõ äóã, iíøi êiíöi ÿêèõ îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü íàñòóïíi
õîðäè öèêëó. I òàê äî òîãî ìîìåíòó, ïîêè íå áóäå äîñÿãíóòî
¾ñòàðòîâó¿ äóãó ÷îðíîãî öèêëó.
ßêùî ïðîiãíîðóâàòè êîëið, òî êîæåí ÷îðíèé (ñiðèé) öèêë 2-

êîëüîðîâî¨ O-äiàãðàìè çáiãà¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì öèêëîì íåïî-
ôàðáîâàíî¨ äiàãðàìè. Òîäi, íàñëiäóþ÷è [12],

Îçíà÷åííÿ 1.10. Ðîäîì 2-êîëüîðîâî¨ O-äiàãðàìè áóäåìî íà-
çèâàòè öiëå ÷èñëî g, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

g =
n+ 1− λ

2
, (1.2)

äå λ� ñóìàðíå ÷èñëî ÷îðíèõ i ñiðèõ öèêëiâ äiàãðàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.11. Ðîäîì 2-êîëüîðîâî¨ N -äiàãðàìè áóäåìî íà-
çèâàòè öiëå ÷èñëî g, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

g = n+ 1− λ. (1.3)

Îçíà÷åííÿ 1.12. Ìíîæèíó O-äiàãðàì (N -äiàãðàì) ç n õîðäà-
ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè =On (òà =Nn âiäïîâiäíî).
Ìíîæèíó O-äiàãðàì (N -äiàãðàì) ç n õîðäàìè, ÿêi ìàþòü

òî÷íî l ñiðèõ òà k ÷îðíèõ öèêëiâ áóäåìî ïîçíà÷àòè =Ol,k;n (òà

=Nl,k;n âiäïîâiäíî), à ìíîæèíó =O1,k;n ∪ =N1,k;n�ÿê =1,k;n.

Ìíîæèíó O-äiàãðàì (N -äiàãðàì) ç n õîðäàìè, ÿêi ìàþòü
ëèøå 1 ñiðèé (àáî æ ëèøå 1 ÷îðíèé) öèêë áóäåìî ïîçíà÷àòè
=O1;n (=N1;n), à ìíîæèíó =O1;n ∪ =N1;n ïîçíà÷èìî ÿê =1;n.

Ñëiä âiäçíà÷èòè, ùî ïèòàííÿìè ïåðåëiêó õîðäîâèõ n-äiàãðàì
âiäíîñíî äi¨ öèêëi÷íî¨ (ïîðÿäêó 2n) òà äiåäðàëüíî¨ (ïîðÿäêó
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4n) ãðóï çàéìàëàñü öiëà íèçêà âiäîìèõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà
àâòîðè ðîáiò [12], [13], [15], [14], [16].
Ïiäðàõóíêó ÷èñëà íåiçîìîðôíèõ (íååêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî

äi¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó n) òà íååêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨
äiåäðàëüíî¨ ãðóïè ïîðÿäêó 2n) 2-êîëüîðîâèõ n-äiàãðàì ïðèñâÿ-
÷åíî ðîáîòè [16], [7], [17]� [6]. Çîêðåìà, ôîðìóëè äëÿ ïiäðàõóí-
êó ÷èñëà íåiçîìîðôíèõ òà íååêâiâàëåíòíèõ äiàãðàì äëÿ êëàñiâ
=On , =Nn ; =O1;n; =N1;n; =Ol,k;l+k−1 âñòàíîâëåíî â ðîáîòàõ [17]; [18];

[10] òà [6] âiäïîâiäíî. Äëÿ ÷èñëà íåiçîìîðôíèõ äiàãðàì ç êëà-
ñó =O1,1;n � â [7], à äëÿ ÷èñëà íååêâiâàëåíòíèõ òàêèõ äiàãðàì�
àíîíñîâàíî â [9].
ßê ñëiäó¹ iç ðîáiò [7] i [10], ìà¹ ìiñöå

Òâåðäæåííÿ 1.13 (õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü äiàãðàì
ç êëàñiâ =O1;n òà =N1;n). Êîæíó äiàãðàìó D ç êëàñó =1;n ìî-

æíà îòîòîæíèòè iç îñíàùåíèì öèêëîì w(D) äîâæèíè n.
À ïî ñóòi � ç îñíàùåíîþ ïåðåñòàíîâêîþ π(D) ∈ S±n−1, ïðè÷î-

ìó: êîæíó D ∈ =O1;n� ç π(D) ∈ S+
n−1, à äiàãðàìó D ∈ =N1;n� ç

π(D) ∈ S−n−1.

Íàãàäà¹ìî îñíîâíó iäåþ çàçíà÷åíèõ ái¹êöié. Êîæíó ÷îðíó
äóãó (2i, 2i+1) 2-êîëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó ïîìiòèìî íîìåðîì i,

0 ≤ i ≤ (n − 1); ñiðó äóãó (2n − 1, 0) � ìiòêîþ 0̂, à êîæíó ñiðó

äóãó (2j − 1, 2j) � íîìåðîì ĵ, 0 ≤ j ≤ (n− 1).
Íåõàé äàëi D ∈ =1;n òà ìà¹ ¹äèíèé ñiðèé (÷îðíèé) öèêë.

Îáõiä öüîãî öèêëó îáîâ'ÿçêîâî ïî÷èíà¹ìî ç îáõîäó äóãè 0̂ (âiä-
ïîâiäíî 0) ó (äîäàòíîìó) íàïðÿìêó çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ
òà ïîñëiäîâíî âèïèñó¹ìî íîìåðè-ïîçíà÷êè ñiðèõ (÷îðíèõ) äóã,
ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ïðè îáõîäi ¹äèíîãî ñiðîãî (÷îðíîãî) öèêëó.
Ïðè÷îìó îñíàùåííÿ çíàêîì ¾ìiíóñ¿ âiäáóâà¹òüñÿ ëèøå äëÿ òèõ
íîìåðiâ-ïîçíà÷îê ĵ, íàïðÿìîê îáõîäó äóã ÿêèõ çáiãàâñÿ ç ðóõîì
ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.
ßêùî D ∈ =O1;n, òî îáõiä êîæíî¨ iç ñiðèõ äóã (ïðè îáõîäi ó çà-

çíà÷åíèé ñïîñiá ¹äèíîãî ñiðîãî öèêëó) âiäáóâà¹òüñÿ âèêëþ÷íî
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çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, i òîìó ñåðåä åëåìåíòiâ âiäïîâiäíî-
ãî öèêëó w(D) = (0̂, ŵ1, ...., ŵn−1) íåìà¹ âiä'¹ìíèõ. Çâiäêè é
âèïëèâà¹, ùî π(D) = π (w(D)) = 〈w1, ...., wn〉 ∈ S+

n−1.

ßêùî æ D ∈ =N1;n, òî äiàãðàìà ìiñòèòü ùîíàéìåíøå äâi õîð-
äè, ÿêi ñïîëó÷àþòü âåðøèíè ç íîìåðàìè îäíàêîâî¨ ïàðíîñòi.
Íåõàé [2i, 2j], (i < j) � îäíà ç íèõ. ßêùî ïðè îáõîäi ñiðîãî
öèêëó ïðîõiä âçäîâæ õîðäè [2i, 2j] âiäáóâàâñÿ âiä 2i äî 2j, òî

íàïðÿìîê îáõîäó äóãè î äîäàòíié, à äóãè ĵ � âiä'¹ìíèé; ÿêùî
æ âiä 2j äî 2i, òî íàïðÿìîê îáõîäó äóãè ĵ äîäàòíié, à äóãè î�
âiä'¹ìíèé. Òàêèì ÷èíîì, ñåðåä åëåìåíòiâ âiäïîâiäíîãî öèêëó
w(D) ¹ âiä'¹ìíi i òîìó π(D) ∈ S−n−1.

Ïðèêëàä 1.14. Äiàãðàìó D1, çîáðàæåíó íà ðèñ. 1.1b), ìîæíà
îòîòîæíèòè iç öèêëîì w(D1) = (0, 5, 1, 9, 4, 7, 6, 2, 8, 3) òà ïåðå-
ñòàíîâêîþ π1 = 〈5, 1, 9, 4, 7, 6, 2, 8, 3〉, à äiàãðàìó D2, çîáðàæåíó
íà ðèñ. 1.1c), � iç öèêëîì w(D2) = (0, 5, 1, 9,−4, 7, 6, 2, 8, 3) òà
ïåðåñòàíîâêîþ π2 = 〈5, 1, 9,−4, 7, 6, 2, 8, 3〉.
Çàóâàæåííÿ 1.15. Ç óðàõóâàííÿì ââåäåíèõ ïîçíà÷åíü òà, ÿê
ñëiäó¹ ç ðîáîòè [7], ÷èñëî ÷îðíèõ öèêëiâ äiàãðàìè D ∈ =O1;n

çáiãà¹òüñÿ ç ÷èñëîì öèêëiâ êîìïîçèöi¨ w−1 ◦ τ0, äå w = w(D) i
τ0 = (0, 1, 2, ..., n−1). Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî öèêëè äåêîìïîçèöi¨
b = w−1 ◦ τ0 � ñóòü ÷îðíi öèêëè äiàãðàìè.

Îçíà÷åííÿ 1.16. [19], [11] Íåõàé π = 〈πi〉�ïåðåñòàíîâêà
ç S±m. Ïåðåòâîðèìî ¨¨ ó (íåîñíàùåíó) ïåðåñòàíîâêó π′ = 〈π′i〉
ç S+

2m çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ α, ïðè ÿêîìó äëÿ êîæíîãî
1 ≤ i ≤ m åëåìåíò πi âiäîáðàæà¹òüñÿ ó âïîðÿäêîâàíó ïàðó

α(πi) = {π′2i−1, π
′
2i} =

{
{2πi − 1, 2πi}, πi > 0 ,
{2|πi|, 2|πi| − 1}, πi < 0 .

¾Breakpoint¿-ãðàôîì ïåðåñòàíîâêè π (íàäàëi �BG-ãðàô π,
àáî æ êîðîòêî BG(π)) íàçèâàòèìåìî (íåîði¹íòîâàíèé) äâî-
êîëüîðîâèé ãðàô BG(π) iç âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ âåðøèí
π′0 = 0, π′1, π

′
2, ..., π

′
2m, π

′
2m+1 = 2m + 1, ìíîæèíà ðåáåð ÿêîãî ¹

îá'¹äíàííÿì äâîõ ¾äîñêîíàëèõ ïàðîñïîëó÷åíü¿ (perfect match-
ings ) íà âåðøèíàõ {0, 1, ..., 2m+ 1}, à ñàìå:
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• ÷îðíi ðåáðà (íàäàëi � äóãè)

δB(π) = {{π′2i, π′2i+1}|0 ≤ i ≤ m};

• ñiði ðåáðà (íàäàëi � õîðäè)

δG = {{2i, 2i+ 1}|0 ≤ i ≤ m}.

Iíøèìè ñëîâàìè, BG(π) = δB(π) ∪ δG� ðèñ. 1.2 b) i c).

Íà ðèñ. 1.2b) çîáðàæåíî BG-ãðàô äëÿ ïåðåñòàíîâêè

π = 〈7, 4, 6, 1, 8, 3, 5, 2〉,

ÿêèé ðîçêëàäà¹òüñÿ ó 3 öèêëè: äâà 2-öèêëè òà îäèí 5-öèêë;
íà ðèñ. 1.2 c)�BG(π) äëÿ π = 〈6, 5,−7,−1,−8,−2, 4, 3〉, ÿêèé
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó ¹äèíèé 9-öèêë.
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'
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'
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Ðèñ. 1.2
a) BGm-øàáëîí; b) BG(π), π = 〈7, 4, 6, 1, 8, 3, 5, 2〉 ∈ S+

8 ;
c) BG(π), π = 〈6, 5,−7,−1,−8,−2, 4, 3〉 ∈ S−8

Çàóâàæåííÿ 1.17. Ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åííÿ 1.16 (çàðàäè çðó-
÷íîñòi òà áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi) â ïîäàëüøîìó áóäåìî ââàæà-
òè, ùî äëÿ êîæíî¨ π ∈ S±m ¨ ¨ BG-ãðàô áóäó¹òüñÿ íà îñíîâi
BGm-øàáëîíó� ðèñ. 1.2a). Ïiä BGm-øàáëîíîì áóäåìî ðîçó-
ìiòè 1-ðåãóëÿðíèé ãðàô, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç:
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• 2m+2 òî÷îê, ùî ¹ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî (2m+2)-êóòíèêà i
çàíóìåðîâàíi çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ çà äîïîìîãîþ ìiòîê
π′0 = 0, π′1, π

′
2, ..., π

′
2m, π

′
2m+1 = 2m+ 1, òà

• m + 1 ðåáðà � ÷îðíèõ äóã δB(π) = {{π′2i, π′2i+1}|0 ≤ i ≤ m},
îïèñàíîãî íàâêîëî çàçíà÷åíîãî (2m+ 2)-êóòíèêà êîëà.

Êðiì òîãî, êîæíó ÷îðíó äóãó {π′2i, π′2i+1} ïîìiòèìî íîìåðîì i,

äóãó {2m+ 1, 0} � 0̂, à êîæíó äóãó {π′2i−1, π
′
2i} � íîìåðîì î.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïàðîñïîëó÷åííÿì ó ãðàôi íàçèâàþòü ìíîæè-
íó ïîïàðíî íåñóìiæíèõ ðåáåð. Äîñêîíàëèì ïàðîñïîëó÷åííÿì
(àáî æ 1-ôàêòîðîì) íàçèâàþòü ïàðîñïîëó÷åííÿ, â ÿêîìó çó-
ñòði÷àþòüñÿ óñi âåðøèíè ãðàôà. ×åðåç Fn ïîçíà÷àþòü ìíîæè-
íó 1-ôàêòîðiâ íà âåðøèíàõ {0, 1, 2, ..., 2n − 1}, çîêðåìà ÷åðåç
ε = {{i, n+ i}|0 ≤ i ≤ n− 1}�¾òîòîæíèé¿ 1-ôàêòîð.

Îçíà÷åííÿ 1.18 ( [11]). Êîíôiãóðàöi¹þ íàçèâàþòü îá'¹äíà-
ííÿ äâîõ äîñêîíàëèõ ïàðîñïîëó÷åíü δB i δG â {0, 1, ..., 2m+ 1},
äå δG = {{2i, 2i+ 1}|0 ≤ i ≤ m}.
Äîïîâíåííÿì êîíôiãóðàöi¨ C = δB ∪ δG íàçèâàþòü êîíôi-

ãóðàöiþ C = δB∪δ̂G, äå δ̂G = {{2i−1, 2i}|1 ≤ i ≤ m}∪{2m+1, 0}.
Ìà¹ ìiñöå õàðàêòåðèñòè÷íà âëàñòèâiñòü ¾breakpoint¿-ãðàôiâ.

Òâåðäæåííÿ 1.19. [11, Lemma 5.1.] Êîíôiãóðàöiÿ C = δB∪δG
¹ ¾breakpoint¿-ãðàôîì ïåâíî¨ îñíàùåíî¨ ïåðåñòàíîâêè π òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ äîïîâíåííÿ C = δB ∪ δ̂G ¹ ãàìiëüòîíiàíîì.

Îçíà÷åííÿ 1.20. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

• S+
m,k �ìíîæèíà òèõ ïåðåñòàíîâîê ç S+

m, ÷è¨ BG-ãðàôè ðîç-

êëàäàþòüñÿ ó k öèêëiâ, BG+
m,k � ìíîæèíà âiäïîâiäíèõ BG-

ãðàôiâ, S+
H(m, k) = |S+

m,k| = |BG
+
m,k|�¾Hultman number¿;

• S±m,k �ìíîæèíà òèõ ïåðåñòàíîâîê ç S±m, ÷è¨ BG-ãðàôè ðîç-

êëàäàþòüñÿ ó k öèêëiâ, BG±m,k � ìíîæèíà âiäïîâiäíèõ BG-

ãðàôiâ, S±H(m, k) = |S±m,k| = |BG
±
m,k|;

• S−m,k = S±m,k\S
+
m,k, BG

−
m,k � ìíîæèíà âiäïîâiäíèõ BG-ãðàôiâ,

S−H(m, k) = |S−m,k| = |S
±
m,k| − |S

+
m,k|.
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Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ïðîáëåìàì ïiäðàõóíêó âåëè÷èí S+
H(m, k)

i S±H(m, k) òà ñóìiæíèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíà öiëà íèçêà ðîáiò
(íàïð., [20], [21], [22], [23], [11]). Îäíàê íèæ÷å ìè íàâåäåìî âi-
äîìi ðåçóëüòàòè âèêëþ÷íî äëÿ âèïàäêó k = 1.
Òàê, íàïðèêëàä, ó 1980 ð. â ðîáîòi [20] òà ïiçíiøå â [23] áóëî

âñòàíîâëåíî ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè

S+
H(m, 1) =

{
2·m!
m+2 , m = 2l

0, m 6= 2l,
(1.4)

à â 1992 ð. ó ðîáîòi [21] òà ïiçíiøå â [11] � ñïðàâåäëèâiñòü ôîð-
ìóë

S±H(g; 1) =
23g+1 · (g + 1)! · (g!)2

(2g + 2)!
+

+

g∑
i=1

min(i,g+1−i)∑
j=1

c(i; j) ·

[
2i−j−1(2j)!(i− 1)!(g + 2− i− j)!

(2j − 1)j!

]2
, (1.5)

äå

c(i; j) =
(−1)g+2+i−j · 2i−j+1 · (g + 1) · (2i− 2j + 1) · (i− 1)!

(g + 2 + i− j)(g + 1 + i− j)(g + 1− i+ j)(g − i+ j)
×

×
1

(g + 1− i− j)!(2i− 1)!(j − 1)!
. (1.6)

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à ïðî ïiäðàõóíîê

• âåëè÷èíè S+
H(m, k) ¹ ðiâíîñèëüíîþ äî çàäà÷i ïðî ïiäðàõóíîê

÷èñëà ïðåäñòàâëåíü ôiêñîâàíîãî (m+1)-öèêëó ó âèãëÿäi êîì-
ïîçèöi¨ ρ ◦ ω, äå ρ � (m + 1)-öèêë, ω ∈ S+

m+1 ç c(ω) = k (ÿêà
ðîçêëàäà¹òüñÿ ó k öèêëiâ) [20], [23], [11], à
• âåëè÷èíè S±H(m, k)� çàäà÷i ïðî ïiäðàõóíîê òèõ τ ç Fm+1, ïðè

ÿêèõ c(δG∪τ) = k i c(τ∪δ̂G) = 1 (c(·)�÷èñëî öèêëiâ) [21], [11].
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2. ¾Breakpoint¿-ãðàôè òà 2-êîëüîðîâi äiàãðàìè ç
îäíèì (ñiðèì) öèêëîì ïåâíîãî êîëüîðó

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé π ∈ S±m. B̂G(π)-ãðàôîì áóäåìî íà-
çèâàòè BG(π)-ãðàô, ÿêèé äîïîâíåíî (äî 3-ðåãóëÿðíîãî ãðàôó)
ñiðèìè äóãàìè {2m + 1, 0} i {2i − 1, 2i} (1 ≤ i ≤ m) BG2m-
øàáëîíó. Iíøèìè ñëîâàìè (ç óðàõóâàííÿì îçíà÷åíü 1.16, 1.18),

B̂G(π) = δB(π) ∪ δG ∪ δ̂G.

Ïîçíà÷èìî äàëi ÷åðåç B̂G
±
m, B̂G

±
m,k, B̂G

+

m,k i B̂G
−
m,k ìíîæèíè

B̂G-ãðàôiâ äëÿ ïåðåñòàíîâîê ç S±m, S
±
m,k, S

+
m,k òà S

−
m,k âiäïîâiä-

íî. Òîäi î÷åâèäíî, ùî åëåìåíòè ìíîæèí B̂G
±
m, B̂G

±
m,k, B̂G

+

m,k

i B̂G
−
m,k (ïåðåáóâàþ÷è ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç

åëåìåíòàìè ìíîæèí BG±m, BG
±
m,k, BG

+
m,k i BG

−
m,k âiäïîâiäíî)

ïåðåáóâàþòü ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç åëåìåíòàìè
ìíîæèí S±m, S

±
m,k, S

+
m,k òà S

−
m,k âiäïîâiäíî.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî

êîæíó 2-êîëüîðîâó äiàãðàìó D ∈ =1,k;n ïîáóäîâàíî íà B̂Gm-
øàáëîíi (m = n− 1) � ðèñ. 2.3 a), b).

Òîäi êîæíié äiàãðàìi D ∈ =1,n îäíîçíà÷íî ìîæíà ïîñòàâèòè

ó âiäïîâiäíiñòü ïåðåñòàíîâêó π = π(D) ∈ S±n−1, B̂G-ãðàô ÿêî¨
çáiãà¹òüñÿ ç D. Ïîÿñíèìî, ÿê çàäà¹òüñÿ öÿ âiäïîâiäíiñòü.
1) Îñêiëüêè D ìà¹ îäèí ñiðèé öèêë, òî ïðè éîãî îáõîäi, ïî÷è-

íàþ÷è ç 0̂-î¨ ñiðî¨ äóãè {2n−1, 0} çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, ìè
ðóõà¹ìîñÿ âçäîâæ õîðäè, îäíèì iç êiíöiâ ÿêî¨ ¹ âåðøèíà 0, äî

äðóãîãî ¨¨ êiíöÿ íà B̂Gn−1-øàáëîíi � âåðøèíè 1. Ïîäàëüøèé
íàïðÿìîê ðóõó ïî êîëó âèçíà÷à¹òüñÿ ñiðîþ äóãîþ, ùî iíöèäåí-
òíà âåðøèíi 1, äðóãèé ¨¨ êiíåöü ïîçíà÷èìî 2. Äàëi çà àëãîðè-
òìîì: âiä âåðøèíè 2i ðóõà¹ìîñÿ âçäîâæ âiäïîâiäíî¨ õîðäè òà
ïîçíà÷à¹ìî äðóãèé ¨¨ êiíåöü íîìåðîì (2i+1), äðóãèé êiíåöü ií-
öèäåíòíî¨ ñiðî¨ õîðäè� íîìåðîì (2i+ 2), i òàê äî òèõ ïið, ïîêè

íå ïîâåðíåìîñÿ äî (2n−1)-âåðøèíè 0̂-î¨ ñiðî¨ äóãè � ðèñ. 2.3c).
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2) Â ðåçóëüòàòi êiíöi êîæíî¨ ñiðî¨ äóãè (êðiì ïîìi÷åíî¨ 0̂-î¨)
áóäå çàíóìåðîâàíî ïàðîþ {π′2i−1, π

′
2i} ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë ç {1, 2, ..., 2n− 2}.
3) Ïðîïóñêàþ÷è âåðøèíó 0 i ðóõàþ÷èñü çà ãîäèííèêîâîþ

ñòðiëêîþ, âèïèøåìî ïðèâëàñíåíi íîìåðè âåðøèíàì B̂Gn−1-øà-
áëîíó. Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ïåðåñòàíîâêó

π′ = π′(D) = 〈π′1, π′2, ..., π′2i−1, π
′
2i, ..., π

′
2n−3, π

′
2n−2〉 ∈ S+

2n−2.

4) Ç óðàõóâàííÿì 2) òà çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ α−1 (α�
ç îçíà÷åííÿ 1.16) ïåðåñòàíîâöi π′ = π′(D) îäíîçíà÷íî ñòàâèòüñÿ
ó âiäïîâiäíiñòü ïåðåñòàíîâêà π = π(π′(D)) = 〈πi〉 ∈ S±n−1, à
ñàìå: äëÿ êîæíîãî 1 ≤ i ≤ (n− 1)

α−1
(
{π′2i−1, π

′
2i}
)

= πi =


+
π′2i
2
, π′2i−1 − íåïàðíå,

−
π′2i−1

2
, π′2i−1 − ïàðíå.

   

)a  )b  )c  
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Ðèñ. 2.3
a) B̂Gm-øàáëîí; b) D ∈ =N

1,2;8;
c) π′ = π′(D) = 〈13, 14, 7, 8, 11, 12, 1, 2, 15, 16, 5, 6, 9, 10, 4, 3〉 π =

π (π′(D)) = π(D) = 〈7, 4, 6, 1, 8, 3, 5,−2〉 ∈ S−8,2, B̂G(π) ≡ D

Òàêèì ÷èíîì, êîæíié äiàãðàìi D ∈ =1,n îäíîçíà÷íî ïîñòàâ-

ëåíî ó âiäïîâiäíiñòü ïåðåñòàíîâêó π = π(D) ∈ S±n−1, B̂G-ãðàô
ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç D.
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Çîêðåìà, êîæíié äiàãðàìi D ç êëàñó =O1,n îäíîçíà÷íî ñòàâè-

òüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïåðåñòàíîâêà π = π(D) ∈ S+
n−1, à êîæíié

äiàãðàìi D ç êëàñó =N1,n �ïåðåñòàíîâêà π = π(D) ∈ S−n−1 (B̂G-
ãðàô ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ ç D).
I íàâïàêè: êîæíié ïåðåñòàíîâöi π ç S+

n−1 (ç S
−
n−1) îäíîçíà÷íî

ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü BG(π), à òîìó é B̂G(π)�äiàãðàìà
D = D(π) ñàìå ç êëàñó =O1,n (ç êëàñó =N1,n âiäïîâiäíî).
Ç óðàõóâàííÿì çàçíà÷åíîãî, îçíà÷åííÿ 2.1 òà çàóâàæåííÿ 2.2

äiàãðàìè D ∈ =1,n òà B̂G (π(D)) ∈ B̂G
±
n−1 ìîæíà îòîòîæíþâà-

òè. Òàê ñàìî ìîæíà îòîòîæíþâàòè B̂G(π) ∈ B̂G
±
n−1 òà äiàãðà-

ìè D(π) ∈ =1,n. Îòæå åëåìåíòè ìíîæèí =O1,n i S+
n−1 òà =N1,n i

S−n−1 ïåðåáóâàþòü ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi.
Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè ÷èñëî k ÷îðíèõ öèêëiâ 2-êîëüîðîâî¨

äiàãðàìè D(π) ≡ B̂G(π) ∈ =1,k,n çáiãà¹òüñÿ iç ÷èñëîì öèêëiâ

BG(π), òî π ∈ S±n−1,k. I íàâïàêè, ÿêùî π ∈ S
±
n−1,k, òî BG(π) ∈

BG±n−1,k, à òîìó B̂G(π) ∈ BG±n−1,k ≡ =1,k,n.
Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíî ái¹êöiþ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí

=1,k;n òà S
±
n−1,k. Áiëüø òîãî, ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2.3. Åëåìåíòè ìíîæèí =O1,k;n i S+
n−1,k ïåðåáó-

âàþòü ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 2.4. Åëåìåíòè ìíîæèí =N1,k;n i S−n−1,k ïåðåáó-
âàþòü ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi.

Íàñëiäîê 2.5.

|=1,k;n| =
∣∣∣S±n−1,k

∣∣∣ = S±H(n− 1, k). (2.7)

∣∣=O1,k;n

∣∣ =
∣∣∣S+
n−1,k

∣∣∣ = S+
H(n− 1, k). (2.8)

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íåõàé σ = 〈σi〉 ∈ S+
2m. ßêùî äëÿ êîæíîãî

1 ≤ i ≤ m âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü σi+σ2m+1−i = 2m+1, òî òà-
êó ïåðåñòàíîâêó σ áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòðè÷íîþ, ìíîæèíó
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âñiõ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ïîçíà÷àòè S̃+
2m, à ìíîæèíó âiäïî-

âiäíèõ äiàãðàì D(σ) ≡ B̂G(σ) ∈ =O1,2m+1 �ÿê =̃O1,2m+1.

Òâåðäæåííÿ 2.7. Äiàãðàìà D ≡ B̂G(σ) ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiäíî-

ñíî îñi ñèìåòði¨ B̂G2m-øàáëîíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè

0̂-î¨ ñiðî¨ òà m-î¨ ÷îðíî¨ äóã, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè σ ∈ S̃+
2m.

3. Ïåðåðàõóâàííÿ òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ
ãëàäêèõ ìiíiìàëüíèõ ôóíêöié íà çàìêíåíèõ

îði¹íòîâàíèõ ïîâåðõíÿõ ðîäó g ≥ 0

3.1. Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà òà iëþñòðàòèâíi ïðèêëàäè
äî ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü. Â [3] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
ôóíêöi¨ f ç êëàñó Ck,l(Mg) (ïîâíèì) òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì
¹ 2-êîëüîðîâà õîðäîâà O-äiàãðàìà D(f) ç n = 2g − 1 + k + l
õîðäàìè, ÿêà ìà¹ òî÷íî k ÷îðíèõ (ñiðèõ) òà l ñiðèõ (÷îðíèõ)
öèêëiâ. Òîáòî äiàãðàìà ç êëàñó =Ok,l;n (n = 2g−1+k+l). Çîêðåìà
ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 3.2. [3] Äâi ôóíêöi¨ f1 i f2 ç êëàñó C1,1(Mg) áó-
äóòü O-òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè (òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåí-
òíèìè) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiäïîâiäíi ¨ì äiàãðàìè D(f1)
i D(f2) ç êëàñó =O1,1;n (n = 2g + 1) ¹ åêâiâàëåíòíèìè âiäíîñíî
äi¨ öèêëi÷íî¨ (âiäïîâiäíî äiåäðàëüíî¨) ãðóïè. ×èñëî òîïîëîãi÷íî
íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(Mg) äîðiâíþ¹ ÷èñëó íå-
åêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨ äiåäðàëüíî¨ ãðóïè) äiàãðàì ç êëàñó
=O1,1;n (n = 2g + 1).

Ïðèêëàä 3.3. Ïðè g = 0 iñíó¹ ¹äèíà äiàãðàìà ç êëàñó =O1,1;1,

ðèñ. 3.4a), ïðè g = 1� òàêîæ ¹äèíà äiàãðàìà ç êëàñó =O1,1;3,
ðèñ. 3.4b), äëÿ g = 2 ìà¹ìî ðiâíî 4 íååêâiâàëåíòíi äiàãðàìè ç
êëàñó =O1,1;5, ðèñ. 3.4c), à äëÿ g = 3 iñíó¹ 25 íååêâiâàëåíòíèõ

äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;7, ðèñ. 3.5. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïî÷àòêîâèõ
g = 0, 1, 2, 3 ÷èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëà-
ñó C1,1(Mg) ñòàíîâèòü 1, 1, 4 i 25 âiäïîâiäíî.



Ïåðåðàõóâàííÿ òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ... 121

 

      

)a  )b  
1 2 3 4 

  )c  

 

Ðèñ. 3.4. (Òîïîëîãi÷íi) iíâàðiàíòè äëÿ òî-
ïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñiâ
C1,1(M0), C1,1(M1) i C1,1(M2) âiäïîâiäíî.
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Ðèñ. 3.5. (Òîïîëîãi÷íi) iíâàðiàíòè äëÿ òîïîëî-
ãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(M3).
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Ôîðìàëiçó¹ìî çàçíà÷åíó çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíîãî g ≥ 0.
Çà ëåìîþ Áåðíñàéäà òà ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [3]

i [7] ÷èñëî íååêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨ äiåäðàëüíî¨ ãðóïè ïî-
ðÿäêó 2n) äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n (n = 2g+ 1) ìîæå áóòè âèçíà-
÷åíî çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

d∗∗O (n) =
1

2
·
(
d∗O(n) + SO(n)

)
, (3.9)

äå d∗O(n)�÷èñëî íåiçîìîðôíèõ (íååêâiâàëåíòíèõ âiäíîñíî äi¨
öèêëi÷íî¨ ãðóïè ïîðÿäêó n) äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n;

SO(n)�÷èñëî òèõ äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèìè
âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ 2-êîëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó
(íàäàëi, êîðîòêî, � ñèìåòðè÷íèõ äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n).
Òàêèì ÷èíîì, âèðiøåííÿ çàçíà÷åíî¨ ïðîáëåìè çâîäèòüñÿ äî

çàäà÷i ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òèõ äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;2g+1, ÿêi
¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ 2-êîëüîðîâîãî
(4g + 2)-øàáëîíó.
Ðîçâ'ÿçàííþ öi¹¨ çàäà÷i é ïðèñâÿ÷åíî íàñòóïíèé ïiäïóíêò.

3.4. Ïåðåðàõóâàííÿ ñèìåòðè÷íèõ äiàãðàì êëàñó =O1,1;2g+1.
Î÷åâèäíî, ùî áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ 2.6, òâåðäæå-
ííÿ 2.7 òà âiäïîâiäíî¨ ôîðìóëè ç (1.1) ¹ ñïðàâåäëèâiñòü íàñòó-
ïíèõ ðiâíîñòåé ∣∣∣=̂O1,2g+1

∣∣∣ =
∣∣∣S̃+

2g

∣∣∣ =
∣∣S±g ∣∣ = g! · 2g. (3.10)

Ïîçíà÷èìî äàëi ÷åðåç =̃O1,1;2g+1 ìíîæèíó òèõ (ñèìåòðè÷íèõ)

äiàãðàì ç =̃O1,2g+1, ÿêi ìàþòü 1 ñiðèé òà 1 ÷îðíèé öèêë (òîáòî,

ìíîæèíó òèõ äiàãðàì ç =O1,1;2g+1, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî

îñi ñèìåòði¨ B̂G2g-øàáëîíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè 0̂-î¨
ñiðî¨ òà g-î¨ ÷îðíî¨ äóã).
Ç óðàõóâàííÿì ïðèêëàäó 3, äëÿ ïî÷àòêîâèõ g = 0, 1, 2, 3 çíà-

÷åííÿ âåëè÷èíè SO(2g + 1) ñòàíîâëÿòü 1, 1, 4 i 20 (íà ðèñ. 3.5
öå äiàãðàìè 1�20) âiäïîâiäíî. Ó ðîáîòi [8] â ÿâíîìó âèãëÿäi íà-
âåäåíî âñi 148 ñèìåòðè÷íèõ äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;9 (g = 4).
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Áiëüø òîãî, ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàòiâ [8], ïðè 1 ≤ g ≤ 9
âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ âåëè÷èí SO(2g + 1) i S±H(g; 1) çáiãàþòüñÿ.
Òîìó ¹ âñi ïiäñòàâè äëÿ âèñóíåííÿ ãiïîòåçè ùîäî çáiã âåëè÷èí
ïðè äîâiëüíîìó g ≥ 1.
Íåõàé π ∈ S±m. Òðàíñôîðìó¹ìî ïåðåñòàíîâêó π = 〈πi〉 ó íå-

îñíàùåíó ïåðåñòàíîâêó σ = 〈σ1, ..., σm, σm+1, ..., σ2m〉 ∈ S̃+
2m çà

äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ κ : S±m 7→ S̃+
2m, ïðè ÿêîìó ∀i ∈ [m]

κ : πi 7→ {σi, σ2m+1−i} =

{
{πi, 2m+ 1− πi}, πi > 0
{2m+ 1− |πi|, |πi|}, πi < 0.

Î÷åâèäíî, ùî κ ¹ ái¹êòèâíèì òà äëÿ âñiõ i ∈ [m]

κ−1 : {σi, σ2m+1−i} 7−→ πi =

{
+σi, σi ≤ m
−σ2m+1−i, σi > m.

Íåõàé äàëi S̃+
2m,1 �ìíîæèíà òèõ σ ∈ S̃+

2m, ÷è¨ BG-ãðàôè ðîç-

êëàäàþòüñÿ â 1 öèêë. Iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíà òèõ σ ∈ S̃+
2m,

ïðè ÿêèõ BG(σ) ∈ BG+
2m,1 (àáî æ B̂G(σ) ∈ B̂G

+

2m,1).

Çàóâàæåííÿ 3.5. Ç óðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 2.7, êîæíó äià-

ãðàìó D ∈ =̂O1,2g+1 ìîæíà îòîòîæíèòè iç ïåðåñòàíîâêîþ σ ∈ S̃+
2g

(B̂G(σ) ≡ D). À çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ κ� iç ïåðåñòàíîâ-
êîþ π = κ−1(σ) ∈ S±g . Áiëüøå òîãî, â iëþñòðàòèâíèõ ïðèêëà-

äàõ 3.6 i 3.7 ïîêàçàíî, ùî êîæíó äiàãðàìó D ç êëàñó =̃O1,1;2g+1

ìîæíà îòîòîæíèòè ç (îñíàùåíîþ) ïåðåñòàíîâêîþ π = π(D) ñà-
ìå iç êëàñó S±g,1. I íàâïàêè.

Ïðèêëàä 3.6. Ïðè g = 2 iñíó¹ ëèøå ÷îòèðè äiàãðàìè ç êëàñó

=̃O1,1;5, ðèñ. 3.4c). Êîæíó ç íèõ (ðèñ. 3.6) ìîæíà îòîòîæíèòè iç

âiäïîâiäíèìè ïåðåñòàíîâêàìè πi ∈ S±2,1:

1) σ′1 = σ′1(D1) = 〈7, 8; 5, 6; 3, 4; 1, 2〉 α
−1

7−→

7−→ σ1 = 〈4, 3 | 2, 1〉 κ
−1

7−→ π1 = 〈−1,−2〉,



124 Î. À. Êàäóáîâñüêèé

2) σ′2 = σ′2(D2) = 〈3, 4; 7, 8; 1, 2; 5, 6〉 α
−1

7−→

7−→ σ2 = 〈2, 4 | 1, 3〉 κ
−1

7−→ π2 = 〈+2,−1〉,

3) σ′3 = σ′3(D3) = 〈5, 6; 1, 2; 7, 8; 3, 4〉 α
−1

7−→

7−→ σ3 = 〈3, 1 | 4, 2〉 κ
−1

7−→ π3 = 〈−2,+1〉,

3) σ′4 = σ′4(D4) = 〈3, 4; 1, 2; 7, 8; 5, 6〉 α
−1

7−→

7−→ σ4 = 〈2, 1 | 4, 3〉 κ
−1

7−→ π4 = 〈+2,+1〉.

 

  

 

  
� ( )1 1D BG σ=  � ( )1BG π   � ( )2 2D BG σ=  � ( )2BG π  

1 14,3 | 2,1 1, 2σ π= ↔ − − =    
2 22,4 |1,3 2, 1σ π= ↔ + − =   

  

 

  
� ( )3 3D BG σ=  � ( )3BG π   � ( )4 4D BG σ=  � ( )4BG π  

3 33,1| 4,2 2, 1σ π= ↔ − + =    
4 42,1| 4,3 2, 1σ π= ↔ + + =   

 

Ðèñ. 3.6

Òàêèì ÷èíîì,
∣∣∣=̃O1,1;5

∣∣∣ = S±H(2, 1).

Ïðèêëàä 3.7. Íà ðèñ. 3.7 íàâåäåíî âñi 20 ïåðåñòàíîâîê π ∈
S±3,1, âiäïîâiäíi B̂G(π)-ãðàôè ç B̂G

±
3,1 òà âiäïîâiäíî âñi ñèìå-

òðè÷íi B̂G(σ) = B̂G (κ(π))-äiàãðàìè ç =̃O1,1;7. Îòæå,∣∣∣=̃O1,1;7

∣∣∣ = S±H(3, 1).
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ßê ç'ÿñóâàëîñÿ, ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

Ëåìà 3.8. ßêùî σ ∈ S̃+
2m,1, òî π = κ−1(σ) ∈ S±m,1. I íàâïàêè:

ÿêùî π ∈ S±m,1, òî σ = κ(π) ∈ S̃+
2m,1.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâèì ¹ òâåðäæåííÿ

Ëåìà 3.9. [9] Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî g ñïðàâäæó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

SO(n) =
∣∣∣=̃O1,1;2g+1

∣∣∣ =
∣∣∣S̃+

2g,1

∣∣∣ =
∣∣∣S±g,1∣∣∣ = S±H(g, 1). (3.11)

Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ÷èñëà dO(n) âñiõ äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n

òà ÷èñëà SO(n) ñèìåòðè÷íèõ äiàãðàì ç öüîãî êëàñó ïîäàíî ó
òàáëèöi 3.1. Ç óðàõóâàííÿì ëåìè 3.9, ìà¹ ìiñöå îñíîâíèé ðå-
çóëüòàò

Òåîðåìà 3.10. ×èñëî íååêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨ äiåäðàëü-
íî¨ ãðóïè) äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n (n = 2g+1) ìîæíà îá÷èñëèòè
çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

d∗∗O (n) =
1

2
·
(
d∗O(n) + S±H

(
n−1

2 ; 1
))

, (3.12)

äå âåëè÷èíà d∗O(n) (ç óðàõóâàííÿì ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [7]) ìî-
æå áóòè âèçíà÷åíà çà òàêèìè ôîðìóëàìè:

d∗O(n) =
1

n

dO(n) +
∑

i|n, i 6=n

φ
(n
i

)
· ρ(n, i)

 , (3.13)

ρ(n, i) = d(i) · φ∗
(n
i

)
·
(n
i

)i−1
. (3.14)

Â öèõ ôîðìóëàõ ρ(n, i)�÷èñëî òèõ äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n, ÿêi

¾ñàìîñóìiùóþòüñÿ¿ ïðè ïîâîðîòi íà êóò ωi = 2π
2n · 2i íàâêî-

ëî öåíòðó 2-êîëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó (çà ãîäèííèêîâîþ ñòðië-
êîþ),

dO(n) =
∣∣=O1,1;n

∣∣ =
2(n− 1)!

n+ 1
=

(2g)!

g + 1
= SH(2g; 1),
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1
1, 2, 3π = − − −  

5
3, 1, 2π = − + −  

9
3, 1, 2π = − − +  

      

2
3, 2, 1π = − + +  

6
2, 3, 1π = − + −  

10
2, 1, 3π = + − −  

      

3
3, 2, 1π = + − +  

7
1, 3, 2π = − + −  

11
1, 3, 2π = − − +  

      

4
3, 2, 1π = + + −  

8
2, 1, 3π = − + −  

12
2, 3, 1π = + − −  

      

13
3, 1, 2π = − − −  

14
2, 3, 1π = − + +  

15
3, 1, 2π = + − +  

      

16
2, 1, 3π = + + −  

 17
3, 1, 2π = + + −  

      

18
2, 3, 1π = − − −  

19
1, 3, 2π = − + +  

20
2, 3, 1π = + − +  

 

Ðèñ. 3.7. B̂G(σi), B̂G(πi), πi ∈ S±3,1, 1 ≤ i ≤ 20
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d(i) = 2(i−1)!
i+1 , φ(q) = |{1 ≤ h < q | gcd(h, q) = 1}|�ôóíêöiÿ Åé-

ëåðà,

φ∗(q) = |{1 ≤ h < q | gcd(h, q) = 1 = gcd(h+ 1, q)}| ,
gcd(a, b)�íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê íàòóðàëüíèõ a i b, à
âåëè÷èíà S±H

(
n−1

2 ; 1
)

= S±H(g; 1) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëàìè
(1.5)�(1.6).

Íàñëiäîê 3.11. ×èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié
ç êëàñó C1,1(Mg) ìîæíà çíàéòè çà ôîðìóëàìè (3.12)�(3.14),
(1.5)�(1.6).

Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ÷èñëà íåiçîìîðôíèõ d∗O(n) òà ÷èñëà íå-
åêâiâàëåíòíèõ d∗∗O (n) äiàãðàì ç êëàñó =O1,1;n (n = 2g+ 1) ïîäàíî
ó òàáëèöi 3.2.

4. Ïåðåðàõóâàííÿ òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ
ãëàäêèõ ìiíiìàëüíèõ ôóíêöié íà çàìêíåíèõ

íåîði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ ðîäó g ≥ 1

4.1. Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà òà ïî÷àòêîâi ðåçóëüòàòè.
Â ðîáîòàõ [3], [4] âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç
êëàñó Ck,l(Ng) (ïîâíèì) òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì ¹ 2-êîëüî-
ðîâà õîðäîâà N -äiàãðàìà D(f) ç n = g− 1 + k+ l õîðäàìè, ÿêà
ìà¹ òî÷íî k ÷îðíèõ (àáî æ ñiðèõ) òà l ñiðèõ (âiäïîâiäíî ÷îð-
íèõ) öèêëiâ. Òîáòî äiàãðàìà ç êëàñó =Nk,l;n (n = g − 1 + k + l).
Çîêðåìà ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 4.2 ( [4]). Äâi ôóíêöi¨ f1 i f2 ç êëàñó C1,1(Ng) ¹ òî-
ïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âiäïîâiäíi
¨ì äiàãðàìè D(f1) i D(f2) ç êëàñó =N1,1;n (n = g + 1) ¹ åêâiâà-
ëåíòíèìè âiäíîñíî äi¨ äiåäðàëüíî¨ ãðóïè. ×èñëî òîïîëîãi÷íî
íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(Ng) äîðiâíþ¹ ÷èñëó íå-
åêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨ äiåäðàëüíî¨ ãðóïè ïîðÿäêó 2n) äià-
ãðàì ç êëàñó =N1,1;n (n = g + 1).

Ïðèêëàä 4.3. Ïðè g = 1 iñíó¹ ¹äèíà äiàãðàìà ç êëàñó =N1,1;2,

ðèñ. 4.8a), ïðè g = 2 iñíó¹ òàêîæ ¹äèíà äiàãðàìà ç êëàñó =N1,1;3,



128 Î. À. Êàäóáîâñüêèé

g n dO(n) = (2g)!
g+1 = SH(2g, 1), SO(n) = S±H(g, 1),

ïîñëiäâíiñòü A060593 â [24] ïîñëiä. A001171 â [24]
0 1 1 1

1 3 1 1
2 5 8 4
3 7 180 20
4 9 8 064 148
5 11 604 800 1 348
6 13 68 428 800 15 104
7 15 10 897 286 400 198 144
8 17 2 324 754 432 000 2 998 656
9 19 640 237 370 572 800 51 290 496
10 21 221 172 909 834 240 000 979 732 224
11 23 93 666 727 314 800 640 000 20 661 458 688

Òàáë. 3.1. Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ âåëè÷èí dO(n)
òà SO(n), n = 2g + 1

g n d∗O(n) d∗∗O (n) =
d∗
O(n)+SO(n)

2

0 1 1 1

1 3 1 1
2 5 4 4
3 7 30 25
4 9 900 524
5 11 54 990 28 169
6 13 5 263 764 2 639 434
7 15 726 485 868 363 342 006
8 17 136 750 260 720 68 376 629 688
9 19 33 696 703 714 374 16 848 377 502 435
10 21 10 532 043 325 452 570 5 266 022 152 592 360
11 23 4 072 466 404 991 332 194 2 036 233 212 826 395 441

Òàáë. 3.2. Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ âåëè÷èí d∗O(n)
òà d∗∗O (n), n = 2g + 1
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ðèñ. 4.8b), äëÿ g = 3 ìà¹ìî ðiâíî 4 íååêâiâàëåíòíi äiàãðàìè ç
êëàñó =N1,1;4, ðèñ. 4.8c), à ïðè g = 4 iñíó¹ 20 íååêâiâàëåíòíèõ

äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;5, ðèñ. 4.9. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ïî÷àòêîâèõ
g = 1, 2, 3, 4 ÷èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëà-
ñó C1,1(Ng) ñòàíîâèòü 1, 1, 4 i 20 âiäïîâiäíî.
Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó (äëÿ íàòóðàëüíèõ g ≥ 1) öÿ çàäà÷à

i äî ñüîãîäíi çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ.

 

      

)a  )b  
1 2 3 4 

  )c  

 

Ðèñ. 4.8. (Òîïîëîãi÷íi) iíâàðiàíòè äëÿ òîïîëî-
ãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñiâ C1,1(N1),
C1,1(N2) i C1,1(N3) âiäïîâiäíî.

Ïðîòå, ÿê ç'ÿñóâàëîñÿ, iñíó¹ áåçïîñåðåäíié çâ'ÿçîê ìiæ øó-
êàíîþ òà íàâåäåíèìè âèùå âåëè÷èíàìè S±H(g, 1) òà SH(g, 1). À
âèðiøåííÿ çàçíà÷åíî¨ ïðîáëåìè çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ çà-
äà÷ ïðî ïiäðàõóíîê òèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n (n = g + 1), ÿêi
ìàþòü ñèìåòði¨ (âiäíîñíî ïîâîðîòó òà/àáî âiäáèòòÿ).

Òâåðäæåííÿ 4.4. Äëÿ íàòóðàëüíèõ n = g+1 > 1 ÷èñëî dN (n)
äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëàìè

dN (n) = S±H(n− 1, 1)− SH(n− 1, 1) =

= S±H(g, 1)− SH(g, 1) =

{
S±H(g, 1)− 2·g!

g+2 , g = 2m

S±H(g, 1), g 6= 2m.
(4.15)

Äîâåäåííÿ. Ç óðàõóâàííÿì ïóíêòó 2, ïðè n = g+ 1 i 1 ≤ k ≤ n
÷èñëî äiàãðàì ç êëàñó =1,k;n çáiãà¹òüñÿ iç ÷èñëîì S

±
H(g, k) ïåðå-

ñòàíîâîê ç S±g,k. Ïðîòå ñåðåä íèõ òî÷íî S+
H(g, k) ïåðåñòàíîâîê,
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1 2 3 4 5 6 

      
7 8 9 10 11 12 

      
13 14 15 16 17 18 

      

19 20     

 

Ðèñ. 4.9. (Òîïîëîãi÷íi) iíâàðiàíòè äëÿ òîïîëî-
ãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(N4).

ÿêi âèçíà÷àþòü ïiäêëàñ =O1,k;n ñàìå O-äiàãðàì ç êëàñó =1,k;n.

Òîìó ÷èñëî dN (n, k) äiàãðàì ç êëàñó =N1,k;n ìîæíà îá÷èñëèòè
çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

dN (g + 1, k) = S±H(g, k)− S+
H(g, k).

Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (1.4), ïðè k = 1 äëÿ íàòóðàëü-
íèõ g = n− 1 ìà¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü ôîðìóëè (4.15). �

Ëåìà 4.5. Äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîãî n = g+ 1 > 2 ÷èñëî d∗N (n)
íåiçîìîðôíèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n ìîæíà îá÷èñëèòè çà òà-
êîþ ôîðìóëîþ:

d∗N (n) =
dN (n)

n
=

1

g + 1

(
S±H(g, 1)− SH(g, 1)

)
. (4.16)
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g n = S±H(g, 1), SH(g, 1), dN (n) =
g + 1 A001171 â [24] A060593 â [24] S±H(g, 1)− SH(g, 1)

1 2 1 0 1
2 3 4 1 3
3 4 20 0 20
4 5 148 8 140
5 6 1 348 0 1 348
6 7 15 104 180 14 924
7 8 198 144 0 198 144
8 9 2 998 656 8 064 2 990 592
9 10 51 290 496 0 51 290 496
10 11 979 732 224 604 800 979 127 424
11 12 20 661 458 688 0 20 661 458 688
12 13 476 936 766 720 68 428 800 476 868 337 920

Òàáë. 4.3. Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ âåëè÷èí dN (n)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ Áåðíñàéäà (òà ç óðàõóâàííÿì, íàïðèêëàä,
ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [7] òà [10]) ÷èñëî d∗N (n) íåiçîìîðôíèõ (âiäíî-
ñíî äi¨ öèêëi÷íî ãðóïè) äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n ìîæíà îá÷èñëèòè
çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

d∗N (n) =
1

n

dN (n) +
∑

i|n, i6=n

φ
(n
i

)
· ν(n, i)

 , (4.17)

äå ν(n, i)�÷èñëî òèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n, ÿêi ¾ñàìîñóìiùó-

þòüñÿ¿ ïðè ïîâîðîòi íà êóò ωn,i = 2π·i
n íàâêîëî öåíòðó 2-êî-

ëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó (çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ), à φ(q)�
ôóíêöiÿ Åéëåðà.
Îñêiëüêè n ¹ ïðîñòèì, òî çíàõîäæåííÿ (4.17) çâîäèòüñÿ äî

îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè ν(n, 1). Â [10, ëåìà 2.2] áóëî âñòàíîâëåíî,
ùî äëÿ íåïàðíèõ n ÷èñëî ρ(n, i) òèõ äiàãðàì ç êëàñó =Nn;1, ÿêi

ñàìîñóìiùóþòüñÿ ïðè ïîâîðîòi íà êóò ωn,i (i|n) íàâêîëî öåíòðó
2-êîëüîðîâîãî 2n-øàáëîíó (çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ), ìîæíà
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îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

ρ(n, i) = φ
(n
i

)
· (i− 1)! ·

(n
i

)i−1
·
(
2i−1 − 1

)
. (4.18)

Çâiäêè (äëÿ íåïàðíèõ n òà êëàñó =Nn;1) ρ(n, 1) ≡ 0. À ç òîãî, ùî

=N1,1;n ⊂ =Nn;1 âèïëèâà¹, ùî ν(n, 1) = 0. �

Çàóâàæåííÿ 4.6. Ç óðàõóâàííÿì ëåìè 4.5 äëÿ ÷èñëà íåiçî-
ìîðôíèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n â ÿêîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ îöiíêè
(ïðè n→∞) ìîæíà ïðèéíÿòè âåëè÷èíó

δ∗(n) =

[
1

n
· dN (n)

]
.

4.7. Ïiäðàõóíîê ÷èñëà íååêâiâàëåíòíèõ äiàãðàì ç êëà-
ñiâ =N1,1;6 òà =N1,1;7 (÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ

ôóíêöié ç êëàñiâ C1,1(N5) òà C1,1(N6)).

Ëåìà 4.8. ×èñëî íååêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨ ãðóïè äiåäðà)
äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;6 ñòàíîâèòü 125, òîáòî

d∗∗N (6) = 125. (4.19)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ Áåðíñàéäà òà ç óðàõóâàííÿì, íàïðèêëàä,
ðåçóëüòàòiâ ðîáiò [7] òà [10], ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

d∗∗N (6) =
1

2

(
d∗N (6) +

1

2

(
s1(6) + s2(6)

))
, (4.20)

d∗N (6) =
1

6

(
dN (6) + φ(1)ν(6, 1) + φ(3)ν(6, 2) + ν(6, 3)

)
, (4.21)

äå s1(6) (s2(6)) � ÷èñëî òèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;6, ùî ¹ ñèìå-
òðè÷íèìè âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ I-ãî (II-ãî) òèïó, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ ÷îðíèõ
(âiäïîâiäíî ñiðèõ) äóã 2-êîëüîðîâîãî 12-øàáëîíó, φ(q)�ôóí-
êöiÿ Åéëåðà (êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ ìåíøèõ çà q ÷èñåë, âçà¹ì-
íî ïðîñòèõ iç íèì), à ν(6, i)�÷èñëî òèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;6,
ÿêi ñàìîñóìiùóþòüñÿ ïðè ïîâîðîòi (íàâêîëî öåíòðà 2-êîëüîðî-
âîãî 12-øàáëîíó) íà êóò ω6,i = 2π

6 · i = π
3 · i (ó íàïðÿìêó çà

ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ).
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ßê âèïëèâà¹ ç [10], ν(n, 1) ≡ 0 äëÿ ïàðíèõ n > 2.
Âñi äiàãðàìè ç êëàñó =N1,1;6, ÿêi ñàìîñóìiùóþòüñÿ ïðè ïîâî-

ðîòi íà êóò ω6,2 = 2π
3 , íàâåäåíî íà ðèñ. 4.10. Òîìó ν(6, 2) = 4.

    
1 2 3 4 

Ðèñ. 4.10

Âñi äiàãðàìè ç êëàñó =N1,1;6, ÿêi ñàìîñóìiùóþòüñÿ ïðè ïîâî-
ðîòi íà êóò ω6,3 = π, íàâåäåíî íà ðèñ. 4.11.
Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ç íèõ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàÿâíiñòþ

ðiâíî äâîõ ¾äiàìåòðàëüíèõ¿ õîðä (ùî ñïîëó÷àþòü äiàìåòðàëü-
íî ïðîòèëåæíi âåðøèíè øàáëîíó), iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ïî-
âîðîòó íà çàçíà÷åíèé êóò.
Îòæå, ν(6, 3) = 48. À ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (4.21),

ìà¹ìî

d∗N (6) =
1

6

(
1348 + 2 · 4 + 48

)
=

1404

6
= 234. (4.22)

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî iñíó¹ òî÷íî:

• 16 äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;6, ÿêi ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî
ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ I-ãî òèïó, ðèñ. 4.12;
• 16 äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;6, ÿêi ¹ ñèìåòðè÷íèìè âiäíîñíî
ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ II-ãî òèïó, ðèñ. 4.13.

Òàêèì ÷èíîì, s1(6) = s2(6) = 16.
Ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ (4.20), îñòàòî÷íî ìà¹ìî

d∗∗N (6) = 1
2

(
234 + 1

2 (16 + 16)
)

= 125.

Ëåìó äîâåäåíî. �

Çàóâàæåííÿ 4.9. Ðiâíiñòü s1(6) = s2(6), îäåðæàíà ïiä ÷àñ äî-
âåäåííÿ, íå ¹ âèïàäêîâîþ, òîìó ùî äëÿ ïàðíèõ n çàçíà÷åíîþ
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1 9 17 25 33 41 

      
2 10 18 26 34 42 

      
3 11 19 27 35 43 

      
4 12 20 28 36 44 

      
5 13 21 29 37 45 

      
6 14 22 30 38 46 

      
7 15 23 31 39 47 

      
8 16 24 32 40 48 

Ðèñ. 4.11
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1 2 3 4 5 6 

7 8 9 10 11 12 

  

13 14 15 16   

 

Ðèñ. 4.12

1 2 3 4 5 6 

7 8 9 10 11 12 

  

13 14 15 16   

 

Ðèñ. 4.13

âëàñòèâiñòþ âîëîäi¹ êîæåí êëàñ äâîêîëüîðîâèõ n-äiàãðàì, ÿêi
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ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ÷îðíèõ òà ñiðèõ öèêëiâ. À òîìó ñïiâ-
âiäíîøåííÿ äëÿ ïiäðàõóíêó ÷èñëà íååêâiâàëåíòíèõ äiàãðàì ç
êëàñó =N1,1;2m íàáóâà¹ î÷åâèäíîãî ñïðîùåííÿ

d∗∗N (2m) =
1

2

(
d∗N (2m) + s(2m)

)
, (4.23)

äå s(2m)�÷èñëî äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;2m, ùî ¹ ñèìåòðè÷íè-
ìè âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ I-ãî (àáî II-ãî) òèïó, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ ÷îðíèõ
(âiäïîâiäíî ñiðèõ) äóã 2-êîëüîðîâîãî 2m-øàáëîíó.

Íàñëiäîê 4.10. ×èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié
ç êëàñó C1,1(N5) ñòàíîâèòü 125.

Ëåìà 4.11. ×èñëî íååêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî äi¨ ãðóïè äiåäðà)
äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;7 ñòàíîâèòü 1136, òîáòî

d∗∗N (7) = 1136. (4.24)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ Áåðíñàéäà òà ç óðàõóâàííÿì ëåìè 4.5 ìà¹
ìiñöå ðiâíiñòü

d∗∗N (7) =
1

2
(d∗N (7) + s0(7)) =

1

2

(
dN (7)

7
+ s0(7)

)
, (4.25)

äå s0(7)�÷èñëî òèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;7, ùî ¹ ñèìåòðè÷íèìè
âiäíîñíî ôiêñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ (ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè
äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ ñiðî¨ òà ÷îðíî¨ äóã) 2-êîëüîðîâîãî
14-øàáëîíó.
Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ ëèøå 12 òèïiâ ñèìåòðè÷íèõ (âiäíîñíî ôi-

êñîâàíî¨ îñi ñèìåòði¨ 2-êîëüîðîâîãî 14-øàáëîíó) 2-êîëüîðîâèõ
N -äiàãðàì ç 7 õîðäàìè, ðèñ. 4.14.
Âñi ñèìåòðè÷íi äiàãðàìè ç êëàñó =N1,1;7 íàâåäåíî çà òèïàìè

íà ðèñóíêàõ 4.15�4.18 íèæ÷å.
Òàêèì ÷èíîì s0(7) = 140. À ç óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ

(4.25), îñòàòî÷íî ìà¹ìî d∗∗N (7) = 1
2 (2132 + 140) = 1136. �

Íàñëiäîê 4.12. ×èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié
ç êëàñó C1,1(N6) ñòàíîâèòü 1136.
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1 тип 2 тип 3 тип 4 тип 5 тип 6 тип 

      
7 тип 8 тип 9 тип 10 тип 11 тип 12 тип 

Ðèñ. 4.14

g 1 2 3 4 5 6 10 12
n 2 3 4 5 6 7 11 13
d∗N (n) 1 1 6 28 234 2 132 89 011 584 36 682 179 840
d∗∗N (n) 1 1 4 20 125 1 136 ? ?

Òàáë. 4.4. Ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ âåëè÷èí d∗N (n)
òà d∗∗N (n)

4.13. Àñèìïòîòè÷íà îöiíêà äëÿ d∗∗N (n). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðå-
çóëüòàòè ðîáiò [15], [14] òà [10], íå âàæêî âñòàíîâèòè, ùî äëÿ
ïåâíîãî êëàñó Ln 2-êîëüîðîâèõ n-äiàãðàì â ÿêîñòi àñèìïòîòè-
÷íî¨ îöiíêè (ïðè n→∞) äëÿ ÷èñëà íååêâiâàëåíòíèõ (âiäíîñíî
äi¨ ãðóïè äiåäðà ïîðÿäêó 2n) äiàãðàì iç çàçíà÷åíîãî êëàñó ìî-

æíà ïðèéíÿòè âåëè÷èíó δn =
[
|Ln|
2n

]
.

Òîìó (ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 4.6) äëÿ ÷èñëà íååêâiâà-
ëåíòíèõ äiàãðàì ç êëàñó =N1,1;n â ÿêîñòi àñèìïòîòè÷íî¨ îöiíêè
ïðè n→∞ (â ¾ïåðøîìó íàáëèæåííi¿) ìîæíà ïðèéíÿòè âåëè-

÷èíó δ∗∗(n) =
[
dN (n)

2n

]
.

Äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî äîäàíêiâ ñóìè (1.5) óâåäåìî íàñòóïíi
ïîçíà÷åííÿ

SHN1(g) =
23g+1 · (g + 1)! · (g!)2

(2g + 2)!
,
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1 2 3 4 5 6 

      
7 8 9 10 11 12 

 

      

13 14 15 16 17 18 

      
19 20 21 22 23 24 

    

  

25 26 27 28   
 

      

29 30 31 32 33 34 

      
35 36 37 38 39 40 

Ðèñ. 4.15. Âñi ñèìåòðè÷íi äiàãðàìè ç êëàñó
=N1,1;7 2, 3 i 4 òèïiâ.
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41 42 43 44 45 46 

      
47 48 49 50 51 52 

    

  

53 54 55 56   
 

      
57 58 59 60 61 62 

      
63 64 65 66 67 68 

 

      
69 70 71 72 73 74 

      

75 76 77 78 79 80 

    

  

81 82 83 84   

 

Ðèñ. 4.16. Âñi ñèìåòðè÷íi äiàãðàìè ç êëàñó
=N1,1;7 5, 6 i 7 òèïiâ.
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85 86 87 88 89 90 

      
91 92 93 94 95 96 

 

      
97 98 99 100 101 102 

      

103 104 105 106 107 108 

    

  

109 110 111 112   
 

      
113 114 115 116 117 118 

      

119 120 121 122 123 124 

 

Ðèñ. 4.17. Âñi ñèìåòðè÷íi äiàãðàìè ç êëàñó
=N1,1;7 8, 9 i 10 òèïiâ.

SHN2(g) =

g∑
i=1

min(i;g+1−i)∑
j=1

c(i; j) ·
[

2i−j−1(2j)!(i−1)!(g+2−i−j)!
(2j−1)j!

]2
,
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125 126 127 128 129 130 

      

131 132 133 134 135 136 

    

  

137 138 139 140   

Ðèñ. 4.18. Âñi ñèìåòðè÷íi äiàãðàìè ç êëàñó
=N1,1;7 11 òèïó.

äå c(i; j) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (1.6).

Òîäi ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:
10) äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî g âåëè÷èíà SGN2(g) < 0;

20) lim
g→∞

SGN1(g)

4g · |SGN2(g)|
= 1.

Ç iíøîãî áîêó, ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (4.15), ïðè g →∞ â
ÿêîñòi âåëè÷èíè dN (n) = dN (g + 1) ïðèðîäíî îáðàòè âåëè÷èíó
S±H(g; 1) = SHN1(g) + SHN2(g).
Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 20), íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî

ïðè g →∞ âiäíîøåííÿ

S±H(g; 1)

2(g + 1)
òà

23g · (g!)3

(2g + 2)!

¹ åêâiâàëåíòíèìè íåñêií÷åííî âåëèêèìè âåëè÷èíàìè.
Òàêèì ÷èíîì, îäåðæàíî àñèìïòîòè÷íó îöiíêó äëÿ d∗∗N (n). À

ñàìå:



142 Î. À. Êàäóáîâñüêèé

Òâåðäæåííÿ 4.14. Ïðè n→∞

d∗∗N (n) ∼ δ(n) =
23(n−1) · ((n− 1)!)3

(2n)!
. (4.26)

Âèñíîâêè òà ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ

Òàêèì ÷èíîì, â ïðåäñòàâëåíié ðîáîòi:
1) ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëî-

ãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(Mg) (íà çàìêíåíèõ
îði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ ðîäó g ≥ 0);
2) âïåðøå âñòàíîâëåíî òî÷íå çíà÷åííÿ ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íå-

åêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñiâ C1,1(N5) òà C1,1(N6) (íà çà-
ìêíåíèõ íåîði¹íòîâíèõ ïîâåðõíÿõ ðîäó 5 i 6);
3) äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ÷èñëà òîïîëîãi÷íî

íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,1(Ng), êîëè g →∞.
Êðiì òîãî, ÿê ç'ÿñóâàëîñü, iñíó¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ çàäà÷åþ

ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç
êëàñó C1,1(Mg), âiäîìîþ ¾Çàäà÷åþ êîìiâîÿæåðà¿ (¾Travelling
salesman problem¿) [22] òà çàäà÷àìè ïðî ïåðåñòàíîâêè ãåíîìó
[19].
Ïîäàëüøà ðîáîòà ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíà iç:

1) óçàãàëüíåííÿì îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê çíÿò-
òÿ îáìåæåííÿ ïðî çáåðåæåííÿ îði¹íòàöi¨ ãîìåîìîðôiçìó
h′ : R1 → R1 ó îçíà÷åííi òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèõ ôóí-
êöié;

2) âñòàíîâëåííÿì ôîðìóë äëÿ ïiäðàõóíêó òî÷íîãî çíà÷åí-
íÿ ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó
C1,1(Ng).

Àíàëiçóþ÷è ðåçóëüòàòè ðîáiò [23] i [11], öiëêîì äîñÿæíèì
çäà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà O-òîïîëîãi-
÷íî òà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ç êëàñó C1,n−2(M1)
(íà äâîâèìiðíîìó òîði T 2).
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