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Òîïîëîãi÷íà ñòiéêiñòü ôóíêöié âiäíî-
ñíî óñåðåäíåíü çà ìiðàìè ç êóñêîâî
ïîñòiéíèìè ùiëüíîñòÿìè

We present sufficient conditions for a topological stability of averagigns
of piece-wise differentiable functions f : R → R with finitely many local
extremes with respect to probability measures with piecewise constant
densities.

Â ðîáîòi îòðèìàíi äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi óñåðå-
äíåíü êóñêîâî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié f : R → R çi ñêií÷åííèì ÷è-
ñëîì åêñòðåìóìiâ âiäíîñíî ìið ç êóñêîâî ïîñòiéíèìè ùiëüíîñòÿìè.

1. Âñòóï

Íåõàé µ�éìîâiðíiñíà ìiðà íà âiäðiçêó [−1, 1], òîáòî íåâiä'-
¹ìíà σ-àäèòèâíà ìiðà, âèçíà÷åíà íà áîðåëiâñüêié àëãåáði ìíî-
æèí âiäðiçêà [−1, 1], i òàêà, ùî µ[−1, 1] = 1. Òîäi äëÿ êîæíî¨
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : (a, b) → R òà ÷èñëà α > 0 òàêîãî, ùî
2α < b− a ìîæíà âèçíà÷èòè íîâó âèìiðíó ôóíêöiþ

fα : (a+ α, b− α)→ R

çà ôîðìóëîþ:

fα(x) =

∫ 1

−1
f(x+ tα)dµ. (1.1)

Íàçèâàòèìåìî ¨¨ α-óñåðåäíåííÿì ôóíêöi¨ f âiäíîñíî ìiðè µ.
Ôàêòè÷íî óñåðåäíåííÿ ¹ çãîðòêîþ f iç ùiëüíiñòþ ìiðè µ, ÿêùî
âîíà iñíó¹, äèâ. çàóâàæåííÿ 1.5 íèæ÷å.
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Òàêi óñåðåäíåííÿ ôóíêöié âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü ÿê â òå-
îðåòè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, òàê i ïðàêòè÷íèõ çàäà÷àõ îáðîáêè
ñèãíàëiâ, i íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíèìè ôiëüòðàìè, [1], [2], [3], [4].
Äàíà ðîáîòà ïðîäîâæó¹ äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè òîïîëîãi÷íî¨

ñòiéêîñòi óñåðåäíåíü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ðîçïî÷àòå àâòîðàìè
â [5], äèâ. îçíà÷åííÿ 1.1, 1.2 òà 1.3 íèæ÷å.

Îçíà÷åííÿ 1.1. äèâ. íàïð. [6], [7] Íàãàäà¹ìî, ùî äâi íåïåðåðâ-
íi ôóíêöi¨ f : (a, b) → R òà g : (c, d) → R íàçèâàþòüñÿ òîïî-
ëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü çáåðiãàþ÷i îði¹í-
òàöiþ ãîìåîìîðôiçìè h : (a, b)→ (c, d) òà φ : R→ R òàêi, ùî
φ ◦ f = g ◦h, òîáòî çîáðàæåíà íèæ÷å äiàãðàìà ¹ êîìóòàòèâ-
íîþ.

(a, b)
f−−−−→ R

h

y yφ
(c, d)

g−−−−→ R

Ãðóáî êàæó÷è, öå îçíà÷à¹, ùî ãðàôiêè fα òà f ¾ìàþòü îäíà-
êîâó ôîðìó¿.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Íåõàé f : R→ R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i µ�
éìîâiðíiñíà ìiðà íà [−1, 1]. Ñêàæåìî, ùî f ¹ òîïîëîãi÷íî
ñòiéêîþ âiäíîñíî óñåðåäíåíü ïî ìiði µ, ÿêùî iñíó¹ ε > 0,
òàêå, ùî äëÿ âñiõ α ∈ (0, ε) ôóíêöi¨ f òà fα ¹ òîïîëîãi÷íî
åêâiâàëåíòíèìè.

Ïðîáëåìà òîïîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi âiäíîñíî óñåðåäíåíü ìà¹ çà-
ñòîñóâàííÿ äî îá÷èñëåííÿ åíòðîïi¨ öèôðîâèõ ñèãíàëiâ, [8], [9],
[10].
Íåõàé H+(R)� ãðóïà âñiõ ãîìåîìîðôiçìiâ ïðÿìî¨ R, ÿêi çáå-

ðiãàþòü îði¹íòàöiþ. Öÿ ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ çi ñòðîãî çðîñòàþ-
÷èõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié h : R → R, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âó lim

x→∞
h(x) = ∞. Òîäi ãðóïà H+(R) ×H+(R) äi¹ íà ïðîñòîði

C0(R) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié R → R çà òàêèì ïðàâèëîì:
ÿêùî (h, φ) ∈ H+(R) × H+(R) i f ∈ C0(R), òî ðåçóëüòàò äi¨
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ïàðè (h, φ) íà f ¹ ôóíêöiÿ

φ ◦ f ◦ h−1 : R→ R.

Òàêà äiÿ ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ ïðàâî-ëiâîþ, [11], [12].
Î÷åâèäíî, ùî f, g ∈ C0(R) ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè òî-

äi i ëèøå òîäi, êîëè âîíè íàëåæàòü îäíié îðáiòi âiäíîñíî äi¨
ãðóïè H+(R)×H+(R).
Ðîçãëÿíåìî øëÿõ

γf : [0,∞)→ C0(R), γf (α) = fα,

ùî ïî÷èíà¹òüñÿ â òî÷öi f .
Î÷åâèäíî, ùî f ∈ C0(R) ¹ òîïîëîãi÷íî ñòiéêîþ âiäíîñíî óñå-

ðåäíåíü çà ìiðîþ µ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äåÿêèé �ïî÷àòîê�
γf [0, ε] øëÿõó γf ìiñòèòüñÿ â îðáiòi ôóíêöi¨ f äëÿ äåÿêîãî ε > 0.
Òàêèì ÷èíîì óñåðåäíåííÿ ¹ ëiíiéíîþ îïåðàöi¹þ íà ïðîñòîði

C0(R) âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié R → R, â òîé ÷àñ, ÿê òîïî-
ëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü çâîäèòüñÿ äî íåëiíiéíî¨ äi¨ ãðóï ãîìåî-
ìîðôiçìiâ H(R)×H(R).

Â [5] îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè òîïîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìó-
ìiâ âiäíîñíî óñåðåäíåíü. Ïîêàçàíî, ùî öÿ ïðîáëåìà ìîæå áóòè
çâåäåíà äî ïåðåâiðêè ëîêàëüíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi ëèøå ïà-
ðîñòêiâ f â îêîëàõ öèõ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ. Â äàíié ðîáîòi
ìè ïîêàæåìî, ùî òi äîñòàòíi óìîâè ¹ òàêîæ íåîáõiäíèìè (äèâ.
îçíà÷åííÿ 1.3 òà òåîðåìó 1.4 íèæ÷å), à îòæå çàäà÷à ãëîáàëü-
íî¨ òîïîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi ïîâíiñòþ çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ
ëîêàëüíî¨ ñòiéêîñòi ïàðîñòêiâ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ.

Íåõàé f : (R, a)→ R�ïàðîñòîê íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi
a ∈ R, òîáòî f ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, âèçíà÷åíîþ íà ìàëîìó
iíòåðâàëi (a − ε, a + ε) äëÿ äåÿêîãî ε. Òîäi, ÿêùî α < ε, òî fα
âèçíà÷åíà íà iíòåðâàëi (a − ε + α, a + ε − α), à ¨¨ ïàðîñòîê â
òî÷öi a, î÷åâèäíî, çàëåæèòü ëèøå âiä ïàðîñòêà f â öié òî÷öi.
Çàóâàæèìî, ùî ïàðîñòêè f òà fα â òî÷öi a, âçàãàëi êàæó÷è,

íå ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè: ïðè óñåðåäíåííÿõ ëîêàëüíi
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åêñòðåìóìè ìîæóòü çìiùóâàòèñü. Òîìó ïðèðîäíèì ¹ òàêå îçíà-
÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Íàçâåìî ïàðîñòîê f : (R, a) → R ¹ òîïî-
ëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî óñåðåäíåíü ïî ìiði µ, ÿêùî iñíó¹
òàêå ε > 0, ùî äëÿ êîæíîãî α ∈ (0, ε) çíàéäóòüñÿ ÷èñëà
c1, c2, d1, d2 ∈ (a − ε, a + ε) òàêi, ùî c1 < a < c2, d1 < d2, à
îáìåæåííÿ

f |(c1,c2) : (c1, c2) → R, fα|(d1,d2) : (d1, d2) → R
¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.

Òåîðåìà 1.4. (äèâ. [5]) Íåõàé µ�éìîâiðíiñíà ìiðà íà [−1, 1]
i f : R → R íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ ëèøå ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ x1, . . . , xn. Ïðèïóñòèìî, ùî çíà-
÷åííÿ f(xi), (i = 1, . . . , n), ïîïàðíî ðiçíi i âiäðiçíÿþòüñÿ âiä

lim
x→−∞

f(x) òà lim
x→+∞

f(x). Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(a) ôóíêöiÿ f ¹ òîïîëîãi÷íî ñòiéêîþ âiäíîñíî óñåðåäíåíü
ïî ìiði µ;

(b) äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n ïàðîñòîê f : (R, xi) → R â
òî÷öi xi ¹ òîïîëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî óñåðåäíåíü ïî
ìiði µ.

Â [5] äîâåäåíà iìïëiêàöiÿ (b)⇒(a). Ìè ïîêàæåìî, ùî (a)⇒(b).
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ôóíêöié çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ çàäà÷à ïîâ-
íiñòþ çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ ëîêàëüíî¨ ñòiéêîñòi ïàðîñòêiâ
ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ.
Â ñòàòòi [5] òàêîæ îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîïîëîãi-

÷íî¨ ñòiéêîñòi ïàðîñòêiâ ôóíêöié âiäíîñíî äèñêðåòíèõ ìið çi
ñêií÷åíèìè íîñiÿìè. Â äàíié ðîáîòi ìè íàâîäèìî äîñòàòíi óìî-
âè äëÿ òîïîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi ïàðîñòêiâ ôóíêöié âiäíîñíî ìið
ç êóñêîâî íåïåðåðâíèìè (i, çîêðåìà, ç ëîêàëüíî ïîñòiéíèìè)
ùiëüíîñòÿìè, äèâ òåîðåìè 3.5 òà 4.1.

Çàóâàæåííÿ 1.5. Íåõàé µ ìà¹ ùiëüíiñòü p : [−1, 1]→ R, òîáòî
òàêó âèìiðíó ôóíêöiþ, ùî µ(A) =

∫
A p(t)dt äëÿ êîæíî¨ áîðåëiâ-

ñüêî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ [−1, 1]. Äëÿ êîæíîãî α > 0 âèçíà÷èìî
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ôóíêöiþ pα : [−α, α]→ R i ìiðó µα íà [−α, α] çà ôîðìóëàìè:

pα(s) =
p(s/α)

α
, µ(A) =

∫
A
pα(s)ds.

Òîäi

µα[−1, 1] =

∫ α

−α
pα(s)ds =

∫ α

−α

p(s/α)

α
ds

=

∫ α

−α
p(s/α)d(s/α) =

∫ 1

−1
p(t)dt = 1,

à îòæå µα ¹ òàêîæ éìîâiðíiñíîþ ìiðîþ. Áiëüø òîãî,

fα(x) =

1∫
−1

f(x+ tα)p(t)dt =

α∫
−α

f(x+ s)p(s/α)d(s/α)

=

α∫
−α

f(x+ s)pα(s)ds.

Îñòàííié iíòåãðàë íàçèâà¹òüñÿ çãîðòêîþ f òà pα i ïîçíà÷à¹òüñÿ
÷åðåç f ∗ pα.
Çàçâè÷àé, â ôîðìóëi äëÿ çãîðòêè âèðàç ñòî¨òü f(x− s), à íå

f(x + s). Àëå öå íå ïðèíöèïîâî i ãðà¹ ðîëü ëèøå äëÿ âñòàíîâ-
ëåííÿ äåÿêèõ ¨¨ çðó÷íèõ àëãåáðà¨÷íèõ âëàñòèâîñòåé. Íàì áóäå
çðó÷íiøå âèêîðèñòîâóâàòè çíàê ¾+¿.

2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.4

Â [5] äîâåäåíà iìïëiêàöiÿ (b)⇒(a). Ìè ïîêàæåìî, ùî (a)⇒(b).
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ òîïîëîãi÷íî ñòiéêîþ âiäíîñíî

óñåðåäíåíü ïî ìiði µ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî äëÿ
êîæíîãî α ∈ (0, ε) iñíóþòü äâà ãîìåîìîðôiçìè hα, φα ∈ H+(R)
òàêi, ùî φα◦fα = f ◦hα. Çîêðåìà, fα òàêîæ ìà¹ ðiâíî n ëîêàëü-
íèõ åêñòðåìóìiâ hα(xi), i = 1, . . . , n i ïðèéìà¹ â íèõ çíà÷åííÿ
φα(f(xi)). Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ïàðîñòîê f â òî÷öi xi ¹ òîïî-
ëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî óñåðåäíåíü çà ìiðîþ µ.



Òîïîëîãi÷íà ñòiéêiñòü ôóíêöié 151

Çìåíøèâøè ε, ìîæíà ââàæàòè, ùî

xi+1 − xi > 4ε (2.2)

äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n − 1. Íåõàé α ∈ (0, ε). Òàê ÿê f ¹ ñòðîãî
ìîíîòîííîþ íà iíòåðâàëàõ

(−∞, x1), (x1, x2), · · · , (xn,+∞),

òî fα ¹ ñòðîãî ìîíîòîííîþ íà

(−∞, x1 − α), (x1 + α, x2 − α), · · · , (xn + α,+∞).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî hα(xi) ∈ [xi−α, xi+α]. Áiëüø òîãî, ç óìî-
âè (2.2) òàêîæ ñëiäó¹, ùî hα(xi) ¹ ¹äèíîþ òî÷êîþ ëîêàëüíîãî
åêñòðåìóìó fα íà iíòåðâàëi (xi − 2α, xi + 2α). Íåõàé

(c1, c2) = (xi − α, xi + α) ∩ h−1
α (xi − 2α, xi + 2α).

(d1, d2) = hα(c1, c2).

Òîäi îáìåæåííÿ f |(c1,c2) òà fα|(d1,d2) ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíè-
ìè, à ñàìå: ìà¹ ìiñöå òîòîæíiñòü φα ◦ fα = f ◦ hα.

3. Êóñêîâî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè íàâîäèìî äîñòàòíi óìîâè äëÿ òîïîëîãi-
÷íî¨ ñòiéêîñòi ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ âiäíîñíî óñåðåäíåíü çà
ìiðàìè ç êóñêîâî íåïåðåðâíèìè ùiëüíîñòÿìè (òåîðåìà 3.5).

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ôóíêöiÿ f : [a, b] → R íàçèâà¹òüñÿ êóñêî-

âî íåïåðåðâíîþ, àáî êóñêîâî 0-äèôåðåíöiéîâíîþ, ÿêùî
f íåïåðåðâíà ñêðiçü, çà âèêëþ÷åííÿì ñêií÷åíîãî ÷èñëà òî÷îê
t1, . . . , tn ∈ (a, b), ïðè÷îìó â êîæíié òàêié òî÷öi ti iñíóþòü
ñêií÷åíi ëiâà òà ïðàâà ãðàíèöi lim

t→ti−0
f(t) òà lim

t→ti+0
f(t). Â öüî-

ìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî, ùî f ∈ C0([a, b], t1, . . . , tn).
Ñêàæåìî, ùî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : [a, b] → R ¹ êóñêîâî

k-äèôåðåíöiéîâíîþ, k ≥ 1, ÿêùî çíàéäåòüñÿ ñêií÷åíà ìíî-
æèíà òî÷îê t1, · · · , tn ∈ (a, b) òàêèõ, ùî f ìà¹ íåïåðåðâíi ïî-
õiäíi äî ïîðÿäêó k âêëþ÷íî íà [a, b] \ {t1, . . . , tn} i äëÿ êîæíîãî
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i = 1, . . . , n òà s = 1, . . . , k iñíóþòü ñêií÷åíi ëiâà òà ïðàâà
ãðàíèöi

fl(t) = lim
t→ti−0

f (s)(t), fr(t) = lim
t→ti+0

f (s)(t).

Â öüîìó âèïàäêó òàêîæ ïèñàòèìåìî, ùî

f ∈ Ck([a, b], t1, . . . , tn).

Î÷åâèäíî, ùî ñóìà òà äîáóòîê êóñêîâî íåïåðåðâíèõ (k-äè-
ôåðåíöiéîâíèõ) ôóíêöié ¹ òàêîæ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ (k-äè-
ôåðåíöiéîâíîþ) ôóíêöi¹þ, à äëÿ k ≥ 1 ïîõiäíà êóñêîâî (k+1)-
äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ ìîæå áóòè (äîâiëüíèì ÷èíîì) äîâè-
çíà÷åíà â òî÷êàõ ðîçðèâó äî êóñêîâî k-äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóí-
êöi¨.
Íàñòóïíà ëåìà äîáðå âiäîìà äëÿ âèïàäêó íåïåðåðâíî äèôå-

ðåíöiéîâíèõ ôóíêöié.

Ëåìà 3.2. Íåõàé f : [a, b] → R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç òàêèõ óìîâ:

(1) f ∈ C1([a, b], t1, . . . , tn) i f ′(x) < f ′(y) äëÿ âñiõ ïàð òî÷îê
x < y ∈ [a, b] \ {t1, . . . , tn};

(2) f ∈ C2([a, b], t1, . . . , tn), ïðè÷îìó f ′′(x) > 0 äëÿ âñiõ òî÷îê
x ∈ [a, b] \ {t1, . . . , tn} òà lim

t→ti−0
f ′(t) ≤ lim

t→ti+0
f ′(t) äëÿ âñiõ

i = 1, . . . , n.

Òîäi f ¹ ñòðîãî âèïóêëîþ.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ãðàíèöü
ïîõiäíî¨ f ′:

f ′l (x) = lim
t→x−0

f ′(t), f ′r(x) = lim
t→x+0

f ′(t).

(2)⇒(1). Ïðèïóùåííÿ f ′′(x) > 0 äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]\{t1, . . . , tn},
îçíà÷à¹, ùî f ′ ñòðîãî çðîñòà¹ íà êîæíîìó ç âiäðiçêiâ

[a, t1], [t1, t2], . . . , [tn−1, tn], [tn, b].
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Êðiì òîãî, f ′l (ti) ≤ f ′r(ti) äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n. Çâiäñè ñëiäó¹,
ùî f ′(x) < f ′(y) äëÿ âñiõ x < y ∈ [a, b] \ {t1, . . . , tn}, òîáòî
âèêîíàíà óìîâà (1).

(1) Ç òîãî, ùî f ′ ¹ êóñêîâî íåïåðåðâíîþ i ñòðîãî çðîñòà¹ íà
[a, b] \ {t1, . . . , tn} âèïëèâà¹, ùî f ′l (t) ≤ f ′r(t) äëÿ âñiõ t ∈ (a, b) i
ùî îáèäâi ôóíêöi¨ f ′l òà f

′
r ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè.

Íåõàé x < y ∈ [a, b] i t ∈ (0, 1). Òîäi

f(x) + (y − x)f ′r(x) < f(y) = f(x) +

∫ y

x
f ′(t)dt <

< f(x) + (y − x)f ′l (y).

Çîêðåìà, ÿêùî s ∈ (0, 1) i z = (1− s)x+ sy ∈ (x, y), òî

f(z) < f(x) + (z − x)f ′l (z) = f(x) + s(y − x)f ′l (z),

f(z) < f(y)− (y − z)f ′r(z) = f(y)− (1− s)(y − x)f ′r(z).

Ïîìíîæèâøè ïåðøó íåðiâíiñòü íà 1−s, à äðóãó � íà s, äîäàâøè
¨õ i âðàõóâàâøè, ùî f ′l (z)−f ′r(z) ≤ 0, îòðèìà¹ìî òàêi íåðiâíîñòi:

f(z) < (1− s)f(x) + sf(y) + s(1− s)(y − x)
(
f ′l (z)− f ′r(z)

)
≤ (1− s)f(x) + sf(y).

Öå äîâîäèòü ñòðîãó âèïóêëiñòü f . �

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî p : [−1, 1] → [0,+∞)�êóñêîâî íå-

ïåðåðâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî
∫ 1
−1 p(t)dt = 1 i µ� âiäïîâiäíà éìî-

âiðíiñíà ìiðà íà áîðåëiâñüêié àëãåáði B[−1, 1], âèçíà÷åíà çà
ôîðìóëîþ

µ(A) =

∫
A
p(t)dt, A ∈ B[−1, 1]. (3.3)

Ëåìà 3.3. Íåõàé f : [a, b]→ R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ i

fα : [a+ α, b− α]→ R

� ¨¨ óñåðåäíåííÿ çà ìiðîþ µ. Òîäi fα íàëåæèòü êëàñó C1.
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ßêùî f ¹ òàêîæ êóñêîâî k-äèôåðåíöiéîâíîþ (íàëåæèòü
êëàñó Ck) äëÿ k ≥ 1, òî fα êóñêîâî (k + 1)-äèôåðåíöiéîâíîþ
(íàëåæèòü êëàñó Ck+1).

Äîâåäåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî

fα(x) =

∫ 1

−1
f(x+ tα)p(t)dt =

n∑
i=0

∫ ti+1

ti

f(x+ tα)p(t)dt.

Òàê ÿê f �íåïåðåðâíà, òî f ′ âèçíà÷à¹òüñÿ çà òàêîþ ôîðìóëîþ:

f ′α(x) =

n∑
i=0

(
fl(x+ ti+1α)pl(ti+1)− fr(x+ tiα)pr(ti)

)
, (3.4)

à îòæå ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ′α ¹ òà-
êîæ êóñêîâî k-äèôåðåíöiéîâíîþ òàê ñàìî, ÿê i f , à îòæå fα �
êóñêîâî (k + 1)-äèôåðåíöiéîâíà. Áiëüø òîãî,

f (s)
α (x) =

n∑
i=0

(
f

(s−1)
l (x+ ti+1α)pl(ti+1)− f (s−1)

r (x+ tiα)pr(ti)
)

(3.5)
äëÿ âñiõ x, â ÿêèõ ïðàâà ÷àñòèíà íåïåðåðâíà.
ßêùî æ f íàëåæèòü êëàñó Ck, òî, çîêðåìà, f = fl = fr, à

òîìó ç ôîðìóëè (3.4) âèïëèâà¹, ùî fα íàëåæèòü êëàñó Ck+1.
�

Ëåìà 3.4. Íåõàé f : [−ε, ε] → R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, äëÿ
ÿêî¨ âèêîíàíi òàêi óìîâè:

(a) f ñòðîãî ñïàäà¹ íà [−ε, 0] i ñòðîãî çðîñòà¹ íà [0,+ε];
(b) f ′α ñòðîãî çðîñòà¹.

Òîäi ïàðîñòîê f â òî÷öi 0 ¹ òîïîëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî
óñåðåäíåíü çà ìiðîþ µ.

Äîâåäåííÿ. Òàê ÿê f ¹ íåïåðåðâíîþ, òî çãiäíî ç ëåìîþ 3.3 óñå-
ðåäíåííÿ fα ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ. Çà ïðè-
ïóùåííÿì (b) f ′α ñòðîãî çðîñòà¹, à òîìó ç òâåðäæåííÿ (1) ëå-
ìè 3.2 ñëiäó¹, ùî fα ¹ ñòðîãî âèïóêëîþ ôóíêöi¹þ. Òàê ÿê fα
ñïàäà¹ â îêîëi òî÷êè −ε+α i çðîñòà¹ â îêîëi òî÷êè ε−α, òî fα
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ìà¹ ¹äèíó òî÷êó ìiíiìóìó xα íà âiäðiçêó [−ε+α, ε−α], à çíà-
÷èòü, ïàðîñòîê f â òî÷öi 0 òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèé ïàðîñòêó
fα â òî÷öi xα. �

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé f, g : [−ε, ε]→ R� äâi êóñêîâî 1-äèôåðåí-
öiéîâíi ôóíêöi¨ i h = f − g. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi òàêi
óìîâè:

(a) f òà g ñòðîãî ñïàäàþòü íà [−ε, 0] i ñòðîãî çðîñòàþòü
íà [0,+ε];

(b) iñíó¹ òàêå C > 0, ùî äëÿ âñiõ x ∈ [−α, α] âèêîíàíà
íåðiâíiñòü

f ′′α(x) ≥ Cα ;

(c) ïîõiäíà h′ = g′ − f ′�íåïåðåðâíà â òî÷öi 0 i h′(0) = 0.

Òîäi ïàðîñòîê g â òî÷öi 0 ¹ òîïîëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî óñå-
ðåäíåíü çà ìiðîþ µ.

Äîâåäåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî óìîâà (b) ãàðàíòó¹, ùî f ′α ñòðîãî
çðîñòà¹, à òîìó ç (a) òà ëåìè 3.4 âèïëèâà¹, ùî f ¹ òîïîëîãi÷íî
ñòiéêîþ âiäíîñíî óñåðåäíåíü çà ìiðîþ µ. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè,
ùî çà âèêîíàííÿ óìîâè (c) ôóíêöiÿ g = f + h (¾çáóðåííÿ¿
f çà äîïîìîãîþ h) òàêîæ áóäå òîïîëîãi÷íî ñòiéêîþ âiäíîñíî
óñåðåäíåíü çà ìiðîþ µ.
Òàê ÿê g ¹ íåïåðåðâíîþ i êóñêîâî 1-äèôåðåíöiéîâíîþ, òî,

çãiäíî ç ëåìîþ 3.3, g′α �íåïåðåðâíà, à g′′α �êóñêîâî íåïåðåðâíà.
Áiëüø òîãî, ç óìîâè (a) ñëiäó¹, ùî äëÿ α < ε ôóíêöiÿ gα ñòðîãî
ñïàäà¹ íà [−ε+ α,−α] i ñòðîãî çðîñòà¹ íà [α, ε− α]. Çîêðåìà,

g′α(−α) < 0, g′α(α) > 0.

Òîìó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî lim
y→x

g′′α(x) > 0 äëÿ x ∈ [−α, α]

ïðè âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ α. Çâiäñè âèïëèâàòèìå, ùî g′α ñòðîãî
çðîñòà¹ íà [−α, α], à òîìó gα ìàòèìå òàì ¹äèíó òî÷êó ìiíiìóìó.
Òàê ÿê h′ �íåïåðåðâíà â òî÷öi 0, i h(0) = 0, òî h(x) = xk(x),

äå

k(x) =

∫ 1

0
h′(tx)dt.
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Çîêðåìà, k�íåïåðåðâíà i k(0) = h′(0) = 0. Íåõàé

P = sup
t∈[−1,1]

p(t)

i n�÷èñëî òî÷îê ðîçðèâó ùiëüíîñòi p ìiðè µ, äèâ. ôîðìó-
ëó (3.3). Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêå δ > 0, ùî |k(x)| < C

8Pn äëÿ âñiõ
x ∈ [−δ, δ].
Íåõàé α < δ/2. Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ [−α, α] òà i = 0, . . . , n + 1

âèêîíàíà íåðiâíiñòü:

|x− tiα| < |x|+ |ti|α ≤ α+ α = 2α < δ,

à òîìó

|h′(x− tiα)| = |x− tiα| · |k(x− tiα)| ≤ 2α · C

8Pn
=

Cα

4Pn
.

Òåïåð ç ëåìè 3.3 îòðèìó¹ìî, ùî â êîæíié òî÷öi x ∈ [−α, α], â
ÿêié h′′α ¹ íåïåðåðâíîþ, ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:

|h′′α(x)| ≤
n∑
i=0

∣∣∣h′r(x− ti+1α)pr(ti+1)− h′l(x− tiα)pl(ti)
∣∣∣ ≤

≤ Cα

4Pn
· 2Pn =

Cα

2
.

Òîìó

lim
y→x
|h′′α(y)| ≤ Cα

2
,

à çíà÷èòü,

lim
y→x

g′′α(y) = lim
y→x

(
f ′′α(x) + h′′α(x)

)
≥

≥ lim
y→x

f ′′α(x)− lim
y→x
|h′′α(y)| ≥ Cα− Cα

2
=
Cα

2
> 0.

Òàêèì ÷èíîì, g′α ñòðîãî çðîñòà¹, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. �
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4. Êóñêîâî ïîñòiéíi ùiëüíîñòi

Íåõàé
−1 = t0 < t1 < · · · < tn < tn+1 = 1

� çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, p0, . . . , pn ∈ [0,+∞)�äåÿêi
íåâiä'¹ìíi ÷èñëà òàêi, ùî pi 6= pi+1 äëÿ i = 0, . . . , n− 1. Âèçíà-
÷èìî êóñêîâî ïîñòiéíó ôóíêöiþ p : [−1, 1]→ [0,+∞) çà ôîðìó-
ëîþ:

p[ti, ti+1) = pi, i = 0, . . . , n− 1

p[tn, tn+1] = pn,

äèâ ðèñ. 4.1.

Ðèñ. 4.1

Òàêîæ ââàæàòèìåìî, ùî∫ 1

−1
p(t)dt =

n∑
i=0

(ti+1 − ti)pi = 1. (4.6)

Òîäi p âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñíó ìiðó µ íà áîðåëiâñüêié àëãåáði ìíî-
æèí âiäðiçêà [−1, 1] çà ôîðìóëîþ:

µ(A) =

∫
A
p(t)dt, A ∈ B[−1, 1].

Âiäïîâiäíî, äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : R → R ¨ ¨ α-
óñåðåäíåííÿ fα : R→ R çà ìiðîþ µ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

fα(x) =

∫ 1

−1
f(x+ αt)dµ =

∫ 1

−1
f(x+ αt)p(t)dt =

=

n∑
i=0

pi

∫ ti+1

ti

f(x+ αt)dt. (4.7)
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Âiäìiòèìî, ùî òîäi

f ′α(x) =
n∑
i=0

pi

∫ ti+1

ti

f ′(x+ αt)dt =

=
n∑
i=0

(
f(x+ αti+1)− f(x+ αti)

)
pi, (4.8)

ùî ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì ôîðìóëè (3.4).

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé g : [−ε, ε] → R� êóñêîâî 1-äèôåðåíöiéîâ-
íà ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(a) g ñòðîãî ñïàäà¹ íà [−ε, 0] i ñòðîãî çðîñòà¹ íà [0,+ε];
(b) iñíóþòü ñêií÷åíi ãðàíèöi

L = lim
x→0−0

g′x, R = lim
x→0+0

g′x.

Äëÿ i = 0, . . . , n+ 1 âèçíà÷èìî ÷èñëà

Xi := Lµ[t0, ti] +Rµ[ti, tn+1]

= L

i−1∑
j=0

(tj+1 − tj)pj +R

n∑
j=i−1

(tj+1 − tj)pj ,

ÿêi, î÷åâèäíî, çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòÿì:

L = Xn+1 ≤ Xn ≤ · · · ≤ X1 ≤ X0 = R.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, . . . , n} õî÷à á îäíå ç ÷èñåë
Xi àáî Xi+1 âiäìiííå âiä íóëÿ. Òîäi ïàðîñòîê g â òî÷öi 0 ¹
òîïîëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî óñåðåäíåíü çà ìiðîþ µ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1 áàçó¹òüñÿ íà òàêié ëåìi:

Ëåìà 4.2. Íåõàé f : R → R�íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà
çà ôîðìóëîþ

f(x) =

{
Lx, x ≤ 0

Rx, x > 0.
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Òîäi

1
α · f

′
α(x) =



Xn+1 = L, x < −αtn+1 = −α,

Xi+1 +
x+ αti+1

ti+1 − ti
(Xi −Xi+1), −αti+1<x<−αti,

1 ≤ i ≤ n,

X0 = R, −t0α = α < x,

(4.9)

f ′′α(x) =


0, x < −αtn+1 = −α,
Xi −Xi+1

ti+1 − ti
α, −αti+1 < x < −αti

0, −t0α = α < x.

(4.10)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.1. Äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ f ç ëåìè 4.2
òà g âèêîíàíi óìîâè (a)-(c) òåîðåìè 3.5. Óìîâà (a) î÷åâèäíî âè-
êîíó¹òüñÿ.
Íåõàé

C = min
i=0,...,n

Xi −Xi+1

ti+1 − ti
.

Òîäi ç ôîðìóëè (4.10) i ïðèïóùåííÿ, ùî æîäíi äâà ñóñiäíi ÷èñëà
Xi+1 òà Xi îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ, âèïëèâà¹, ùî C > 0
i f ′′α(x) > Cα äëÿ âñiõ x ∈ [−α, α], òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (b).
Íàðåøòi ïîêëàäåìî h = f − g. Òîäi

lim
x→0−0

h′(x) = lim
x→0−0

f ′(x)− lim
x→0−0

g′(x) = L− L = 0

lim
x→0+0

h′(x) = lim
x→0+0

f ′(x)− lim
x→0+0

g′(x) = R−R = 0,

à òîìó h′ íåïåðåðâíà â òî÷öi 0 i h′(0) = 0. Îòæå óìîâà (c) òåæ
âèêîíàíà, à çíà÷èòü, çà òåîðåìîþ 3.5 ïàðîñòîê g â òî÷öi 0 ¹
òîïîëîãi÷íî ñòiéêèì âiäíîñíî óñåðåäíåíü çà ìiðîþ µ. �

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.2. Äëÿ n− 1 ≥ i ≥ 0 ïîêëàäåìî

∆i(x) =
(
f(x+ αti+1)− f(x+ αti)

)
pi.
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Òîäi, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.8), f ′α(x) =
n∑
i=0

∆i(x). Ðîçãëÿíåìî

òðè âèïàäêè.
a) ßêùî x+ αti < x+ αti+1 < 0 äëÿ äåÿêîãî i = 0, . . . , n, òî

∆i(x) =
(
L(x+ αti+1)− L(x+ αti)

)
pi

= αL(ti+1 − ti) pi = αLµ[ti, ti+1].

b) Ïðèïóñòèìî, ùî x + αti ≤ 0 ≤ x + αti+1 äëÿ äåÿêîãî i =
0, . . . , n− 1. Öÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî x ∈ [−αti+1,−αti].
Ïîêëàäåìî, di = ti+1 − ti, s =

x+ αti+1

αdi
, äèâ. ðèñ. 4.2. Òîäi

Ðèñ. 4.2

1− s = −x+ αti
αdi

, x = −αti+1(1− s)− αtis,

à òîìó

∆i(x) =
(
R(x+ αti+1)− L(x+ αti)

)
pi =

(
(1− s)L+ sR

)
αpidi.

c) ßêùî æ 0 < x+αti < x+αti+1 äëÿ äåÿêîãî i = n−1, . . . , 0,
òî àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó a) îòðèìó¹ìî, ùî

∆i(x) =
(
R(x+ αti+1)−R(x+ αti)

)
pi

= αR(ti − ti+1)pi = αRµ[ti+1, ti].

Òåïåð ìîæåìî äîâåñòè ôîðìóëó (4.9) äëÿ f ′α. Ïðèïóñòèìî,
ùî x ≤ α = αt0. Òîäi x+ αti < x+ αtn+1 ≤ 0 äëÿ âñiõ i, à òîìó

f ′α(x) =

n∑
j=0

∆j(x) =

n∑
j=0

αLµ[tj , tj+1]
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= αL
n∑
j=0

µ[tj , tj+1] = αLµ[−1, 1] = αL.

ßêùî, ÿê ó âèïàäêó b),

x = −αti+1(1− s)− αtis ∈ [−αti+1,−αti]

äëÿ äåÿêîãî i = 0, . . . , n, òî

1
α f
′
α(x) =

i−1∑
j=0

Lµ[tj , tj+1] +
(
(1− s)L+ sR

)
αµ[ti, ti+1]+

+

n∑
j=i+1

Rµ[tj , tj+1]

= Lµ[t0, ti] +
(
(1− s)L+ sR

)
αµ[ti, ti+1] +Rµ[ti+1, tn+1]

= (1− s)
(
Lµ[t0, ti+1] +Rµ[ti+1, tn+1]

)
+

+ s
(
Lµ[t0, ti] +Rµ[ti, tn+1]

)
= (1− s)Xi+1 + sXi = Xi+1 + s(Xi −Xi+1)

= Xi+1 +
x+ αti+1

ti+1 − ti
(Xi −Xi+1).

Íàðåøòi, êîëè α = tn+1α ≤ x, òî 0 ≤ x + αt0 < x + αti äëÿ
âñiõ i, òî

f ′α(x) =

n∑
j=0

∆j(x) =

n∑
j=0

αRµ[tj , tj+1]

= αR
n∑
j=0

µ[tj , tj+1] = αRµ[−1, 1] = αR.

Ëåìó äîâåäåíî. �

Ïðèêëàä 4.3. Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî â òåîðåìi 1.4Xi+1 = Xi = 0
äëÿ äåÿêîãî i, òî ôóíêöiÿ g ìîæå íå áóòè òîïîëîãi÷íî ñòiéêîþ
âiäíîñíî ìiðè µ. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : R → R i ùiëüíiñòü
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p : [−1, 1]→ R çà ôîðìóëàìè:

f(x) =

{
−x, x ≤ 0,

2x, x ≥ 0
p(x) =


1, x ∈ [−1,−0.5],

0, x ∈ (−0.5, 0],

0.25, x ∈ (0, 1),

äèâ. ðèñ. 4.3.

-1 1

1

2

-1 -0.5 1

1

0.25

-1 1

1

a) f(x) (b) p(x) (ñ) fα(x)

Ðèñ. 4.3

Òàêèì ÷èíîì, L = −1, R = 2, n = 2, t0 = −1, t1 = −0.5,
t2 = 0, t3 = 1, p0 = 1, p1 = 0, p2 = 0.25. Òîäi

X2 = Lµ[−1, t2] +Rµ[t2, 1] = −1 · 0.5 + 2 · 0.25 = 0,

X1 = Lµ[−1, t1] +Rµ[t1, 1] = −1 · 0.5 + 2 · 0.25 = 0.

Îòæå X2 = X1 = 0 i óìîâè òåîðåìè 4.1 íå âèêîíóþòüñÿ. Ç
iíøîãî áîêó, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.9), äëÿ

x ∈ [−αt2,−αt1] = [0, 0.5α]

ìà¹ìî, ùî 1
α f
′
α(x) = X2 +

x+ αt2
t3 − t2

(X1 − X2) = 0. Öå îçíà÷à¹,

ùî fα ¹ ïîñòiéíîþ íà iíòåðâàëi [0, 0.5α], à òîìó âîíà íå ìîæå
áóòè òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíîþ äî f , äèâ. ðèñ. 4.3(c). Òàêèì
÷èíîì, óìîâè òåîðåìè 4.1 ¹ ñóòò¹âèìè.
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