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Òîïîëîãiÿ ïîòîêiâ Ìîðñà
ç íåðóõîìèìè òî÷êàìè
íà ìåæi ïîâíîãî êðåíäåëÿ

We studied topological properties of polar Morse flows on 3-dimensional
handlebody, all fixed points of which lie on the boundary and have no
separatrices connecting the saddle. We built an analog of Heegaard de-
composition and m-diagram, which is complete topological invariant of
flow. Equivalence of m-diagrams and flow we check using the distinguish-
ing graphs. We found all possible distinguishing graphs with no more than
5 vertex.

1. Âñòóï

Òåîðiÿ Ìîðñà ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòåé ìíîãîâèäiâ ç ìåæåþ, à òîìó âîíà øèðîêî âèêî-
ðèñòîâóâàëàñü i ðîçâèâàëàñü â áàãàòüîõ ðîáîòàõ, òàêèõ, ÿê [1],
[2], [3], [4], [5] òà iíøèõ.
Ïðè äîñëiäæåííÿõ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Ìîð-

ñà íà ìíîãîâèäàõ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ¨õ ïîëÿ ãðàäi¹íòiâ,
ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîðîäæóþòü ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà.
ßêùî íà òàêîìó ïîëi çàôiêñóâàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â îñî-

áëèâèõ òî÷êàõ, òî ïî íèõ (ïîëþ i öèõ çíà÷åííÿõ) ôóíêöiÿ âiä-
íîâëþ¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåí-
òíîñòi.
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Íà êîæíîìó êîìïàêòíîìó ìíîãîâèäi ôóíêöiÿ Ìîðñà ç ìiíi-
ìàëüíèì ÷èñëîì êðèòè÷íèõ òî÷îê ìà¹ ¹äèíèé ëîêàëüíèé ìiíi-
ìóì òà ¹äèíèé ëîêàëüíèé ìàêñèìóì [6]. Âiäïîâiäíå ïîëå ãðà-
äi¹íòà ìà¹ ¹äèíèé âèòiê i ¹äèíèé ñòiê. Òàêi ïîëÿ íàçèâàþòüñÿ
ïîëÿðíèìè. ßêùî ïîëå ãðàäi¹íòà íà äâîâèìiðíié ïîâåðõíi ¹ ïî-
ëåì Ìîðñà-Ñìåéëà, òîäi ó íüîãî íåìà¹ ñïiëüíèõ ñåïàðàòðèñ ñi-
äëîâèõ òî÷îê.
×àñòî çàìiñòü ïîëiâ ãðàäi¹íòà ðîçãëÿäàþòü ãðàäi¹íòíîïîäi-

áíi ïîëÿ. Öå ïîëÿ, ÿêi â ðåãóëÿðíèõ òî÷êàõ òðàíñâåðñàëüíi ïî-
âåðõíÿì ðiâíÿ, à îñîáëèâi òî÷êè ÿêèõ ¹ êðèòè÷íèìè òî÷êàìè
ôóíêöi¨. Ç ðîáîòè Ñ. Ñìåéëà [7] âèïëèâà¹, ùî òàêi ïîëÿ äëÿ
ôóíêöié Ìîðñà òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi ïîëÿì ãðàäi¹íòà â äå-
ÿêié ðiìàíîâié ìåòðèöi. Äëÿ ôóíêöié Ìîðñà, ùî ìàþòü êðè-
òè÷íi òî÷êè íà ìåæi ìíîãîâèäó, ìîæíà ðîçãëÿäàòè àíàëîãi÷íi
êîíñòðóêöi¨, i ìàþòü ìiñöå àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè.
Íà çàìêíåíîìó ìíîãîâèäi âåêòîðíå ïîëå çàâæäè ïîðîäæó¹

ïîòiê [8]. Ó âèïàäêó êîìïàêòíîãî ìíîãîâèäó ç ìåæåþ âåêòîðíå
ïîëå áóäå ïîðîäæóâàòè ïîòiê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî äî-
òèêà¹òüñÿ äî ìåæi â êîæíié ¨¨ òî÷öi [9]. Ñàìå òàêi ïîëÿ ãðàäi¹í-
òà i ïîðîäæåíi íèìè ïîòîêè ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè. Ïðè öüîìó
ââàæàòèìåìî, ùî âñi îñîáëèâi òî÷êè ëåæàòü íà ìåæi òðèâèìið-
íîãî ìíîãîâèäó. Êðiì òîãî, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîëÿ, ùî íå
ìàþòü òðà¹êòîðié, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ i çàêií÷óþòüñÿ â ñiäëîâèõ
òî÷êàõ. ßêùî íà ïîâåðõíi (ìåæi òðèâèìiðíîãî ìíîãîâèäó) öÿ
óìîâà âèêîíó¹òüñÿ â çàãàëüíîìó ïîëîæåííi, òî íà òðèâèìiðíî-
ìó ìíîãîâèäi âîíà íàêëàäà¹ ïåâíi îáìåæåííÿ íà ìíîãîâèä, òàê
ñàìî, ÿê i óìîâà ïðî ¹äèíiñòü âèòîêó òà ñòîêó (âèòiê íà ïîâåðõ-
íi ìîæå íå áóòè âèòîêîì íà òðèâèìiðíîìó ìíîãîâèäi � â íüîãî
ìîæå âõîäèòè òðà¹êòîðiÿ). Çîêðåìà ç öèõ óìîâ âèïëèâà¹, ùî
òðèâèìiðíèé ìíîãîâèä ç ìåæåþ áóäå ïîâíèì êðåíäåëåì.
Çàóâàæèìî, ùî ïîëÿ, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ ñòðóêòóðíî ñòié-

êèìè.
Íåõàé W êîìïàêòíèé ìíîãîâèä ç ìåæåþ ∂W . Ïîçíà÷èìî

÷åðåç X(W,∂W ) ïðîñòið âåêòîðíèõ Cr ïîëiâ íà W äîòè÷íèõ
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äî ∂W îñíàùåíèé çâè÷àéíîþ Cr òîïîëîãi¹þ. Â öüîìó ïðîñòî-
ði ìîæíà âèçíà÷èòè ñòðóêòóðíó ñòiéêiñòü íàñòóïíèì ÷èíîì:
ñêàæåìî, ùî âåêòîðíå ïîëå X ∈ X(W,∂W ) ¹ Cr ñòðóêòóðíî
ñòiéêèì, ÿêùî âîíî ìà¹ Cr îêië U, òàêèé, ùî êîæåí Y ∈ U ¹
òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèì äî X, òîáòî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h,
ùî ïåðåâîäèòü îðáiòè X â îðáiòè Y òà çáåðiãà¹ ¨õ îði¹íòàöiþ.
Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿX ∈ X∞(W,∂W ) ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω(X)

ìíîæèíó íåáëóêàþ÷èõ òî÷îê ïîëÿ X.

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé W̃ ∈ C∞ çàìêíåíèé ìíîãîâèä i Cr

ìíîæèíà âåêòîðíèõ ïîëiâ ç Cr òîïîëîãi¹þ, r ≥ 1, òîäi âå-
êòîðíå ïîëå X ∈ Xr(W ) íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì Ìîðñà-Ñìåé-

ëà, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(1) ω(X) ¹ ïðîñòîþ, òîáòî âîíà ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü
îðáiò, óñi ç ÿêèõ ãiïåðáîëi÷íi;

(2) ÿêùî σi, σj ∈ ω(X), òî íåñòiéêèé ìíîãîâèä WU (σi)
òðàíñâåðñàëüíèé äî ñòiéêîãî ìíîãîâèäó WS(σj).

Äîñëiäæåííþ ïîëiâ Ìîðñà-Ñìåéëà ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ðîáiò,
çîêðåìà [10], [11], [12].
Ìíîæèíà âåêòîðíèõ ïîëiâ Ìîðñà-Ñìåéëà ¹ âiäêðèòîþ íåïî-

ðîæíüîþ ìíîæèíîþ â Xr(W̃ ), r ≥ 1 i êîæåí ¨¨ åëåìåíò ñòðó-
êòóðíî ñòiéêèé [13], [7].

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ïîëåì Ìîðñà íà ìíîãîâèäi ç ìåæåþ íà-
çèâà¹òüñÿ âåêòîðíå ïîëå X ∈ Xr(W ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

(1) ω(X) ¹ ñêií÷åíîþ, òîáòî ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî òî÷îê,
óñi ç ÿêèõ ¹ ãiïåðáîëi÷íèìè îñîáëèâèìè òî÷êàìè;

(2) ÿêùî σi, σj ∈ ω(X) i â òî÷öi x ∈WU (σi)∩WS(σj) ñòié-
êèé òà íåñòiéêèé ìíîãîâèäè ïåðåòèíàþòüñÿ íåòðàíñ-
âåðñàëüíî, òî x ∈ ∂W ;

(3) ïîëå äîòè÷íå äî ìåæi i éîãî îáìåæåííÿ íà ìåæó ¹
ïîëåì Ìîðñà-Ñìåéëà.

Ïîòiê, ïîðîäæåíèé ïîëåì Ìîðñà, íàçèâà¹òüñÿ ïîòîêîì Ìîð-
ñà.
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Îçíà÷åííÿ 1.3. Ïîëÿðíèì ïîòîêîì íàçèâà¹òüñÿ ïîòiê,
ÿêèé ìà¹ ¹äèíèé ñòiê òà âèòiê, òà îáìåæåííÿ ÿêîãî íà ìåæó
ìà¹ òàêîæ ¹äèíèé ñòiê òà âèòiê.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ïîòiê Ìîðñà íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî
ó íüîãî íå iñíó¹ òðà¹êòîðié, ùî ïî÷èíàþòüñÿ i çàêií÷óþòüñÿ
â ñiäëîâèõ òî÷êàõ (ñåïàðàòðèñ, ùî ç'¹äíóþòü ñiäëà).

Äëÿ ïîëÿðíîãî ïîòîêó Ìîðñà, ç òî÷íiñòþ äî òîïîëîãi÷íî¨
åêâiâàëåíòíîñòi, ìîæëèâi ÷îòèðè òèïè íåâèðîäæåíèõ îñîáëè-
âèõ òî÷îê íà ìåæi:

(1) âèòiê, êîîðäèíàòè ÿêîãî (x1, x2, x3) â ëîêàëüíèõ êîîîð-
äèíàòàõ x1,x2, x3 íà ìíîãîâèäi;

(2) ñòiê (−x1,−x2,−x3);
(3) A-ñiäëî (x1,−x2,−x3);
(4) B-ñiäëî (−x1, x2, x3).

Òóò ìåæà ìíîãîâèäó çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì x3 = 0, ïðè öüîìó
âèïàäêè òî÷îê (−x1,−x2, x3) òà (x1, x2,−x3) íàìè íå ðîçãëÿ-
äàþòüñÿ, îñêiëüêè öi òî÷êè ¹ òî÷êàìè ñòîêó íà ìåæi, ùî íå ¹
ñòîêîì íà ìíîãîâèäi, àáî âèòîêó íà ìåæi, ùî íå ¹ âèòîêîì íà
ìíîãîâèäi, ùî íåìîæëèâî äëÿ ïîëÿðíîãî ïîòîêó Ìîðñà.
Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîòîêè, ó ÿêèõ âñi îñîáëèâi

òî÷êè ëåæàòü íà ìåæi i îáìåæåííÿ ïîòîêó íà ìåæó ìà¹ ¹äèíèé
ñòiê òà âèòiê (ïîëÿðíi ïîòîêè).
Ìåòà äàíî¨ ðîáîòè: äîñëiäèòè òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ïðî-

ñòèõ ïîëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà íà ïîâíîìó êðåíäåëi, âñi íåðó-
õîìi òî÷êè ÿêèõ ëåæàòü íà ìåæi; ïîáóäóâàòè äëÿ íèõ ïîâíèé
òîïîëîãi÷íèé iíâàðiàíò (äiàãðàìó, à òàêîæ ðîçðiçíþþ÷èé ãðàô,
ÿêèé çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïiäðàõóíêó òîïîëîãi÷íî íå-
åêâiâàëåíòíèõ ïîòîêiâ).

2. m-Äiàãðàìà ïîòîêó Ìîðñà

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðiìàíîâó ìåòðèêó, ÿêà ìà¹ äëÿ
êîæíîãî A-ñiäëà òàêó âëàñòèâiñòü: äëÿ äâîõ ðiçíèõ òðà¹êòîðié,
ùî âèõîäÿòü iç A-ñiäëà, ¨õ äîâæèíè ðiâíi òà ìåíøi çà äîâæèíè
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òðà¹êòîðié, ùî âõîäÿòü â öi ñiäëà, i àíàëîãi÷íî äëÿ êîæíîãî B-
ñiäëà: äâi òðà¹êòîði¨, ùî âõîäÿòü â íüîãî, ìàþòü ðiâíi äîâæèíè,
ìåíøi çà äîâæèíè âñiõ iíøèõ òðà¹êòîðié, ùî âèõîäÿòü ç íüîãî.
Òàêó ðiìàíîâó ìåòðèêó ëåãêî ïîáóäóâàòè ç äîâiëüíî¨ ðiìàíîâî¨
ìåòðèêè, ñòèñêàþ÷è äî íåîáõiäíîãî îêîëè äóã íà çàçíà÷åíèõ
âèùå òðà¹êòîðiÿõ.
Äëÿ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ ïîòîêó Ìîðñà íà ïîâíîìó êðåíäåëi,

êðiì îñîáëèâèõ òî÷îê, òà òèõ, ùî ëåæàòü íà íå ñòiéêèõ ìíîãî-
âèäàõ A-ñiäåë òà ñòiéêèõ ìíîãîâèäàõ B-ñiäåë, çíàéäåìî ¨¨ ñå-
ðåäèíó, i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó F ⊂ W âñiõ òàêèõ ñåðåäèí òðà-
¹êòîðié. Ïðè öüîìó äîâæèíà êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ îá÷èñëþ¹òüñÿ
âiä âèòîêó äî ñòîêó, òîáòî äëÿ òðà¹êòîðié, ùî ëåæàòü íà ñòié-
êèõ ìíîãîâèäàõ A-ñiäåë çíàõîäèòüñÿ ñåðåäèíà ¨õ îá'¹äíàííÿ ç
îäíîþ ç äâîõ òðà¹êòîðié, ÿêi âèõîäÿòü ç öüîãî ñiäëà (âîíè çà
ïîáóäîâîþ ìàþòü ðiâíi äîâæèíè, ùî ìåíøi äîâæèí òðà¹êòîðié
ñòiéêîãî ìíîãîâèäó), i àíàëîãi÷íî äëÿ íåñòiéêèõ ìíîãîâèäiâ B-
ñiäåë.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Çà ïîáóäîâîþ, ìíîæèíà F ¹ äâîâèìiðíèì
ìíîãîâèäîì ç ìåæåþ ∂F ∈ ∂W .

Ëîêàëüíà åâêëiäîâiñòü F äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ãîìåî-
ìîðôiçìiâ îêîëiâ òî÷îê íà ìåæó ε-îêîëó âèòîêó àáî ñòîêó äëÿ
äîñòàòíüî ìàëîãî ε â êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò, äå êîæíié
òî÷öi ç F ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü òî÷êà íà öié æå ñàìié òðà-
¹êòîði¨ íà ìåæi îêîëó. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî êîëè F1 òà
F2 �äâi ïîâåðõíi, ïîáóäîâàíi çà ðiìàíîâèìè ìåòðèêàìè ρ1 òà
ρ2, âiäïîâiäíî, òî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì h : W →W òàêèé, ùî

(a) h(ω) = ω äëÿ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ ω ïîòîêó, ïðè÷îìó h
çáåðiãà¹ îði¹íòàöiþ ω ÿêùî dimω = 1;

(b) h(F1) = F2.

Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâà ïîâåðõíi F ç òî÷íiñòþ äî ãîìåîìîðôi-
çìó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (a), íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ðiìà-
íîâî¨ ìåòðèêè.
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Çàóâàæåííÿ 2.2. Íåõàé Σ�ìíîæèíà âñiõ îñîáëèâèõ òî÷îê
ïîòîêó, à S �ìíîæèíà âñiõ ïàð ¾êîðîòêèõ¿ ñåïàðàòðèñ, òîáòî
ñåïàðàòðèñ, ùî âèõîäÿòü ç A-ñiäåë òà ñåïàðàòðèñ, ùî âõîäÿòü
â B-ñiäëà. Òîäi ïîâåðõíÿ F ïåðåòèíà¹ êîæíó îðáiòó ç ìíîæèíè
W \ (Σ ∪ S) â ¹äèíié òî÷öi, à òîìó F ìîæíà îòîòîæíèòè ç
ïðîñòîðîì òðà¹êòîðié W \ (Σ ∪ S).

Âiäìiòèìî, ùî ìíîæèíà F ðîçáèâà¹ ìíîãîâèä W íà äâi êîì-
ïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi, à òîìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ìíîãîâèä W ÿê
ñêëåéêó ç äåÿêèõ äâîõ ìíîãîâèäiâ M òà N çà äåÿêèì ãîìåî-
ìîðôiçìîì ÷àñòèí ¨õ ìåæ. Ìíîãîâèäè M òà N âèáèðàþòüñÿ
òàê, ùî êîæíà òðà¹êòîðiÿ â òî÷êàõ ïîâåðõíi F íàïðàâëåíà ç
ìíîãîâèäó N â ìíîãîâèä M . Òîäi, çà ïîáóäîâîþ, âñi A-ñiäëà
ëåæàòü â ìíîãîâèäi M , à B-ñiäëà ëåæàòü â ìíîãîâèäi N .
Òàêå ðîçáèòòÿ ìíîãîâèäóW ¹ àíàëîãîì ðîçáèòòÿ Õåãîðà äëÿ

çàìêíåíèõ ìíîãîâèäiâ, à ïîâåðõíÿ F ¹ àíàëîãîì ïîâåðõíi Õå-
ãîðà.

Îçíà÷åííÿ 2.3. m-äiàãðàìà ïðîñòîãî ïîëÿðíîãî ïîòîêó Ìîð-
ñà � öå òðiéêà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç:

(1) ïîâåðõíi F ç ìåæåþ;
(2) íàáîðó ïðîñòèõ äóã I òèïó� ïåðåòèí ñòiéêèõ ìíîãî-

âèäiâ A-ñiäåë ç ïîâåðõíåþ F ;
(3) íàáîðó ïðîñòèõ äóã II òèïó� ïåðåòèí íåñòiéêèõ ìíî-

ãîâèäiâ B-ñiäåë ç ïîâåðõíåþ F .

Ëåìà 2.4. Ó âèïàäêó ðîçðiçàííÿ F âçäîâæ äóã ïåðøîãî (äðó-
ãîãî) òèïó, áóäå îòðèìàíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íà ìíîãîâèäi F äèñêè, ùî ëåæàòü íà
íåñòiéêèõ äâîâèìiðíèõ ìíîãîâèäàõ òà îáìåæåíi öèìè êðèâèìè
òà äâîìà òðà¹êòîðiÿìè íà ìåæi. Ðîçðiæåìî F çà öèìè äèñêà-
ìè. Â óòâîðåíîìó ìíîãîâèäi F ′ ïîñëiäîâíî ñòÿãíåìî êîæíèé
ç îòðèìàíèõ ïðè ðîçðiçàííi äèñêiâ â òî÷êó. Ïiñëÿ ñòÿãíåííÿ
îòðèìà¹ìî ìíîãîâèä, ãîìåîìîðôíèé F ′, òà âåêòîðíå ïîëå íà
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íüîìó ç îäíi¹þ îñîáëèâîþ òî÷êîþ - âèòîêîì. Îòæå, öåé ìíîãî-
âèä ãîìåîìîðôíèé ïiâäèñêó D3

+, à ïîâåðõíÿ F , ïiñëÿ ðîçðiçà-
ííÿ çà êðèâèìè ïåðøîãî òèïó, ãîìåîìîðôíà äèñêó D2. �

Äàëi ïiä m-äiàãðàìîþ áóäåìî ðîçóìiòè äîâiëüíó ïîâåðõíþ ç
ìåæåþ, íà ÿêié âèäiëåíî äâà òèïè ïðîñòèõ êðèâèõ, êiíöi ÿêèõ
ç'¹äíóþòü ðiçíi êîìïîíåíòè ìåæi i òàêi, ùî, ðîçðiçàâøè ïîâåðõ-
íþ çà äóãàìè îäíîãî òèïó, âèõîäèòü îäíîçâ'ÿçíà ïîâåðõíÿ.
Îòæå, çà êîæíèì ïðîñòèì ïîëÿðíèì ïîòîêîì Ìîðñà íà ïîâ-

íîìó êðåíäåëi ïîáóäîâàíî m-äiàãðàìó (ïîâåðõíÿ F òà äóãè I
òà II òèïó� öå ïåðåòèí ñòiéêèõ òà íåñòiéêèõ äâîâèìiðíèõ ìíî-
ãîâèäiâ ç ïîâåðõíåþ F ).

3. Çàäàííÿ ïîòîêó Ìîðñà ç äîïîìîãîþ m-äiàãðàìè

Ïîêàæåìî, ÿê çà m-äiàãðàìîþ ìîæíà âiäíîâèòè òðèâèìið-
íèé ìíîãîâèä i ïîòiê íà íüîìó. Ïîâíèé êðåíäåëü ìîæíà ñêëå-
¨òè ç äâîõ ìíîãîâèäiâ çà äîïîìîãîþ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi äié:
äî ìåæi ∂(D2) = S1 ïðèêëåþþòüñÿ k ñìóã, ùî ¹ 1-ðó÷êàìè
hki = D1 ×D1 çà âiäîáðàæåííÿì ∂(D1 ×D1)→ S1. Ïîçíà÷èìî

Lk = D2 ∪ h1
1 . . . ∪ h1

k.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðèêëå¹íi ðó÷êè íå ïåðåõðåùóþòüñÿ. Äàëi
âêëå¹íi ñìóãè ðàçîì ç äèñêîì ïîòîâùóþòüñÿ. Îòðèìàíèé 3-
ìíîãîâèä ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç LIk = L× I.
Íàäàëi áóäåìî êàçàòè, ùî 3-ìíîãîâèä ìà¹ LIk òèï ç îñíîâîþ

Lk, ÿêùî éîãî ìîæíà ïîáóäóâàòè âèùåçàçíà÷åíèì ñïîñîáîì.
ÍåõàéM òà N ìàþòü LIk òèï. Âèçíà÷èìî äåÿêèé ãîìåîìîðôiçì
h : M → N , ùî ñêëåþ¹ ¨õíi îñíîâè MLk

òà NLk
, ðîçãëÿíóòi ÿê

áîðäèçìè, à âñi iíøi òî÷êè ëèøà¹ íà ìiñöi, äèâ. ðèñ. 3.1. Âàðòî
çàçíà÷èòè, ùî ïiä äi¹þ öüîãî ãîìåîìîðôiçìó êîìïîíåíòè ìåæi
MLk

äîâiëüíèì ÷èíîì âêëåþþòüñÿ â êîìïîíåíòè ìåæi NLk

Òàêèì ÷èíîì ïiñëÿ ñêëåþâàííÿ M òà N áóäå îòðèìàíî ìíî-
ãîâèä W , W ⊃ F = h(MLk

) = NLk
. Òîáòî W ðîçáèâà¹òüñÿ íà

ìíîãîâèäè M òà N .
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Ðèñ. 3.1. Ñêëåéêà ìíîãîâèäiâ M òà N , ùî ìà-
þòü LI1 òèï.

Ðîçãëÿíåìî ïîâåðõíþ F , ùî ¹ ðåçóëüòàòîì ñêëåþâàííÿ îñíî-
âè ìíîãîâèäó M ç îñíîâîþ N çà âiäîáðàæåííÿì h òà äóãè ïåð-
øîãî òèïó íà íié. Êîæíà òàêà äóãà ¹ ïðîñòèì øëÿõîì, ùî ìà¹
êiíöi íà ðiçíèõ êîìïîíåíòàõ ìåæi ïîâåðõíi F .
Äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî äóãè ïåðøîãî òèïó íà-

ëåæàòü îñíîâi ìíîãîâèäó M , ÿêó áóäåìî ïîçíà÷àòè MLk
, à äó-

ãè äðóãîãî òèïó� îñíîâi ìíîãîâèäó N , ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî ÿê
NLk

. Ïðèêëàä m-äiàãðàìè ïîòîêó äèâ. íà ðèñ. 3.2.

Ðèñ. 3.2. Ïðèêëàä m-äiàãðàìè ïîòîêó.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Äâim-äiàãðàìè íàçèâàþòüñÿ ãîìåîìîðôíè-
ìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì ¨õ ïîâåðõîíü, ùî âiäîáðàæà¹
êðèâi ïåðøîãî òèïó íà êðèâi ïåðøîãî òèïó, à äðóãîãî � íà äðó-
ãîãî.
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Îçíà÷åííÿ 3.2. Âåêòîðíi ïîëÿ (ïîòîêè) íàçèâàþòüñÿ òî-
ïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ ãîìåîìîðôiçì ìíî-
ãîâèäó, ÿêèé âiäîáðàæà¹ òðà¹êòîði¨ îäíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
(ïîòîêó) íà òðà¹êòîði¨ iíøîãî, çáåðiãàþ÷è íàïðÿìîê ðóõó çà
òðà¹êòîðiÿìè, [9].

Òåîðåìà 3.3. Ïðîñòi ïîëÿðíi ïîòîêè Ìîðñà òîïîëîãi÷íî åêâi-
âàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ m-äiàãðàìè ãîìåîìîðôíi.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü
h : W1 →W2 ïîëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà X1 òà X2 íà ìíîãîâèäàõ
W1 òà W2 âiäïîâiäíî. Íåõàé Σi �ìíîæèíà íåðóõîìèõ òî÷îê
Xi, à Si �ìíîæèíà éîãî ñåïàðàòðèñ, ùî âèõîäÿòü ç A-ñiäåë, òà
ñåïàðàòðèñ, ùî âõîäÿòü â B-ñiäëà. Òîäi h(Σ1) = Σ2 i h(S1) = S2,
à òîìó

h
(
W1 \ (Σ1 ∪ S1)

)
= W2 \ (Σ2 ∪ S2).

Çîêðåìà, h iíäóêó¹ ãîìåîìîðôiçì ìiæ âiäïîâiäíèìè ïðîñòîðà-
ìè øàðiâ, òîáòî m-äiàãðàìàìè.
Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùîm-äiàãðàìè ãîìåîìîðôíi. Òîäi öåé

ãîìåîìîðôiçì çàäà¹ ái¹êöiþ ìiæ òðà¹êòîðiÿìè âåêòîðíèõ ïî-
ëiâ, i äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ç ïîâåðõíi F ìîæåìî ïðîäîâæèòè ¨¨
âiäîáðàæåííÿ íà âñþ òðà¹êòîðiþ, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî-
÷êó çà ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêèé çáåðiãà¹ ïðîïîðöiþ äîâæèí äóã
â çàäàíié ìåòðèöi. Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî ãîìåîìîðôiçì ïîâ-
íèõ êðåíäåëiâ, ùî ¹ òîïîëîãi÷íîþ åêâiâàëåíòíiñòþ âåêòîðíèõ
ïîëiâ. �

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ðîäîì g ïîòîêó Ìîðñà íàçèâà¹òüñÿ ðiä ïî-
âåðõíi F éîãî äiàãðàìè. Ñêëàäíiñòþ c ïîëÿðíîãî ïîòîêó Ìîð-
ñà íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî A-ñiäåë.

ßêùî ïîâåðõíþ F ðîçãëÿäàòè ÿê äèñê ç ïðèêëå¹íèìè ñòði-
÷êàìè (1-ðó÷êàìè Ñìåéëà), òî ñêëàäíiñòü äîðiâíþ¹ ÷èñëó ñòði-
÷îê. Çâiäñè âèäíî, ùî ÷èñëî B-ñiäåë äîðiâíþ¹ ÷èñëó A-ñiäåë
äëÿ ïîëÿðíîãî ïîòîêó Ìîðñà.

Çàóâàæåííÿ 3.5. Äëÿ îði¹íòîâàíî¨ ïîâåðõíi ÷èñëî êîìïîíåíò
ìåæi k = 1 + c− 2g, çâiäêè ñêëàäíiñòü c = k + 2g − 1.
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4. Ðîçðiçíÿþ÷èé ãðàô ïîòîêó Ìîðñà

Äîñëiäèìî, ñêiëüêîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè ìîæíà ñêëå¨òè ìíî-
ãîâèäèM òà N , ùî ìàþòü òèï LIk. Äëÿ öüîãî îòîòîæíèìî êîì-
ïîíåíòè ìåæi MLk

ç âåðøèíàìè äåÿêîãî ãðàôà GM , à êðèâi,
ùî ¨õ ç'¹äíóþòü, ç éîãî ðåáðàìè. Àíàëîãi÷íî NLk

ç GN .

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äëÿ ïîëÿðíîãî ïîòîêó Ìîðñà ðîäó íóëü ãðà-
ôè GM òà GN ¹ äåðåâàìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðè ïîáóäîâi ãðàôiâ GM òà GN , êîëè êîìïîíåíòè
ãðàíèöi ñòÿãóþòüñÿ â òî÷êè, ïîâåðõíÿ ðîäó íóëü ïåðåõîäèòü ó
ñôåðó. Îòæå, öi ãðàôè, ¹ ãðàôàìè âêëàäåíèìè ó ñôåðó. ßêùî
îäèí ç öèõ ãðàôiâ, íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi ãðàô GM , íå ¹ äåðå-
âîì, òî âií ìiñòèòü öèêë, ÿêèé ðîçáèâà¹ ñôåðó íà äâi îáëàñòi.
Çà ïîáóäîâîþ, êîæíié îáëàñòi, íà ÿêi ãðàô GM ðîçáèâà¹ ñôå-
ðó, âiäïîâiäà¹ îáëàñòü, íà ÿêó êðèâi ïåðøîãî òèïó ðîçáèâàþòü
ïîâåðõíþ F , à òàêié îáëàñòi âiäïîâiäà¹ âèòiê. Òîäi ïîòiê íå ¹
ïîëÿðíèì. Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. �

Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå ïîëÿðíi ïîòîêè ðîäó íóëü.
Ñêëå¨ìî ãðàô GM ç ãðàôîì GN òàê, ùîá âåðøèíè GM áóëè

ïîïàðíî îòîòîæíåíi ç âåðøèíàìèGN i ðåáðàGM íå ïåðåòèíàëè
ðåáåð GN . Îòðèìàíèé îá'¹êò áóäåìî íàçèâàòè ðîçðiçíþþ÷èì
ãðàôîì ïîòîêó Ìîðñà i ïîçíà÷àòè G.

Ëåìà 4.2. Äâà ðîçðiçíþþ÷i ãðàôè içîìîðôíi, ÿêùî iñíó¹ içî-
ìîðôiçì ðåáåð òà âåðøèí îäíîãî â ðåáðà òà âåðøèíè iíøîãî
çi çáåðåæåííÿì òèïó ðåáðà òà êiëüêîñòi i äîâæèí öèêëiâ.

Ç ïîáóäîâè ðîçðiçíþþ÷îãî ãðàôà âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.3. Äâi äiàãðàìè ãîìåîìîðôíi òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âiäïîâiäíi ¨ì ãðàôè içîìîðôíi.

Çàóâàæåííÿ 4.4. Äëÿ ïîòîêiâ ðîäó 0 êîæíà äóãà ç'¹äíó¹ ði-
çíi êîìïîíåíòè. ßêáè âîíà ïî÷èíàëàñü i çàêií÷óâàëàñü â îäíié
êîìïîíåíòi ìåæi, òî ðîçðiçàííÿ âçäîâæ öi¹¨ äóãè çðîáèëî á ïî-
âåðõíþ íåçâ'ÿçíîþ, àáî çìåíøèëî á ¨¨ ðiä, ùî íå ìîæëèâî.
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Äàëi çíàéäåìî âñi ðîçðiçíþþ÷i ãðàôè äëÿ ïîòîêiâ ðîäó 0
ñêëàäíîñòi ìåíøå 4. Äëÿ âèïàäêó ñêëåþâàííÿ äâîõ ìíîãîâèäiâ
M òà N , ùî ìàþòü LI1 òèï îòðèìà¹ìî ãðàôè GM òà GN , ÿêi
áóäóòü äåðåâàìè íà äâîõ âåðøèíàõ, à òîìó iñíó¹ ëèøå îäèí
âàðiàíò äëÿ òîãî, ùîá ¨õ ñêëå¨òè (ðèñ. 4.3).
Íà ðèñ. 4.3 i âñiõ ïîäàëüøèõ ðèñóíêàõ ðåáðà ãðàôà GN áó-

äóòü çîáðàæàòèñü ïðÿìèìè âiäðiçêàìè, à ãðàôà GN �äóãàìè.

Ðèñ. 4.3. Ñêëåéêè äåðåâ íà äâîõ âåðøèíàõ.

Äëÿ âèïàäêó ñêëåþâàííÿ äâîõ ìíîãîâèäiâM òàN , ùî ìàþòü
LI2 òèï, îòðèìà¹ìî ãðàôè GM òà GN , ÿêi áóäóòü äåðåâàìè íà
òðüîõ âåðøèíàõ, âñüîãî iñíó¹ äâà âàðiàíòè ¨õ ñêëåéêè (ðèñ. 4.4).

Ðèñ. 4.4. Ñêëåéêè äåðåâ íà òðüîõ âåðøèíàõ.

ßêùî ñêëåþþòüñÿ äâà ìíîãîâèäèM òà N , ùî ìàþòü LI3 òèï,
òî ãðàôè GM òà GN áóäóòü äåðåâàìè íà ÷îòèðüîõ âåðøèíàõ, à
òîìó âñüîãî iñíó¹ 12 âàðiàíòiâ ñêëåéîê i âiäïîâiäíèõ ¨ì ðîçði-
çíþþ÷èõ ãðàôiâ (Ðèñ. 4.5).
Êîæíîìó iç îòðèìàíèõ ðîçðiçíþþ÷èõ ãðàôiâ âiäïîâiäà¹ ñâié

ïîëÿðíèé ïîòiê Ìîðñà-Ñìåéëà.
Íåõàé Sn �êiëüêiñòü ïîëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà-Ñìåéëà äëÿ

ñêëåéîê ìíîãîâèäiâ LIn òèïó. Òîäi S1 = 1, S2 = 2, S3 = 12. Äëÿ
ðîçãëÿäó âèïàäêiâ n >= 4 ïîòðiáíî ðîçðîáèòè ïåâíèé àëãîðèòì
òà ñêîðèñòàòèñü îá÷èñëþâàëüíîþ òåõíiêîþ.
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Ðèñ. 4.5. Ñêëåéêè äåðåâ íà ÷îòèðüîõ âåðøèíàõ.

5. Ðîçðiçíþþ÷i ãðàôè äëÿ ïîòîêiâ Ìîðñà ðîäó 0
ñêëàäíîñòi 4

Íåõàé ìíîãîâèäè M òà N ìàþòü òèï LI4, i, ÿê ðåçóëüòàò,
ãðàôè GM òà GN ìàòèìóòü ïî 5 âåðøèí. Íà 5 âåðøèíàõ ìîæíà
ïîáóäóâàòè òðè íåiçîìîðôíi äåðåâà (ðèñ. 5.6).

Ðèñ. 5.6. Äåðåâà íà ï'ÿòè âåðøèíàõ.

Òàêèì ÷èíîì êîæíîìó ç ìíîãîâèäiâ M òà N ìîæå âiäïîâi-
äàòè îäèí ç òðüîõ ãðàôiâ, à òîìó iñíó¹ 6 ðiçíèõ òèïiâ ñêëåéîê
äâîõ äåðåâ íà ï'ÿòè âåðøèíàõ (ðèñ. 5.7).
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Ðîçãëÿíåìî ãðàô ç òî÷êè çîðó âëàñòèâîñòåé êîæíî¨ âåðøè-
íè, òàêèõ, ÿê ¨¨ ñòåïiíü i âiääàëåíiñòü âiä êiíöiâ (âèñÿ÷èõ âåð-
øèí), âðàõîâóþ÷è âñi ìîæëèâi ñèìåòði¨. Äëÿ äåðåâà ðèñ. 5.6(à)
ìà¹ìî òðè òèïè âåðøèí: êðàéíÿ, ñåðåäíÿ òà âåðøèíà ìiæ êðàé-
íüîþ i ñåðåäíüîþ, àíàëîãi÷íî äëÿ äåðåâà ðèñ. 5.6(á) ìàòèìåìî
4 òèïè âåðøèí, äëÿ ðèñ. 5.6(â) � 2.

Ðèñ. 5.7. Âñi ìîæëèâi ñêëåéêè äâîõ äåðåâ íà
ï'ÿòè âåðøèíàõ.

Îïèøåìî ïðîöåñ âêëåþâàííÿ ãðàôà GM â GN íà ïðèêëàäi âà-
ðiàíòó ç ðèñ. 5.7(â). Äëÿ öüîãî ôiêñó¹òüñÿ îäíà ç òî÷îê ãðàôà
GM i ðîçãëÿäàþòüñÿ âñi ìîæëèâi âàðiàíòè ïðèêëåþâàííÿ äî íå¨
ðiçíèõ òèïiâ òî÷îê ãðàôà GN . Íåõàé ëiâèé ãðàô ç ðèñ. 5.7(â)
áóäå ãðàôîì GM , à ïðàâèé GN . Çàôiêñó¹ìî êðàéíþ ëiâó òî÷êó
â GM i âèçíà÷èìî, ñêiëüêè ðiçíèõ òèïiâ òî÷îê â GN . Îòðè-
ìà¹ìî ÷îòèðè âàðiàíòè. Äàëi äëÿ êîæíîãî iç öèõ 4 âàðiàíòiâ
çàôiêñó¹ìî íàñòóïíó òî÷êó ç GM i âèçíà÷èìî êiëüêiñòü âàði-
àíòiâ òî÷îê ç GN , iç òèõ, ùî ëèøèëèñü � ¨õ ïî òðè âàðiàíòè.
Òàêèì ïåðåáîðîì çíàõîäèìî âñi âàðiàíòè m-äiàãðàì.
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Çàóâàæåííÿ 5.1. Â îòðèìàíié ìíîæèíi ãðàôè áóäóòü ïîâòî-
ðþâàòèñü. Äàíèé ôàêò ¹ íàñëiäêîì âèïàäêiâ ñêëåéîê îäíàêîâèõ
òèïiâ ãðàôiâ, îñêiëüêè ïðè ïåðåáîði íå âðàõîâóþòüñÿ ïîðÿäîê
ïåðåáîðó ïåðøîãî ãðàôà ç ïîðÿäêîì ïåðåáîðó iíøîãî.

Öþ ñèòóàöiþ ëåãêî âèïðàâèòè, ÿêùî äóáëþâàòè îòðèìàíó
ìíîæèíó ãðàôiâ i ïîìiíÿòè ìiñöÿìè â íîâîìó íàáîði êîæåí
ïåðøèé ç êîæíèì äðóãèì ãðàôîì, à ïîòiì ïîðiâíÿòè öi ìíî-
æèíè.
Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ñôîðìóëþâàòè àëãîðèòì äëÿ ïîøóêó

ñêëåéîê ãðàôiâ:

(1) Âèáåðåìî ç ìíîæèíè íåiçîìîðôíèõ äåðåâ ïàðó ãðàôiâ
GM òà GN , ùî âiäïîâiäàòèìå ïàði ìíîãîâèäiâ;

(2) Ôiêñó¹ìî äîâiëüíó âåðøèíó GM i çíàõîäèìî êiëüêiñòü
âåðøèí ãðàôà GN , ÿêi äî íå¨ ìîæíà ïðèêëå¨òè;

(3) Ôiêñó¹ìî íàñòóïíó òî÷êó GM i ïîâòîðþ¹ìî ïîïåðåäíié
ïåðåáið ñåðåä òî÷îê GN , ùî ùå íå áóëè âèáðàíi;

(4) Ïîâòîðþ¹ìî êðîêè 1-3, ïîêè íå áóäóòü ïåðåáðàíi âñi òî-
÷êè ãðàôà GM ;

(5) Äóáëþ¹ìî ìíîæèíó ãðàôiâ òà ìiíÿ¹ìî â êîïi¨ ìiñöÿìè
óñi GM ç óñiìà GN ;

(6) Ïîðiâíþ¹ìî âõiäíó ìíîæèíó ïàð ãðàôiâ ç ìîäèôiêîâà-
íîþ, âiäêèäà¹ìî òi, ùî ïîâòîðþþòüñÿ.

Íà îñíîâi äàíîãî àëãîðèòìó ñòâîðåíî âiäïîâiäíó ïðîãðàìó,
çà ðåçóëüòàòàìè, ÿêî¨ áóëî âèçíà÷åíî êiëüêiñòü ðîçðiçíþþ÷èõ
ãðàôiâ, ðåáðà ÿêèõ íå ïåðåòèíàþòüñÿ:
Ðîçãëÿíóâøè âèïàäîê ðèñ. 5.7(à) ñêëåéêè äâîõ äåðåâ ç äâîìà

ëèñòêàìè, áóëî îòðèìàíî 23 ðîçðiçíþþ÷i ãðàôè ðèñ. 5.8.
Âèïàäîê ðèñ. 5.7(á) iëþñòðó¹ âêëåþâàííÿ äåðåâà ç òðüîìà

ëèñòêàìè â äåðåâî ç ÷îòèðìà. Ñêëåéîê öüîãî òèïó iñíó¹ 8, ¨ì
âiäïîâiäà¹ 8 ïîëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà-Ñìåéëà ðèñ. 5.9.
Äëÿ âèïàäêó ðèñ. 5.7(â) âêëåþâàííÿ äåðåâà ç äâîìà ëèñòêà-

ìè ó äåðåâî ç òðüîìà ëèñòêàìè îòðèìàíî íàéáiëüøó êiëüêiñòü
ñêëåéîê� 30. Öå ñïðè÷èíåíî òèì, ùî îäèí ç ãðàôiâ ìà¹ 3 òèïè
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Ðèñ. 5.8. Ñêëåéêè içîìîðôíèõ äåðåâ ç äâîìà ëèñòêîì.

Ðèñ. 5.9. Ñêëåéêè äåðåâ ç òðüîìà òà ÷îòèðìà ëèñòêàìè.

âåðøèí, à iíøèé 4. Òàêèì ÷èíîì äëÿ öüîãî òèïó ñêëåéêè iñíó¹
30 ïîëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà-Ñìåéëà ðèñ. 5.10.
Ó âèïàäêó ðèñ. 5.7(ã), êîëè ñêëåþþòüñÿ äâi çiðêè� ãðàôè ç

÷îòèðìà ëèñòêàìè, áóëî îòðèìàíî ëèøå 2 ãðàôè, ÿêi âiäïîâi-
äàþòü äâîì ïîëÿðíèì ïîòîêàì Ìîðñà-Ñìåéëà ðèñ. 5.11. Öå
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Ðèñ. 5.10. Ñêëåéêè äåðåâ ç äâîìà òà òðüîìà ëèñòêàìè.

íàéìåíøà êiëüêiñòü ñåðåä 6 òèïiâ ñêëåþâàíü, ùî çóìîâëåíî
òèì, ùî ãðàôè ìàþòü ëèøå äâà òèïè âåðøèí òà ñèìåòði¨.

Ðèñ. 5.11. Ñêëåéêè içîìîðôíèõ äåðåâ ç ÷îòèð-
ìà ëèñòêàìè.

Äëÿ âêëåþâàííÿ äåðåâà ç äâîìà ëèñòêàìè â äåðåâî ç ÷îòèð-
ìà ëèñòêàìè ðèñ. 5.7(ä) iñíó¹ 5 âàðiàíòiâ, à òîìó iñíó¹ 5 âà-
ðiàíòiâ ïîëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà-Ñìåéëà ðèñ. 5.12. Ó âèïàäêó
äâîõ içîìîðôíèõ äåðåâ ç òðüîìà ëèñòêàìè ðèñ. 5.7(å) iñíó¹ 24
m-äiàãðàìè Õåãîðà, ðèñ. 5.13.
Ç âèùåñêàçàíîãî âèïëèâà¹ òàêà òåîðåìà:
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Ðèñ. 5.12. Ñêëåéêè äåðåâ ç äâîìà òà ÷îòèðìà ëèñòêàìè.

Ðèñ. 5.13. Ñêëåéêè içîìîðôíèõ äåðåâ ç òðüîìà ëèñòêàìè.

Òåîðåìà 5.2. Iñíó¹ 92 òîïîëîãi÷íî íå åêâiâàëåíòíi ïîòîêè
Ìîðñà ðîäó 0 ñêëàäíîñòi 4.
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6. Âèñíîâêè

Ó äàíié ðîáîòi áóëè äîñëiäæåíi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ïî-
ëÿðíèõ ïîòîêiâ Ìîðñà íà ïîâíîìó êðåíäåëi, âñi íåðóõîìi òî-
÷êè ÿêèõ ëåæàòü íà ìåæi i íå ìàþòü ñåïàðàòðèñ, ùî ç'¹äíóþòü
ñiäëà. Äëÿ íèõ ïîáóäîâàíî àíàëîã ðîçáèòòÿ Õåãîðà, à òàêîæ
m-äiàãðàìó, ùî ¹ ¨õ ïîâíèì òîïîëîãi÷íèì iíâàðiàíòîì ïîòîêó.
Åêâiâàëåíòíiñòü m-äiàãðàì, à òàêîæ ïîòîêiâ, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ ïîáóäîâàíèõ ó ðîáîòi ðîçðiçíþþ÷èõ ãðàôiâ. Çíà-
éäåíi âñi ìîæëèâi ðîçðiçíþþ÷i ãðàôè ç íå áiëüø íiæ 5 âåðøè-
íàìè. Êîæíîìó ç ãðàôiâ âiäïîâiäà¹ ñâié ïîëÿðíèé ïîòiê Ìîðñà
i â ðåçóëüòàòi âiäêèäàííÿ içîìîðôíèõ äiàãðàì áóëî îòðèìàíî 92
íåiçîìîðôíi ðîçðiçíþþ÷i ãðàôè, ÿêi áóëè ïîäiëåíi íà øiñòü òè-
ïiâ, òðè ç ÿêèõ óòâîðåíi ñêëåþâàííÿì içîìîðôíèõ äåðåâ i òðè �
íå içîìîðôíèõ. Âñi äiàãðàìè ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi iëþñòðàöié i
íàâåäåíi ó ðîáîòi.
Öÿ òåìà ìà¹ ïåðñïåêòèâè äëÿ äîñëiäæåíü, îñêiëüêè ìíîãîâè-

äè ìîæóòü ìàòè ñêëàäíiøó ïîáóäîâó, íàïðèêëàä, âîíè ìîæóòü
áóòè ñêëå¹íi ç äâîõ ìíîãîâèäiâ, ùî ìàþòü òèï LIk, k ≥ 5, à òîìó,
â ïîäàëüøîìó, íàâåäåíi âèùå äîñëiäæåííÿ áóäóòü ñòîñóâàòèñü
ðîçãëÿäó òàêèõ âèïàäêiâ.
Êðiì öüîãî, öiêàâî äîñëiäèòè âèïàäîê, êîëè ðåáðà ãðàôiâGM

òà GN ïåðåòèíàþòüñÿ. Â òàêîìó âèïàäêó êiëüêiñòü ìíîãîâèäiâ,
ÿêi ìîæíà óòâîðèòè ñêëåþâàííÿì äâîõ ìíîãîâèäiâ M òà N ,
çíà÷íî çáiëüøèòüñÿ, à òîìó i êiëüêiñòü ïîòîêiâ Ìîðñà òàêîæ
çíà÷íî çáiëüøèòüñÿ.
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