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The new conditions for the stability of linear impulsive systems with vari-
able structure were established. Applying the commutation calculation
and direct Lyapunov method the conditions for switching that ensure the
stability of linear impulsive system were obtained.

Установлены новые условия устойчивости линейных импульсных си-
стем переменной структуры. Применив коммутационное исчисления и
прямой метод Ляпунова получены условия на переключения, которые
обеспечивают устойчивость линейной импульсной системы.

Вcтуп

Системи диференцiальних рiвнянь змiнної структури з iмпульсною
дiєю використовуються при моделюваннi динамiки крокуючих апа-
ратiв [1], механiчних систем при дiї ударних навантажень [2], а також
систем, для яких вектор стану в деякi моменти часу може миттєво
змiнюватися [3]. Питання загальної теорiї диференцiальних рiвнянь
з iмпульсною дiєю (iснування та єдинiсть, оцiнки розв’язкiв тощо),
теореми про стiйкiсть розв’язкiв за лiнiйним наближенням i узагаль-
ненi теореми прямого методу Ляпунова наведено в монографiї А.М.
Самойленка та М.О. Перестюка [4]. В останнi роки в теорiї керуван-
ня i стабiлiзацiї руху набули значної актуальностi математичнi моделi
систем з перемиканнями [6]. Такi системи володiють цiкавими динамi-
чними властивостями. Наприклад, лiнiйна система з перемиканнями,
яка має двi нестiйкi структурнi матрицi, при певних умовах може бу-
ти стабiлiзована за рахунок вибору закону перемикання. Вiдзначимо,
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що аналогiчне явище має мiсце i для лiнiйних систем з iмпульсною
дiєю. В оглядовiй статтi [5] розглянуто умови dwell-time стiйкостi i
стабiлiзацiї лiнiйних позитивних iмпульсних систем змiнної структу-
ри, наведено приклади застосування цих умов.

Значний iнтерес в теорiї стiйкостi систем з перемиканнями стано-
вить питання про стабiлiзацiю руху системи за рахунок вибору за-
кону перемикання, зокрема у випадку, коли всi структурнi елементи
системи одночасно є нестiйкими. Для iмпульсних систем диферен-
цiальних рiвнянь в роботах [9–13] систематично розробленi методи
аналiзу стiйкостi руху iмпульсних систем у випадку, коли положення
рiвноваги неперервної i дискретної компонент iмпульсної системи є
одночасно нестiйкими.

Слiд вiдзначити, що з перших результатiв, якi стосуються стiйко-
стi лiнiйних iмпульсних систем (теорема 15.2, с. 104 [4]) стала цiлком
зрозумiла роль комутацiйних спiввiдношень при дослiдженнi стiйко-
стi руху iмпульсних систем. Для систем з перемиканням важливiсть
структури алгебри Лi, породженої векторними полями, якi визнача-
ють структури системи, вказано в роботах [7,8]. Зазначимо також ро-
боти [14], [15], в яких комутацiйнi спiввiдношення вiдiграють важливу
роль при дослiдженнi впливу структури сил на стiйкiсть механiчних
систем. В роботi [16] при дослiдженнi стiйкостi лiнiйних систем змiн-
ної структури суттєво враховувались алгебраїчнi властивостi стру-
ктурної множини.

Метою цiєї роботи є застосування комутацiйного числення в по-
єднаннi з методами аналiзу стiйкостi руху iмпульсних систем, роз-
винених в монографiї [4] та статтi [13] для встановлення нових умов
стiйкостi лiнiйних iмпульсних систем змiнної структури. Одержанi
умови стiйкостi дозволяють визначити закони перемикання, якi ста-
бiлiзують лiнiйну iмпульсну систему.

1 Постановка задачi.

Розглянемо лiнiйну iмпульсну систему

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐴𝜎(𝑘)𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ (𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1],

𝑥(𝑡+) = 𝐵𝜎(𝑘)𝑥(𝑡), 𝑡 = 𝜏𝑘,
(1)

де 𝑥 ∈ ℝ𝑛, 𝑡 ∈ ℝ, 𝐴𝑖 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝜎(𝑘) = 𝑘(mod 2), 𝑥(𝑡+) = lim
𝜏→𝑡+0

𝑥(𝜏),

𝐵𝑖 ∈ ℝ𝑛×𝑛 – невиродженi структурнi матрицi, 𝑖 = 1, 2, {𝜏𝑘}∞𝑘=0 –
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послiдовнiсть моментiв iмпульсної дiї, вiдносно якої припустимо, що
вона зростає i має єдину точку скупчення на нескiнченностi.

Припустимо, що 𝜏0 = 𝑡0 = 0 i позначимо через 𝑥(𝑡;𝑥0) розв’я-
зок задачi Кошi для системи (1), який задовольняє початкову умову
𝑥(0;𝑥0) = 𝑥0. Тодi 𝑥(𝑡;𝑥0) — неперервно диференцiйовна функцiя по
змiннiй 𝑡 на множинi 𝑡 ∈ ℝ+ ∖ {𝜏𝑘}∞𝑘=0. Покладемо для визначеностi
𝑥(𝜏𝑘 − 0;𝑥0) = 𝑥(𝜏𝑘;𝑥0).

Систему (1) будемо дослiджувати за наступних припущень:
1) структурнi матрицi 𝐴1 i 𝐴2 комутують, тобто 𝐴1𝐴2 = 𝐴2𝐴1;
2) якщо 𝜎(𝑘) = 1, то 𝜏𝑘+1 − 𝜏𝑘 = 𝜃1 > 0.

Означення 1.1. Лiнiйна система (1) називається асимптотично
стiйкою, якщо для довiльного числа 𝜀 > 0 iснує число 𝛿(𝜀) > 0, таке,
що з умови ‖𝑥0‖ < 𝛿(𝜀) випливає нерiвнiсть ‖𝑥(𝑡;𝑥0)‖ < 𝜀 при всiх
𝑡 > 0 i

lim
𝑡→∞

‖𝑥(𝑡;𝑥0)‖ = 0.

Основною задачею, яка розв’язана далi, є встановлення обмежень
на параметри закону перемикання, який задовольняє додаткове при-
пущення 2) i забезпечує асимптотичну стiйкiсть системи (1).

2 Основний результат.

Питання стiйкостi лiнiйної iмпульсної системи (1) можна розв’язати
на основi аналiзу її матрицанта

Ω𝜏2𝑘0 =

𝑘−1∏︁
𝑙=0

𝑒𝐴2(𝜏2𝑙+2−𝜏2𝑙+1)𝐵2𝑒
𝐴1𝜃1𝐵1.

Нагадаємо вiдому формулу [17], яка вiдiграє провiдну роль в цiй ро-
ботi

𝑒−𝐴𝜃𝐵𝑒𝐴𝜃 =

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝜃𝑘

𝑘!
[𝐴, [𝐴, ..., [𝐴⏟  ⏞  

𝑘

, 𝐵]...]] = 𝑒−𝜃 ad𝐴(𝐵),

де [𝐴,𝐵] = 𝐴𝐵 −𝐵𝐴, ad𝐴(𝑋) = 𝐴𝑋 −𝑋𝐴.
Праву частину даної рiвностi позначимо через 𝑄𝜃𝐴,𝐵 i нехай 𝑄𝑁,𝜃𝐴,𝐵

позначає вiдрiзок ряду 𝑄𝜃𝐴,𝐵 , тобто

𝑄𝑁,𝜃𝐴,𝐵 =

𝑁∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
𝜃𝑘

𝑘!
ad 𝑘𝐴(𝐵).
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Тодi матрицант можна подати у виглядi

Ω𝜏2𝑘0 =

𝑘−1∏︁
𝑙=0

𝑒𝐴2(𝜏2𝑙+2−𝜏2𝑙+1)𝐵2𝑒
𝐴1𝜃1𝐵1 =

=

𝑘−1∏︁
𝑙=0

𝑒𝐴2(𝜏2𝑙+2−𝜏2𝑙+1)𝑒𝐴1𝜃1𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1 =

=

𝑘−1∏︁
𝑙=0

𝑒(𝐴1𝜃1+𝐴2(𝜏2𝑙+2−𝜏2𝑙+1))𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1.

Таким чином, задача про стiйкiсть системи (1) еквiвалентна ана-
логiчнiй задачi для системи вигляду

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= ̃︀𝐴𝑘𝑦, 𝑡 ̸= 𝜏2𝑘,

𝑦(𝑡+) = 𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1𝑦(𝑡), 𝑡 = 𝜏2𝑘,

(2)

де 𝑦 ∈ ℝ𝑛,

̃︀𝐴𝑘 =
1

𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘
(𝜃1𝐴1 + (𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘+1)𝐴2) =

=
1

𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘+1 + 𝜃1
(𝜃1𝐴1 + (𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘+1)𝐴2).

Дослiдження стiйкостi системи (2) проведемо, використовуючи
прямий метод Ляпунова.

3 Умови стiйкостi

Розглянемо задачу про вибiр правила перемикання, яке забезпечує
стiйкiсть лiнiйної iмпульсної системи (1). Для цього встановимо умо-
ви для послiдовностi моментiв iмпульсної дiї {𝜏𝑘}∞𝑘=0, якi забезпечу-
ють стiйкiсть допомiжної системи (2). Зауважимо, що якщо для по-
слiдовностi моментiв iмпульсної дiї виконується умова 𝜏2𝑘+2−𝜏2𝑘+1 =
𝜃2 > 0, то лiнiйна iмпульсна система (1) є перiодичною i питання про
її стiйкiсть можна розв’язати на основi теорiї Флоке—Ляпунова. За-
кон перемикання будемо шукати у виглядi обмежень на величини
𝛿𝑘 = 𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘+1 − 𝜃2, 𝑘 ∈ ℤ+.
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Припустимо, що величина 𝜃2 > 0 вибрана, наприклад, з умови
асимптотичної стiйкостi 𝑟(𝑒𝐴2𝜃2𝐵2𝑒

𝐴1𝜃1𝐵1) < 1 або з iнших мiрку-
вань. Визначимо матрицю

̃︀𝐴 = 𝜈1𝐴1 + 𝜈2𝐴2, 𝜈𝑖 =
𝜃𝑖

𝜃1 + 𝜃2
, 𝑖 = 1, 2.

Розглянемо рiзнi пiдходи до дослiдження допомiжної системи (2)
в залежностi вiд спектральних властивостей матрицi ̃︀𝐴.

3.1. Нехай ̃︀𝐴 – гурвiцева матриця, тобто для всiх 𝜆 ∈ 𝜎( ̃︀𝐴), Re𝜆 <
0. У цьому випадку, для довiльної симетричної, додатньо визначеної
матрицi 𝐺, iснує симетрична, додатньо визначена матриця 𝑃 , яка є
розв’язком матричного рiвняння Ляпунова

̃︀𝐴𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴 = −𝐺.

Допомiжну систему (2) подамо у виглядi

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= ̃︀𝐴𝑦 + ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)𝑦, 𝑡 ̸= 𝜏2𝑘,

𝑦(𝑡+) = 𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1𝑦(𝑡), 𝑡 = 𝜏2𝑘.

(3)

Розглянемо функцiю Ляпунова 𝑣(𝑡) = 𝑦𝑇𝑃𝑦 i оцiнимо її повну
похiдну вздовж розв’язкiв системи (3) при 𝑡 ̸= 𝜏𝑘.

𝑑𝑣

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
(3)

⩽ −𝑦𝑇𝐺𝑦 + 2‖𝑃‖‖ ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴‖‖𝑦‖2, 𝑡 ̸= 𝜏2𝑘. (4)

Припустимо, що закон перемикання такий, що виконується умова

sup
𝑘∈ℤ+

|𝛿𝑘| < 𝛿* < 𝜃2. (5)

Oскiльки

‖ ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴‖ =
⃦⃦⃦ 1

𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘+1 + 𝜃1
(𝜃1𝐴1 + (𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘+1)𝐴2)−

−(
𝜃1

𝜃1 + 𝜃2
𝐴1 +

𝜃2
𝜃1 + 𝜃2

𝐴2)
⃦⃦⃦
≤ 𝜃1|𝛿𝑘|(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)

(𝛿𝑘 + 𝜃1 + 𝜃2)(𝜃1 + 𝜃2)
.

Тодi

‖ ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴‖ ≤ 𝜃1𝛿
*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)

(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)
.
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Отже, для повної похiдної функцiї Ляпунова має мiсце оцiнка

𝑑𝑣

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(3)

≤
(︁
− 𝜆𝑚(𝐺) +

2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)︁
‖𝑦‖2.

Припустимо, що для 𝛿* виконується нерiвнiсть

𝛿* <
𝜆𝑚(𝐺)(𝜃1 + 𝜃2)

2

2‖𝑃‖𝜃1(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖) + 𝜆𝑚(𝐺)(𝜃1 + 𝜃2)
. (6)

Ця нерiвнiсть дозволяє одержати оцiнку

𝑑𝑣

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(3)

≤ 1

𝜆𝑀 (𝑃 )

(︁
− 𝜆𝑚(𝐺) +

2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)︁
𝑣.

В моменти iмпульсної дiї 𝑡 = 𝜏𝑘 мають мiсце рiвностi

𝑣(𝑦(𝑡+)) = 𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1𝑦(𝑡) =

= 𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

+𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃 (𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
+𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

−

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝐵1𝑦(𝑡) = 𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄

𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1𝑦(𝑡)+

+𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

𝐵1𝑦(𝑡)+

+𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃 (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

)𝐵1𝑦(𝑡)+

+𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃 (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝐵1𝑦(𝑡).

Позначимо 𝛼𝑁 = 𝜆𝑀 (𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1).

Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, одержимо оцiн-
ки

𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1𝑦(𝑡) ⩽ ‖𝐵1‖2 · ‖𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

‖2 · ‖𝑃‖ · ‖𝑦‖2,

𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

𝐵1𝑦(𝑡) ⩽

⩽ ‖𝐵1‖2 · ‖𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
‖ · ‖𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
‖ · ‖𝑃‖ · ‖𝑦‖2,

𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃 (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

)𝐵1𝑦(𝑡) ⩽

⩽ ‖𝐵1‖2 · ‖𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
‖ · ‖𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
‖ · ‖𝑃‖ · ‖𝑦‖2,

𝑦𝑇 (𝑡)𝐵𝑇1 (𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃 (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝐵1𝑦(𝑡) ⩽

⩽ ‖𝐵1‖2 · ‖𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

‖2 · ‖𝑃‖ · ‖𝑦‖2.



Про стiйкiсть лiнiйних iмпульсних систем з перемиканнями 211

Легко бачити, що

‖[𝐴, [𝐴, ..., [𝐴⏟  ⏞  
𝑚

, 𝐵]...]]‖ = ‖ ad𝑚𝐴 (𝐵)‖ ⩽ ‖ ad𝐴 ‖𝑚 · ‖𝐵‖.

Використовуючи останню нерiвнiсть, одержимо

‖𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

‖ ⩽

(︂
𝜃𝑁+1
1

(𝑁 + 1)!
‖ ad𝐴1

‖𝑁+1+

+
𝜃𝑁+2
1

(𝑁 + 2)!
‖ ad𝐴1 ‖𝑁+2 + ...

)︂
‖𝐵2‖ =

‖𝐵2‖𝜃𝑁+1
1

(𝑁 + 1)!
· ‖ ad𝐴1 ‖𝑁+1

(︂
1+

+
𝜃1

(𝑁 + 2)
‖ ad𝐴1 ‖+

𝜃21
(𝑁 + 2)(𝑁 + 3)

‖ ad𝐴1 ‖2 + ...

)︂
⩽

⩽
(‖ ad𝐴1

‖𝜃1)𝑁+1‖𝐵2‖
(𝑁 + 1)!

(︂
1 +

‖ ad𝐴1
‖𝜃1

1!
+

(‖ ad𝐴1
‖𝜃1)2

2!
+ ...

)︂
=

=
(‖ ad𝐴1 ‖𝜃1)𝑁+1‖𝐵2‖𝑒‖ ad𝐴1

‖𝜃1

(𝑁 + 1)!
.

Позначимо

𝛽𝑁 =
‖𝐵1‖2‖𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

‖(‖ ad𝐴1
‖𝜃1)𝑁+1‖𝐵2‖𝑒‖ ad𝐴1

‖𝜃1‖𝑃‖
(𝑁 + 1)!

,

𝛾𝑁 =
‖𝐵1‖2(‖ ad𝐴1 ‖𝜃1)2𝑁+2‖𝐵2‖2𝑒2‖ ad𝐴1

‖𝜃1‖𝑃‖
((𝑁 + 1)!)2

.

Тодi для 𝑣(𝑦(𝑡+)) справедлива оцiнка

𝑣(𝑦(𝑡+)) ⩽ 𝛼𝑁‖𝑦‖2 + 2𝛽𝑁‖𝑦‖2 + 𝛾𝑁‖𝑦‖2 = (𝛼𝑁 + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁 )‖𝑦‖2 ⩽

⩽
𝛼𝑁 + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁

𝜆𝑚(𝑃 )
𝑣(𝑦(𝑡)).

(7)
Якщо виконується нерiвнiсть (6), то для дослiдження стiйкостi

лiнiйної системи (2) застосовна теорема 18.2 з [4] про асимптотичну
стiйкiсть, в якiй покладемо

𝜙(𝑠) =
1

𝜆𝑀 (𝑃 )

(︁
𝜆𝑚(𝐺)− 2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)

(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)︁
𝑠,

𝜓(𝑠) =
𝛼𝑁 + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁

𝜆𝑚(𝑃 )
𝑠.
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Таким чином, одержимо нерiвнiсть

ln
𝛼𝑁 + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁

𝜆𝑚(𝑃 )
<

(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿𝑘)

𝜆𝑀 (𝑃 )

(︁
𝜆𝑚(𝐺)−2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)

(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)︁
.

Отже, пiдсумком наведених вище мiркувань є наступне твердже-
ння.

Теорема 3.1. Нехай система (1) така, що ̃︀𝐴 – матриця Гурвiца,
виконується нерiвнiсть (6) i для деякого 𝑁 виконується нерiвнiсть

0 ≤ 𝛿* <
𝜆𝑚(𝐺)(𝜃1 + 𝜃2)− 𝜆𝑀 (𝑃 ) ln 𝛼𝑁+2𝛽𝑁+𝛾𝑁

𝜆𝑚(𝑃 )

𝜆𝑚(𝐺) + 2‖𝑃‖𝜃1(‖𝐴1‖+‖𝐴2‖)
𝜃1+𝜃2

.

Тодi закон перемикання, для якого виконуються умова (5), забезпе-
чує стiйкiсть лiнiйної системи (1).

Далi розглянемо випадки, коли матриця ̃︀𝐴 не є гурвiцевою або не
виконується нерiвнiсть (6).

3.2. Припустимо, що для спектрального радiуса матрицi 𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1

при деякому 𝑁 виконується нерiвнiсть 𝑟(𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1) < 1. В цьому

випадку система (2) може бути дослiджена на основi теореми 18.3
[4]. Розглянемо функцiю Ляпунова 𝑣(𝑦) = 𝑦𝑇𝑃𝑦, де 𝑃 – розв’язок
матричного рiвняння

(𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

𝐵1 − 𝑃 = −𝑅, (8)

де 𝑅 — симетрична додатньо визначена матриця.
Умова 𝑟(𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

𝐵1) < 1 гарантує, що для довiльної симетричної,
додатньо визначеної матрицi 𝑅 iснує єдина симетрична, додатньо ви-
значена матриця 𝑃 , яка є розв’язком матричного рiвняння (8).

В цьому випадку, внаслiдок (4) виконується нерiвнiсть

𝑑𝑣

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(2)

≤ 𝑦𝑇 (𝑡)( ̃︀𝐴𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴)𝑦(𝑡) + 2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
𝜆𝑚(𝑃 )(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

‖𝑦‖2

Оскiльки за припущенням або матриця ̃︀𝐴 не є гурвiцевою, або не
виконується нерiвнiсть (6), то

𝛾0 +
2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

> 0,
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де 𝛾0 = 𝜆𝑀 ( ̃︀𝐴𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴). Як наслiдок,

𝑑𝑣

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(3)

≤ 1

𝜆𝑚(𝑃 )

(︁
𝛾0 +

2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)︁
𝑣.

Аналогiчно до того як одержано оцiнку (7), можна показати, що

𝑣(𝑦(𝑡+)) ⩽ 𝑦𝑇 (𝑡)(𝑃 −𝑅)𝑦(𝑡) + 2𝛽𝑁‖𝑦‖2 + 𝛾𝑁‖𝑦‖2 ⩽

⩽
𝜆𝑀 (𝑃 −𝑅) + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁

𝜆𝑚(𝑃 )
𝑣(𝑦(𝑡)).

Покладемо

𝜙(𝑠) =
1

𝜆𝑚(𝑃 )
(𝛾0 +

2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)𝑠,

𝜓(𝑠) =
𝜆𝑀 (𝑃 −𝑅) + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁

𝜆𝑚(𝑃 )
.

Застосовуючи теорему 18.3 з [4], одержимо нерiвнiсть

𝜆𝑚(𝑃 ) ln
𝜆𝑚(𝑃 )

𝜆𝑀 (𝑃 −𝑅) + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁
>

> (𝛾0 +
2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿𝑘),

яка гарантує асимптотичну стiйкiсть лiнiйної системи (2). Пiдсумком
наведених вище мiркувань є наступна теорема.

Теорема 3.2. Нехай система (1) така, що або ̃︀𝐴 не є гурвiцевою
матрицею, або не виконується нерiвнiсть (6), i для деякого 𝑁 ви-
конуються нерiвностi

𝑟(𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1) < 1,

𝜆𝑚(𝑃 ) ln
𝜆𝑚(𝑃 )

𝜆𝑀 (𝑃 −𝑅) + 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁
>

> (𝛾0 +
2‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

)(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿*).

Тодi закон перемикання, для якого виконуються умова (5), забезпе-
чує стiйкiсть лiнiйної системи (1).
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3.3. У випадку 3.2, за умови, що не виконується нерiвнiсть
𝑟(𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

𝐵1) < 1, для дослiдження стiйкостi лiнiйної iмпульсної си-
стеми (2) неможливо застосувати теореми 18.2 i 18.3 з монографiї [4].
В цьому випадку для дослiдження стiйкостi лiнiйної iмпульсної си-
стеми (2) застосуємо результати роботи [13].

Лема 3.1. Нехай iснує симетрична додатньо визначена матриця
𝑃 така, що рiвномiрно по 𝑘 ∈ ℤ+ виконуються лiнiйнi матричнi
нерiвностi

(𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘)(( ̃︀𝐴𝑘)𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴𝑘)+
+(𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

)𝑇𝐵𝑇1 𝑃𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

𝐵1 − 𝑃 < 0,

( ̃︀𝐴𝑇𝑘 )2𝑃 + 2 ̃︀𝐴𝑇𝑘 𝑃 ̃︀𝐴𝑘 + 𝑃 ̃︀𝐴2
𝑘 ≥ 0.

(9)

Тодi лiнiйна iмпульсна система (2) є асимптотично стiйкою.

Доведення. Застосуємо до системи (2) твердження теореми 2.3 з ро-
боти [13], вибравши функцiю Ляпунова 𝑣(𝑥) = 𝑥𝑇𝑃𝑥 i 𝑝 = 2. Тодi
отримаємо нерiвностi (9). Лему доведено.

Для визначення оцiнок для величини 𝛿*, якi гарантують стiйкiсть
лiнiйної iмпульсної системи (2) розглянемо матричне рiвняння

(𝜃1 + 𝜃2)( ̃︀𝐴𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴) +𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1 − 𝑃 = −𝐺. (10)

Теорема 3.3. Припустимо, що для заданої додатньо визначеної си-
метричної матрицi 𝐺 iснує симетрична додатньо визначена ма-
триця 𝑃 , яка визначається з рiвняння (10) i така, що матриця

𝑅 = ( ̃︀𝐴2)𝑇𝑃 + 2 ̃︀𝐴𝑇𝑃 ̃︀𝐴+ 𝑃 ̃︀𝐴2 > 0.

Якщо для деякого натурального числа 𝑁 виконуються нерiвностi

2‖ ̃︀𝐴‖‖𝑃‖𝛿* + 2𝜃1𝛿
*(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿*)‖𝑃‖

(𝜃1 + 𝜃2)(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)
+ 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁 < 𝜆𝑚(𝐺),

2‖ ̃︀𝐴‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2)(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)

+
𝜃21(𝛿

*)2(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)2

(𝜃1 + 𝜃2)2(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)2
<
𝜆𝑚(𝑅)

4‖𝑃‖
,

то закон перемикання для якого виконуються умова (5) забезпечує
стiйкiсть лiнiйної системи (1).
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Доведення. ‘ Доведемо, що за умов теореми 3.3 виконуються нерiв-
ностi (9). Справдi, нехай 𝜁 ∈ ℝ𝑛, 𝜁 ̸= 0, тодi

𝜁𝑇 [(𝜏2𝑘+2 − 𝜏2𝑘)(( ̃︀𝐴𝑘)𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴𝑘) + (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝐵𝑇1 𝑃𝑄

𝜃1
𝐴1,𝐵2

𝐵1 − 𝑃 ]𝜁 =

= 𝜁𝑇 [(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿𝑘)( ̃︀𝐴𝑇𝑃 + 𝑃 ̃︀𝐴) + (𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿𝑘)(( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)𝑇𝑃+
+𝑃 ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)) +𝐵𝑇1 (𝑄

𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
𝐵1 − 𝑃 +𝐵𝑇1 (𝑄

𝜃1
𝐴1,𝐵2

−

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

𝐵1 +𝐵𝑇1 (𝑄
𝑁,𝜃1
𝐴1,𝐵2

)𝑇𝑃 (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2
−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2

)𝐵1+

+𝐵𝑇1 (𝑄
𝜃1
𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝑇𝑃 (𝑄𝜃1𝐴1,𝐵2

−𝑄𝑁,𝜃1𝐴1,𝐵2
)𝐵1]𝜁 ≤

≤ −𝜁𝑇𝐺𝜁 + [2‖ ̃︀𝐴‖‖𝑃‖𝛿* + 2(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿*)‖𝑃‖‖ ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴‖+
+2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁 ]‖𝜁‖2 ≤

(︁
− 𝜆𝑚(𝐺) + 2‖ ̃︀𝐴‖‖𝑃‖𝛿*+

+
2(𝜃1 + 𝜃2 + 𝛿*)‖𝑃‖𝜃1𝛿*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)

(𝜃1 + 𝜃2)(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)
+ 2𝛽𝑁 + 𝛾𝑁

)︁
‖𝜁‖2 < 0.

Аналогiчно,

𝜁𝑇 [( ̃︀𝐴𝑇𝑘 )2𝑃 + 2 ̃︀𝐴𝑇𝑘 𝑃 ̃︀𝐴𝑘 + 𝑃 ̃︀𝐴2
𝑘]𝜁 = 𝜁𝑇 [( ̃︀𝐴2)𝑇𝑃 + 2 ̃︀𝐴𝑃 ̃︀𝐴+ 𝑃 ̃︀𝐴2]𝜁+

+𝜁𝑇 [( ̃︀𝐴𝑇 ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)𝑇 + ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)𝑇 ̃︀𝐴𝑇 + ( ̃︀𝐴𝑇𝑘 − ̃︀𝐴𝑇 )2)𝑃+
+2 ̃︀𝐴𝑇𝑃 ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴) + 2( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)𝑇𝑃 ̃︀𝐴+ 2( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)𝑇𝑃 ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)+

+𝑃 ̃︀𝐴( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴) + 𝑃 ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴) ̃︀𝐴+ 𝑃 ( ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴)2)]𝜁 ≥

≥ 𝜁𝑇𝑅𝜁 − [8‖ ̃︀𝐴‖‖ ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴‖‖𝑃‖+ 4‖𝑃‖‖ ̃︀𝐴𝑘 − ̃︀𝐴‖2]‖𝜁‖2 ≥

≥
[︁
𝜆𝑚(𝑅)− 4‖𝑃‖

(︁
2‖ ̃︀𝐴‖ 𝜃1𝛿

*(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)
(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)(𝜃1 + 𝜃2)

−

− 𝜃21(𝛿
*)2(‖𝐴1‖+ ‖𝐴2‖)2

(𝜃1 + 𝜃2 − 𝛿*)2(𝜃1 + 𝜃2)2

)︁]︁
‖𝜁‖2 ≥ 0.

Таким чином, виконуються умови леми 3.1, i отже, лiнiйна iмпульсна
система (1) є асимптотично стiйкою. Теорему доведено.

Обговорення результатiв. Важливiсть одержаних результатiв
полягає в тому, що на практицi неможливо точно забезпечити вико-
нання умов перiодичностi, тому важливо не тiльки вiдшукати пра-
вила перемикання, якi забезпечують стабiлiзацiю лiнiйної iмпульсної
системи, але i встановити умови робастностi цих правил. Фактично
умови стiкостi одержанi в теоремах 3.1—3.3 є умовами робастної стiй-
костi для послiдовностi моментiв iмпульсної дiї. В подальшому до-
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цiльно провести дослiдження робастної стiйкостi при малих варiацi-
ях параметрiв системи, а також при бiльш широких припущеннях
щодо структурних матриць, зокрема послабити умови комутування
структурних матриць неперервної компоненти системи, використову-
ючи формулу Кемпбела—Бейкера—Хаусдорфа [17]. Також одержанi
результати мають перспективу узагальнення для нелiнiйних систем
змiнної структури з iмпульсною дiєю.

Автори висловлюють щиру вдячнiсть Д.О. Ситнику за корисне
обговорення результатiв роботи.

Публiкацiя мiстить результати дослiджень, проведених при гран-
товiй пiдтримцi Державного фонду фундаментальних дослiджень за
конкурсним проектом № Ф62/110-2015 № 0112U000241, та гранту Мi-
нiстерства освiти та науки України за проектом №0116U004691.
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