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The task of equilibrium in elastic medium containing an infinite set of
rigid spherical particles led to infinite systems of algebraic equations when
conversion formula of external solution of the Lame’s equation was used
for transition to a new coordinate system. It is shown how to simplify
expressions for displacement of structures with orderly arrangement of hard
particles using the infinite system of equations that were obtained in the
satisfaction of boundary conditions.

С помощью формулы преобразования внешнего решения уравнения
Ламе при переходе к новой системе координат задача равновесия упру-
гой среды, содержащей бесконечное множество жестких сферических
включений, сведена к бесконечным системам уравнений. В работе по-
казано как можно упростить выражения для перемещений для струк-
тур с упорядоченным расположением жестких включений, используя
бесконечные системы уравнений, полученные при удовлетворении гра-
ничных условий.

В роботах [1, 2] одержано векторну формулу перетворення зовнi-
шнього розв’язку рiвняння Ламе при переходi до нової системи ко-
ординат. Її використання в задачах рiвноваги пружного середовища,
яке мiстить нескiнченну множину жорстких сферичних включень ра-
дiуса 𝑟 = 𝑟0, дозволяє привести задачу цього класу до нескiнченних
систем алгебраїчних рiвнянь. Але при розрахунку перемiщень i на-
пруг в довiльних точках пружного середовища ми зустрiчаємося з
певними складнощами через наявнiсть подвiйних нескiнченних ря-
дiв, якi одержуються iз формули перерозкладу.

c○ Дiденко Ю.Ф., Денисенко В. I., 2016
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Нижче показано, як можна спростити вирази для перемiщень, ви-
користовуючи нескiнченнi системи алгебраїчних рiвнянь, одержаних
при виконаннi граничних умов.

Якщо перерозклад розв’язку шукають для системи з координата-
ми (𝑟𝑖, 𝑄𝑖, 𝜙𝑖) при переходi до основного базису (𝑟,𝑄, 𝜙), то загальний
розв’язок для зовнiшностi базової сфери �⃗� = �⃗�𝑟𝑢𝑟 + �⃗�𝜗𝑢𝜗+ �⃗�𝜙𝑢𝜙. Тут

𝑢𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙)=

∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

[︁
𝑢
(𝑚)
𝑙(𝑟)+

∞∑︁
𝑖=1

𝑈
(𝑚)
𝑙

(︁
𝑟; 𝑑

(0)
𝑖 , 𝜗

(0)
𝑖 , 𝜙

(0)
𝑖

)︁]︁
𝑆𝑚𝑙(𝜗,𝜙);

𝑢𝜗=

∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

{︁[︁
𝜈
(𝑚)
𝑙 +

∞∑︁
𝑖=1

𝑉
(𝑚)
𝑙

]︁
+
𝜕𝑆

(𝑚)
𝑙

𝜕𝜗
+
[︁
𝑤

(𝑚)
𝑙 +

∞∑︁
𝑖=1

𝑊
(𝑚)
𝑙

]︁ 1

sin𝜗

𝜕𝑆
(𝑚)
𝑙

𝜕𝜙

}︁
;

𝑢𝜗=

∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

{︁[︁
𝜈
(𝑚)
𝑙 +

∞∑︁
𝑖=1

𝑉
(𝑚)
𝑙

]︁ 1

sin𝜗

𝜕𝑆
(𝑚)
𝑙

𝜕𝜙
−
[︁
𝑤

(𝑚)
𝑙 +

∞∑︁
𝑖=1

𝑊
(𝑚)
𝑙

]︁𝜕𝑆(𝑚)
𝑙

𝜕𝜗

}︁
.

(1)
Функцiї, якi входять в (1), визначнi в роботi [1].
За умовами симетрiї структури типу кубiчної iндекси 𝑙(𝑛) та 𝑚(𝑘)

можуть приймати лише парнi значення в радiальних функцiях 𝑢(𝑛)𝑙 ,
𝑈

(𝑛)
𝑙 , 𝑣(𝑛)𝑙 , 𝑉 (𝑛)

𝑙 i непарнi для функцiй 𝑤(𝑛)
𝑙 ,𝑊

(𝑛)
𝑙 по iндексу 𝑙(𝑛). Пере-

нiсши це на сталi iнтегрування та ввiвши позначення 𝑙 = 2𝑝, 𝑚 = 2𝑞,
𝑛 = 2𝜈, 𝑘 = 2𝑠; 𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑠 = 0, 1, 2, . . . та враховуючи рiвнiсть

𝑆
(𝑛)
𝑙 (𝑄,𝜙) = 𝑝

(𝑛)
𝑙 (cos𝑄) · 𝑒𝑖𝑚𝜙,

легко одержуємо

𝑢𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙)=

∞∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︁[︁
𝑢
(2𝑞)
2𝑝 +𝑢

(−2𝑞)
2𝑝

]︁
+

+

∞∑︁
𝑖=1

[︁
𝑈

(2𝑞)
2𝑝 +𝑈

(−2𝑞)
2𝑝

]︁}︁
cos 2𝑞𝜙𝑃

(2𝑞)
2𝑝 ;

𝑢𝜗(𝑟, 𝜗, 𝜙) =

∞∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︁[︁
𝜈
(2𝑞)
2𝑝 + 𝜈

(−2𝑞)
2𝑝

]︁
+

+

∞∑︁
𝑖=1

[︁
𝑉

(2𝑞)
2𝑝 + 𝑉

(−2𝑞)
2𝑝

]︁}︁
cos 2𝑞𝜙

𝜕𝑃
(−2𝑞)
2𝑝

𝜕𝜗
−
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−
∞∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︁[︁
𝑤

(2𝑞)
2𝑝+1 + 𝑤

(−2𝑞)
2𝑝+1

]︁
+

∞∑︁
𝑖=1

[︁
𝑊

(2𝑞)
2𝑝+1 +𝑊

(−2𝑞)
2𝑝+1

]︁}︁
2𝑞

sin 2𝑞𝜙

sin𝜗
𝑃

(2𝑞)
2𝑝+1;

(2)

𝑢𝜙(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −
∞∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︁[︁
𝜈
(2𝑞)
2𝑝 + 𝜈

(−2𝑞)
2𝑝

]︁
+

+

∞∑︁
𝑖=1

[︁
𝑉

(2𝑞)
2𝑝 + 𝑉

(−2𝑞)
2𝑝

]︁}︁
2𝑞

sin 2𝑞𝜙

sin𝜗
𝑃

(2𝑞)
2𝑝 −

−
∞∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︁[︁
𝑤

(2𝑞)
2𝑝+1 + 𝑤

(−2𝑞)
2𝑝+1

]︁
+

∞∑︁
𝑖=1

[︁
𝑊

(2𝑞)
2𝑝+1 +𝑊

(−2𝑞)
2𝑝+1

]︁}︁
cos 2𝑞𝜙

𝜕𝑃
(2𝑞)
2𝑝+1

𝜕𝜗
.

Тут

𝑢
(2𝑞)
2𝑝(𝑟) + 𝑢

(−2𝑞)
2𝑝(𝑟) = 4𝑝(2𝑝+ 3− 4𝜈)𝛿2𝑝 ^̃𝐶

(2𝑞)
2𝑝 − 2(2𝑝+ 1)𝛿2𝑝+2 ^̃𝐷

(2𝑞)
2𝑝 ;

𝜈
(2𝑞)
2𝑝(𝑟) + 𝜈

(−2𝑞)
2𝑝(𝑟) = −2(2𝑝− 4 + 4𝜈)𝛿2𝑝 ^̃𝐶

(2𝑞)
2𝑝 + 2𝛿2𝑝+2 ^̃𝐷

(2𝑞)
2𝑝 ;

𝑤
(2𝑞)
2𝑝+1(𝑟) + 𝑤

(−2𝑞)
2𝑝+1(𝑟) = 2𝛿2𝑝+2 ^̃𝑁

(2𝑞)
2𝑝+1;

𝑈
(2𝑞)
2𝑝(𝑟) + 𝑈

(−2𝑞)
2𝑝(𝑟) = 𝛿−2𝑝+2

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁
𝑠=0

{︁
2𝑝𝑑2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟

^̃𝐷
(2𝑠)
2𝑟 +

+ ^̃𝐶
(2𝑠)
2𝑟

[︀
2(2(1−𝜈)(4𝑟−1)−2𝑝(2𝑟+4𝜈−4))�̂�2𝑝,2𝑟2𝑞,2𝑠−2𝑝(2𝑟+4𝜈−4)𝑐2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑠

]︀
+

+𝑡2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟
^̃𝑁
(2𝑠)
2𝑟+1

}︁
+ 𝛿2𝑝−1

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁′∑︁
𝑠=0

2𝑟(4𝑟 − 1)(2𝑝− 2 + 4𝜈)

4𝑝+ 3
𝑑2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟

^̃𝐶
(2𝑠)
2𝑟 ;

𝑉
(2𝑞)
2𝑝(𝑟)+𝑉

(−2𝑞)
2𝑝 =

𝛿−2𝑝+1

2𝑝

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁′∑︁
𝑠=0

{︁
2𝑝𝑑2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟

^̃𝐷
(2𝑠)
2𝑟 + ^̃𝐶

(2𝑠)
2𝑟

[︀
2(2(1−𝜈)(4𝑟−1)−

−2𝑝(2𝑟 + 4𝜈 − 4))�̂�2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟 − 2𝑝(2𝑟 + 4𝜈 − 4)𝑐2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑠

]︀
+ 𝑡2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟+1

^̃𝑁
(2𝑠)
2𝑟+1

}︁
+

+
𝛿2𝑝−1

2𝑝+ 1

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁′∑︁
𝑠=0

2𝑟(4𝑟 − 1)(2𝑝+ 5− 4𝜈)

4𝑝+ 3
𝑑2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟

^̃𝐶
(2𝑠)
2𝑟 ;

𝑊
(2𝑞)
2𝑝+1+𝑊

(−2𝑞)
2𝑝+1 =− 𝛿−2𝑝+2

(2𝑝+1)(2𝑝+2)

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁
𝑠=0

[︀
(2𝑝+1)(2𝑟+1)

^̃
𝑑
(2𝑞,2𝑠)
2𝑝+1,2𝑟+1

^̃𝑁
(2𝑠)
2𝑟+1+
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+4(1− 𝜈)(4𝑟 − 1)�̂�
(2𝑞,2𝑠)
2𝑝+1

^̃𝐶
(2𝑠)
2𝑟

]︀
,

причому, 𝛿 = 𝑟0/𝑟 < 1, а �̃�2𝑟, 𝐶2𝑟, �̃�2𝑟+1 — сталi iнтегрування. Ко-
ефiцiєнти при сталих iнтегрування, якi залежать вiд розташування
сфер у просторi, визначенi в [1].

Введемо позначення:

𝐴
(2𝑞)
2𝑝 =

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁′∑︁
𝑠=0

{︁
2𝑝𝑑

(2𝑞,2𝑠)
2𝑝,2𝑟

^̃𝐷
(2𝑠)
2𝑟 + ^̃𝐶

(2𝑠)
2𝑟

[︀
2(2(1− 𝜈)(4𝑟 − 1)−

−2𝑝(2𝑟 + 4𝜈 − 4))
^̃
𝑏
(2𝑞,2𝑠)
2𝑝,2𝑟 − 2𝑝(2𝑟 + 4𝜈 − 4)𝑐

(2𝑞,2𝑠)
2𝑝,2𝑠

]︀
+ 𝑡

(2𝑞,2𝑠)
2𝑝,2𝑟

^̃𝑁
(2𝑠)
2𝑟+1

}︁
;

(3)

𝐵
(2𝑞)
2𝑝 =

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁′∑︁
𝑠=0

2𝑟(4𝑟 − 1)𝑑2𝑞,2𝑠2𝑝,2𝑟
^̃𝐶
(2𝑠)
2𝑟 ;

𝐾
(2𝑞)
2𝑝+1 =

∞∑︁
𝑟=0

𝑟∑︁′∑︁
𝑠=0

[︀
(2𝑝+ 1)(2𝑟 + 1)𝑑2𝑞,2𝑠2𝑝+1,2𝑟+1

^̃𝑁
(2𝑠)
2𝑟+1+

+4(1− 𝜈)(4𝑟 − 1)�̂�2𝑞,2𝑠2𝑝+1,2𝑟
^̃𝐶
(2𝑠)
2𝑟

]︀
.

Тодi радiальнi функцiї перепишуться так:(︀
𝑢
(2𝑞)
2𝑝 + 𝑢

(−2𝑞)
2𝑝

)︀
+
(︀
𝑈

(2𝑞)
2𝑝 + 𝑈

(−2𝑞)
2𝑝

)︀
= 4𝑝(2𝑝+ 3− 4𝜈)𝛿(2𝑝) ^̃𝐶

(2𝑞)
2𝑝 −

−(2𝑝+ 1)𝛿(2𝑝+2) ^̃𝐷
(2𝑞)
2𝑝 + 𝛿(−2𝑝+1) 2𝑝− 2 + 4𝜈

4𝑝+ 3
𝐵

(2𝑠)
2𝑝 ;(︀

𝜈
(2𝑞)
2𝑝 + 𝜈

(−2𝑞)
2𝑝

)︀
+
(︀
𝑉

(2𝑞)
2𝑝 + 𝑉

(−2𝑞)
2𝑝

)︀
= −2(2𝑝− 4 + 4𝜈)𝛿(2𝑝) ^̃𝐶

(2𝑞)
2𝑝 +

+ 2𝛿(2𝑝+2) ^̃𝐷
(2𝑞)
2𝑝 +

𝛿(−2𝑝+1)

2𝑝
𝐴

(2𝑞)
2𝑝 − 𝛿(−2𝑝−1)

(2𝑝+ 1)
· 2𝑝+ 5− 4𝜈

(4𝑝+ 3)
𝐴

(2𝑞)
2𝑝 ; (4)(︀

𝑤
(2𝑞)
2𝑝+1 + 𝑤

(−2𝑞)
2𝑝+1

)︀
+
(︀
𝑊

(2𝑞)
2𝑝+1 +𝑊

(−2𝑞)
2𝑝+1

)︀
=

= 2𝛿2𝑝+2 ^̃𝑁
(2𝑞)
2𝑝+1 −

𝛿−2𝑞−1

(2𝑝+ 1)(2𝑝+ 2)
𝐾

(2𝑞)
2𝑝+1.

Розглянемо, наприклад, випадок всестороннього розтягу для жорс-
тких сферичних включень радiуса 𝑟 = 𝑟0. Граничнi умови на кожно-
му включеннi задаються рiвностями:

𝑢𝑟
⃒⃒
𝑟=𝑟0

= −𝛼𝑟0; 𝑢𝜗
⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 0; 𝑢𝜙
⃒⃒
𝑟=𝑟0

= 0; 𝛼 =
𝑚− 2

𝑚+ 1

𝑝

2𝐶
. (5)
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Поклавши в (4) 𝑟 = 𝑟0, використовуючи (5) i спiввiдношення (3),
одержуємо нескiнченну систему алгебраїчних рiвнянь для визначен-
ня сталих iнтегрування ^̃𝐷

(2𝑞)
2𝑝 , ^̃𝐶

(2𝑞)
2𝑝 , ^̃𝑁

(2𝑞)
2𝑝+1

−2 ^̃𝐷
(0)
0 +𝐴

(0)
0 +

4𝜈 − 2

3
𝐵

(0)
0 =

√
4𝜋𝛼𝑟0;

4𝑝(2𝑝+ 3− 4𝜈) ^̃𝐶
(2𝑞)
2𝑝 − 2(2𝑝+ 1) ^̃𝐷

(2𝑞)
2𝑝 +𝐴

(2𝑞)
2𝑝 +

2𝑝− 2 + 4𝜈

4𝑝+ 3
𝐵

(2𝑞)
2𝑝 = 0;

−2(2𝑝− 4 + 4𝜈) ^̃𝐶
(2𝑞)
2𝑝 + 2 ^̃𝐷

(2𝑞)
2𝑝 +

𝐴
(2𝑞)
2𝑝

2𝑝
+

2𝑝+ 5− 4𝜈

(4𝑝+ 3)(2𝑝+ 1)
𝐵

(2𝑞)
2𝑝 = 0;

2 ^̃𝐷
(2𝑞)
2𝑝+1 −

1

(2𝑝+ 1)(2𝑝+ 2)
𝐾

(2𝑞)
2𝑝+1 = 0.

Вважаючи, що це система розв’язана, виразимо ^̃𝐴
(2𝑞)
2𝑝 , ^̃𝐵

(2𝑞)
2𝑝 , ^̃𝐾

(2𝑞)
2𝑝+1

через сталi iнтегрування. Пiдставивши їх в формули для перемiщень,
отримаємо:

𝑢𝑟(𝑟, 𝜗, 𝜙) =
√
4𝜋𝛼𝑟 + 2(𝛿−1 − 𝛿2)𝐷

(0)
0 +

∞∑︁′∑︁
𝑝=1

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︀
−2(2𝑝+ 1)𝛿2𝑝+2+

+
2𝑝(2𝑝+ 1)(7− 8𝜈)

4𝑝2 − 4𝑝− 1 + 2𝜈
· 𝛿2𝑝+1 +

(2𝑝+ 1)(4𝑝+ 1)(2𝑝− 2 + 4𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈

]︂
^̃𝐷
(2𝑞)
2𝑝 +

+

[︂
4𝑝(2𝑝+ 3− 4𝜈)𝛿2𝑝 − 2𝑝[2𝑝(2𝑝+ 1)(13− 16𝜈)− 8(2𝜈2 − 3𝜈 + 1)]

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈
×

× 𝛿−2𝑝+1 − 2𝑝(2𝑝+ 1)(4𝑝− 1)(2𝑝− 2 + 4𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈

]︂
^̃𝐶
(2𝑞)
2𝑝

}︂
cos 2𝑞𝜙𝑃 2𝑞

2𝑝(cos𝜗);

𝑢𝜗(𝑟, 𝜗, 𝜙) =

∞∑︁′∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︂{︂[︂
2 · 𝛿2𝑝+2 + 𝛿−2𝑝+1 · (2𝑝+ 1)(7− 8𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈
−

−𝛿−2𝑝−1 · (4𝑝+ 1)(2𝑝+ 5− 4𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈

]︂
^̃𝐷
(2𝑞)
2𝑝 +

[︀
−𝛿2𝑝 · 2(2𝑝− 4 + 4𝜈)−

−𝛿−2𝑝+1 · 2𝑝(2𝑝+ 1)(13− 16𝜈)− 8(2𝜈2 − 3𝜈 + 1)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈
+

+𝛿−2𝑝−1 · 2𝑝(4𝑝− 1)(2𝑝+ 5− 4𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈

]︂
^̃𝐶
(2𝑞)
2𝑝

}︂
×
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× cos 2𝑞𝜙
𝑑𝑃2𝑝

(2𝑞)(cos𝜗)
𝑑𝜗− 2(𝛿2𝑝+2 − 𝛿−2−1) ^̃𝑁

(2𝑞)
2𝑝+1 · 2𝑞

sin 2𝑞𝜙

sin𝜗
𝑃2𝑝(2𝑞)

}︂
;

𝑢𝜙(𝑟, 𝜗, 𝜙) = −
∞∑︁′∑︁
𝑝=0

𝑝∑︁′∑︁
𝑞=0

{︂{︂[︂
2 · 𝛿(2𝑝+2) + 𝛿−2𝑝+1 · (2𝑝+ 1)(7− 8𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈
−

−𝛿−2𝑝−1 · (4𝑝+ 1)(2𝑝+ 5− 4𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈

]︂
^̃𝐷
(2𝑞)
2𝑝 −

[︀
𝛿2𝑝 · 2(2𝑝− 4 + 4𝜈)+

+𝛿−2𝑝+1 · 2𝑝(2𝑝+ 1)(13− 16𝜈)− 8(2𝜈2 − 3𝜈 + 1)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈
−

−𝛿−2𝑝−1 · 2𝑝(4𝑝− 1)(2𝑝+ 5− 4𝜈)

4𝑝2 + 4𝑝− 1 + 2𝜈

]︂
^̃𝐶
(2𝑞)
2𝑝

}︂
×

× cos 2𝑞
sin 2𝑞𝜙

sin𝜗
^̃𝑃
(2𝑞)
2𝑝 (cos𝜙) + 2(𝛿2𝑝+2 − 𝛿−2−1) ^̃𝑁

(2𝑞)
2𝑝+1 cos 2𝑞𝜙

𝑑𝑃
(2𝑞)
2𝑝+1

𝑑𝜗

}︃
.

Розрахунок напруг проводиться з використанням наведених вище
виразiв i вiдношень закона Гука в сферичних координатах.
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