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The model of a controlled object in the form of a system with per-
turbed skew-symmetric non-degenerate coefficient matrix is investigated.
An adaptive identification algorithm is developed for identifying unknown
parameters of the system.

Дослiджено модель керованого об’єкта у виглядi системи зi збуре-
ною кососиметричною невиродженою матрицею коефiцiєнтiв. Розви-
нуто алгоритм адаптивної iдентифiкацiї для визначення невiдомих па-
раметрiв системи.

1 Вступ

Розглянемо повнiстю керовану систему, яка описується наступним
рiвнянням:

ẋ = (A0 + εA1)x +Bu, (1)

де x = [x1, · · · , x2n]T — 2n-вимiрний вектор стану, u = [u1, · · · , um]T —
m-вимiрний вектор керувань, A0 = −AT0 ∈ ℜ2n×2n — кососиметрична
невироджена матриця, A1 ∈ ℜ2n×2n, B ∈ ℜ2n×m, ε — вiдомий малий
параметр, а матрицi A0, A1 та B невiдомi.
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У виглядi (1) описується деякий клас реальних керованих об’єктiв,
зокрема, гiроскопiчнi системи. У роботi [1] матрицi коефiцiєнтiв си-
стеми вважаються вiдомими. Для такої системи розроблено алгоритм
побудови оптимального керування, який ґрунтується на другому ме-
тодi Ляпунова. Щоб побудувати адаптивне керування [2] для системи
(1) з невiдомими параметрами i застосувати iснуючий алгоритм, не-
обхiдно вiдновити матрицi A0, A1 та B.

2 Iдентифiкацiя системи з кососиметричною неви-
родженою матрицею коефiцiєнтiв методом ква-
зiлiнеаризацiї

Вiдновимо матрицi A0, A1 та B за допомогою методу квазiлiнеариза-
цiї [3]. Нехай p̃ — 4n-вимiрний вектор параметрiв

p̃ = [a1, ...a2n, b1, ..., b2n]
T , (2)

де ai — рядки матрицi A = A0 + εA1, а bi — рядки матрицi B.
Записавши вектор p̃ у виглядi (2), для (1), стає зрозумiлим, що

деякi його компоненти можуть бути нульовими. У зв’язку з цим утво-
римо з (2) r-вимiрний вектор параметрiв

p = [p1, p2, . . . , pr]
T , (3)

де p1, p2, . . . , pr — ненульовi компоненти p̃.
Компоненти p невiдомi i пiдлягають iдентифiкацiї, тодi як вектори

x та u вимiрюються. Система рiвнянь (1) пiдпорядкована (2n+r) гра-
ничним умовам, якi задаються (2n+r) вiдомими функцiями xj(ti), що
вимiрюються для рiзних станiв xj у рiзнi моменти часу ti. Вважаючи
компоненти вектора p сталими, доповнимо (1) наступним рiвнянням:

ṗ = 0. (4)

Поєднавши рiвняння (1) та (4), отримаємо

ż = Ãz + B̃u, (5)

де

z = [x1, · · · , x2n, p1, · · · , pr]T Ã =

[
A0 + εA1 0

0 0

]
, B̃ =

[
B
0

]
, (6)
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Ã ∈ ℜ2n+r×2n+1, B̃ ∈ ℜ2n+r×m.

Система (1) має особливу форму (структуру). Ця форма впливає
на структуру векторiв p та z. Цей факт призводить до певних спро-
щень при вiдновленнi невiдомих параметрiв системи (1), а саме: до
зменшення розмiру системи, яку треба буде розв’язувати для вiднов-
лення вектора p.

У випадку, коли система (5) нелiнiйна, слiд враховувати у розкладi
у ряд Тейлора тiльки члени першого порядку [3], для отримання (µ+
1) оцiнки ż з µ, оцiнки у виглядi

ˆ̇zµ+1 = ψ̂µ+1 = ψ̂µ +
∂ψ̂µ
∂z

(ẑµ+1 − ẑµ), (7)

де

ψ =




(A0 + εA1)x+Bu
0
...
0


 . (8)

У (8) кiлькiсть нулiв дорiвнює r та виконується наступне:

∂ψ̂µ
∂z

=
∂ψ̂

∂z

∣∣∣∣∣
z=ẑµ

. (9)

Рiвняння (7) — лiнiйне вiдносно ẑµ+1. Тому

ˆ̇zµ+1(t) = Âµ · ẑµ+1(t) + V̂µ, (10)

де

V̂µ = ψ̂µ − ∂ψ̂µ
∂z

ẑµ = ψ̂µ − Âẑµ, (11)

Â =
∂ψ̂µ
∂z

. (12)

Рiвняння (10) має загальний розв’язок

ẑµ+1(t) = φ̂(t, t0)ẑµ+1(t0) + q̂µ+1(t), (13)

де

ˆ̇
φµ+1(t, t0) =

∂ψ̂µ(t)

∂z
)φ̂µ+1(t, t0), (14)
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φ̂µ+1(t, t0) = I, ∀µ,
а q̂µ+1(t) — частковий розв’язок:

ˆ̇qµ+1(t) = ψ̂µ(ẑ, t)−
∂ψ̂µ(t)

∂z
zµ(t) +

∂ψ̂µ(t)

∂z
q̂µ+1(t), (15)

за умови
q̂µ+1(t0) = 0.

Вектор початкових умов ẑµ+1(t0), ∀µ, будується таким чином, що
задовольняє багатоточкову граничну умову, яка задається (2n + r)
величинами, або функцiями xj(ti), якi вимiрюються i якi є вимiрами
стану xj у момент часу ti.

Для (13) маємо

xj(ti) = φ̂j,µ+1(ti, t0)ẑµ+1(t0) + qj,µ+1(ti), (16)

де φj,µ+1 — j-й рядок φµ+1, а xj(ti) — j-а змiнна стану в момент часу
t = ti. Граничнi умови дають 2n+ r рiвнянь вигляду (16) для 2n+ r
рiзних xj(ti). Маємо 2n+ r лiнiйних рiвнянь для ẑµ(t0), звiдки є мо-
жливiсть знайти 2n + r компонент ẑµ(t0). З (16) випливає, що має
бути початкова оцiнка для x̂0(t0). Ця оцiнка використовується разом
з попередньо прийнятою оцiнкою p̂ для того, щоб отримати поча-
ткову оцiнку розв’язку в часi рiвняння (1) з моменту часу t = 0 до
моменту часу ti у (16). Цей розв’язок має вигляд (13). За допомогою
останнього визначаємо початковi оцiнки φ та q у (16). Для отримання
наступних µ = 1, 2, · · · оцiнок x(t0) та p оцiнка x з моменту t = 0 до
останнього момента ti повторюється у наведеному порядку. У зв’яз-
ку з цим обчислювальнi затрати на iдентифiкацiю методом квазiлi-
неаризацiї можуть бути значнi та застосування методу у загальному
випадку обмежується. Доцiльно застосовувати наведений пiдхiд у ви-
падках, коли є можливiсть вимiрювати тiльки деякi (необов’язково
однаковi) стани у рiзнi моменти часу. Для об’єктiв реального свiту,
якi описуються за допомогою (1), застосування описаного методу у
певних ситуацiях буде доцiльним.

Розв’язуючи систему (16), отримуємо елементи невiдомих матриць
для (1). Пiсля чого будується оптимальне керування, вже для вiднов-
леної системи. Останнiй алгоритм [1] ґрунтується на другому методi
Ляпунова. Запропонований пiдхiд дає можливiсть аналiтично отри-
мувати необхiдне керування для системи з моделлю (1). Цей факт дає
можливiсть програмувати блок керування реального об’єкта i факти-
чно вирiшувати проблему керування на "борту".
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Приклад 2.1. Розглянемо систему (1) другого порядку, де вектори
x та u вимiрюються, а матрицi

A0 =

[
0 ω
−ω 0

]
, A1 =

[
0 0
a21 a22

]
, B =

[
0
b

]
,

A = A0 + εA1 =

[
0 a
c d

]
=

[
0 ω
−ω 0

]
+ ε

[
0 0
a21 a22

]
,

(17)

необхiдно iдентифiкувати (вiдновити). Утворимо вектор z вiдповiдно
до (6):

z = [x, a1, a2, b̃]
T , (18)

де

x =

[
α
β

]
, a1 =

[
0
a

]
, a2 =

[
c
d

]
, b̃ =

[
0
b

]
.

Запишемо ψ та ∂ψ
∂z для нашого прикладу:

f = Ax+Bu, f =

[
f1
f2

]
=

[
aβ

cα+ dβ + bu

]
,

ψ =




f
0
0
0


 ,

∂ψ

∂z
=




∂f
∂x

∂f
∂a1

∂f
∂a2

∂f
∂b

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

де 0 ∈ ℜ1×2.
Ранiше було зауважено, що слiд враховувати структуру вектора

p̃. Тому для нашого прикладу z буде таким:

z = [α, β, a, c, d, b]T ,

ψ =




aβ
cα+ dβ + bu

0
0
0
0



,
∂ψ

∂z
=




0 a 0 0 0 0
c d 0 α β u
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



.

Оцiнка вектора z (µ+ 1)-го порядку згiдно з (7):
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ˆ̇zµ+1 = ψ̂µ +
∂ψ̂µ
∂z

(ẑµ+1 − ẑµ) =




âβ̂

α̂ĉ+ β̂d̂+ b̂u
0
0
0
0



µ

+

+




0 â 0 0 0 0

ĉ d̂ 0 α̂ β̂ u
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



µ




α̂µ+1 − α̂µ
β̂µ+1 − β̂µ
âµ+1 − âµ
ĉµ+1 − ĉµ
d̂µ+1 − d̂µ
b̂µ+1 − b̂µ



.

Запишемо (10) для нашого прикладу:

ˆ̇zµ+1(t) = Âµ · ẑµ+1(t) + V̂µ =

=




0 â 0 0 0 0

ĉ d̂ 0 α̂ β̂ u
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



µ




α̂

β̂
â
ĉ

d̂

b̂




µ+1

+




âβ̂

α̂ĉ+ β̂d̂+ b̂u
0
0
0
0




µ

−

−




0 â 0 0 0 0

ĉ d̂ 0 α̂ β̂ u
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



µ




α̂

β̂
â
ĉ

d̂

b̂




µ

.

Вiдповiдно (14) матиме вигляд:

ˆ̇φµ+1(t, t0) =




0 â(t) 0 0 0 0

ĉ(t) d̂(t) 0 α̂(t) β̂(t) u(t)
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



µ

φ̂µ+1(ti, t0), (19)
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де
φ̂µ+1(t0, t0) = I, ∀µ.

Вектор початкових умов ẑ(t0) у (13) будується за допомогою апрi-
орно заданих граничних значень x(t1), x(t2), . . ., x(t8) за допомогою
(16), наступним чином (враховуючи факт, що кiлькiсть граничних
значень має бути бiльше 6, вектора z):

x(t1) = φ̂11,µ+1(t1, t0)α̂µ+1(t0) + φ̂12,µ+1(t1, t0)β̂µ+1+

+φ̂13,µ+1(t1, t0)âµ+1 + φ̂14,µ+1(t1, t0)ĉµ+1 + φ̂15,µ+1(t1, t0)d̂µ+1+

+φ̂16,µ+1(t1, t0)b̂µ+1 + q1,µ+1(t1),

x(t2) = φ̂11,µ+1(t2, t0)α̂µ+1(t0) + φ̂12,µ+1(t2, t0)β̂µ+1+

+φ̂13,µ+1(t2, t0)âµ+1 + φ̂14,µ+1(t2, t0)ĉµ+1 + φ̂15,µ+1(t2, t0)d̂µ+1+

+φ̂16,µ+1(t2, t0)b̂µ+1 + q1,µ+1(t2),
· · ·

x(t8) = φ̂11,µ+1(t8, t0)α̂µ+1(t0) + φ̂12,µ+1(t8, t0)β̂µ+1+

+φ̂13,µ+1(t8, t0)âµ+1 + φ̂14,µ+1(t8, t0)ĉµ+1 + φ̂15,µ+1(t8, t0)d̂µ+1+

+φ̂16,µ+1(t8, t0)b̂µ+1 + q1,µ+1(t8).
(20)

Параметри φ̂1j,µ+1(t, t0) залежать вiд похiдних ∂ψ̂
∂z |µ вiдповiдно з (14)

i не залежать вiд x̂µ+1(t0). Аналогiчно ˆ̇qµ+1(ti) обчислюється за допо-
могою (15) i також не залежать вiд x̂µ+1(t0). Таким чином, визначити
ẑµ+1 можливо за допомогою регресiї з (20), коли маємо початковi на-
ближення для координат z. Безпосереднє (нерегресiйне) визначення
невiдомих координат вектора z з (20) можливе тiльки коли маємо 6
граничних значень для x, а вимiри не мають шумiв.
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