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Наближення класiв
(ψ, β)-диференцiйовних функцiй
полiномами Рогозинського

We obtained asymptotic equalities for the upper bounds of deviati-
ons of Rogozinski polynomials on the classes of (ψ, β)–differentiable
functions in the uniform metric.

Отримано асимптотичнi рiвностi для верхнiх меж вiдхилення по-
лiномiв Рогозинського на класах (ψ, β)–диференцiйовних фун-
кцiй у рiвномiрнiй метрицi.

1. Вступ

В данiй роботi вивчається питання про асимптотичну поведiнку
точних верхнiх меж вiдхилень сум Рогозинського в рiвномiрнiй
метрицi на класах (ψ, β)-диференцiйовних функцiй.

Нехай C — простiр 2π–перiодичних неперервних функцiй, у
якому норма задається рiвнiстю ‖f‖C = max

t
|f(t)|; L∞ — простiр

2π–перiодичних вимiрних суттєво обмежених функцiй з нормою
‖f‖∞ = ess sup

t
|f(t)|; L — простiр 2π–перiодичних сумовних на

c© I. Р. Ковальчук, 2017



Наближення класiв (ψ, β)-диференцiйовних функцiй... 205

перiодi функцiй, в якому норма задається за допомогою рiвностi

‖f‖L = ‖f‖1 =
π∫
−π
|f(t)|dt.

В роботi О. I. Степанця [1] введенi класи (ψ, β)-
диференцiйовних функцiй наступним чином.

Нехай f(x) – сумовна 2π-перiодична функцiя i

S[f ] =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx) =
a0
2

+

∞∑
k=1

Ak(f ;x)

ї ї ряд Фур’є.
Нехай, далi, ψ(k) – довiльна фiксована функцiя натурального

аргументу, а β – фiксоване дiйсне число. Припустимо, що ряд
∞∑
k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

(
kx+

βπ

2

)
+ bk(f) sin(kx+

βπ

2
)
)

є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї. Цю функцiю позначимо
fψβ (x), а множину функцiй f(·), що задовольняють такi умови,
будемо позначати Lψβ . Якщо f ∈ Lψβ , i крiм того, fψβ ∈ N, де N —
деяка пiдмножина функцiй iз L, то записують, що f ∈ LψβN.

Далi покладемо Lψβ ∩ C = Cψβ i LψβN ∩ C = CψβN. Якщо в
якостi N виступає множина S0

∞ = {ϕ ∈ L∞ : ‖ϕ‖∞ ≤ 1, ϕ⊥1},
то множину Cψβ S

0
∞ позначають через Cψβ,∞.

При ψ(k) = k−r, r > 0 i β = r класи Cψβ,∞ (ψ, β)-
диференцiйовних функцiй спiвпадають з класами W r

r функцiй,
що мають дробову похiдну в розумiннi Вейля f rr . Якщо ж, при
цьому, β = r, r ∈ N, то має мiсце рiвнiсть W r

r = W r. Крiм того,
W rHω =

{
f :

∣∣f r(t) − f (r)(t′)∣∣ ≤ ω(|t − t′|)
}
, де ω(t) — заданий

модуль неперервностi.
Якщо функцiя ψ(k) така, що ряд

∞∑
k=1

ψ(k) cos(kt+
βπ

2
) (1)
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є рядом Фур’є деякої сумовної функцiї Bψ
β (t), то C

ψ
β,∞ спiвпадає

з класом функцiй, якi можна подати у виглядi згортки

f(x) =
a0
2

+
1

π

2π∫
0

Bψ
β (t)ϕ(x+ t)dt, ‖ϕ‖∞ ≤ 1, ϕ⊥1. (2)

Якщо послiдовнiсть ψ(k) опукла вниз i lim
k→∞

ψ(k) = 0, то за

теоремою 2 (див. [2, с. 652]), Bψ
β (t) – сумовна функцiя, що має

ряд Фур’є (1). Тому, якщо

ψ(k) ≥ ψ(k + 1) i
∞∑
k=1

ψ(k)

k
<∞, (3)

або при sin βπ
2 = 0

ψ(k + 2)− 2ψ(k + 1) + ψ(k) ≥ 0 i lim
k→∞

ψ(k) = 0, (4)

то клас Cψβ,∞ спiвпадає з класом функцiй, що представленi рiв-
нiстю (2).

В цiй роботi розглянуто такi класи Cψβ,∞, у яких ψ(k) задо-
вольняє умови (3) або (4).

Нехай λ = {λ(n)k } – трикутна числова матриця, λ(n)k = 0, якщо
k ≥ n; λ(n)0 = 1, за допомогою якої функцiї f(x) з рядом Фур’є
S[f ] ставиться у вiдповiднiсть послiдовнiсть полiномiв

Un(λ; f ;x) =
a0
2

+
n−1∑
k=1

λ
(n)
k Ak(f ;x).

Нехай, далi, λn(u), n ∈ N , – послiдовнiсть неперервних фун-
кцiй, заданих на [0, 1] таких, що λn( kn) = λ

(n)
k , ψ(u) – неперервна

функцiя, визначена при u ≥ 1, що має значення ψ(k) при u = k i

τn(u) = τn(λ, ψ, u) =


τn(u), 0 ≤ u ≤ 1/n,

(1− λ(u))ψ(nu)ψ(n) , 1/n ≤ u ≤ 1,

ψ(nu)/ψ(n), u ≥ 1,

(5)
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неперервна функцiя, визначена на [0, 1/n] довiльним чином.

Якщо функцiя τ̂n(t) =
∞∫
0

τn(u) cos(ut + βπ/2) du є сумовною на

(−∞,+∞), а fψβ обмежена майже скрiзь, то за теоремою 4 (див.
[1, с. 183]) справедлива рiвнiсть

f(x)− Un(λ; f ;x) = ψ(n)
1

π

∞∫
−∞

fψβ (x+
t

n
)τ̂n(t)dt. (6)

При цьому для виконання рiвностi (6) не важливо, як визначена
функцiя λn(u) i функцiя ψ(u) в точках u 6= k, лише потрiбно,
щоб функцiя τn(u) була неперервною, а τ̂n(t) ∈ L(R).

2. Допомiжнi твердження

Наведемо деякi допомiжнi твердження, доведенi в [3], i якi буде-
мо використовувати надалi.

Лема 1 ( [3, с. 10]). Нехай функцiя τn(u) задана при u ≥ 0,
неперервна i iнтеграли

A(τn(u)) =
1

π

∞∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+ βπ/2)du

∣∣∣∣∣dt, n = 1, 2, ...,

збiгаються. Тодi при n→∞ справедлива рiвнiсть

E(Cψβ,∞;U(λ))C := sup
f∈Cψβ,∞

‖f(x)− Un(λ; f ;x)‖C =

= sup
‖fψβ ‖∞≤1

∥∥∥ψ(n) 1
π

∞∫
−∞

fψβ (x+
t

n
)τ̂n(t)dt

∥∥∥
C
= ψ(n)A(τn) + γ(n),
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де γ(n) ≤ 0, |γ(n)| = O(ψ(n)a(τn)), n→∞,

a(τn) =
1

π

∫
|t|≥πn/2

∣∣∣ ∞∫
0

τn(u) cos(ut+ βπ/2)du
∣∣∣dt.

Нехай F – множина заданих при u ≥ 1 функцiй ψ(u), що
задовольняють умови:

а) ψ(u) – опукла вниз;
б) при n→∞ справедливi спiввiдношення

∞∫
n

ψ(u)

u
du = O(ψ(n)), n|ψ′(n)| = O(ψ(n)).

Має мiсце наступне твердження.

Лема 2 ( [3, с. 13]). Нехай функцiя ψ(u) ∈ F , а функцiя τn(u),
задана рiвнiстю (5), має абсолютно неперервну похiдну τ ′n(u) на
[0, 1] i τn(0) = 0. Якщо збiгаються iнтеграли

∣∣ sin βπ
2

∣∣ 1∫
0

|τn(u)|
u

du, i
1∫

0

|λn(u)|
1− u

du,

то при n→∞ справедлива рiвнiсть

E(Cψβ,∞;Un(λ; f ;x))C = ψ(n)
2

π
| sin βπ

2
|

1∫
0

|τn(u)|
u

du+

+O

(
ψ(n)

( 1∫
0

|λn(u)|
1− u

du+

1∫
0

u(1− u)|τ ′′n(u)|du+

+| sin βπ
2
|
2/πn∫
0

|τn(u)|
u

du+ 1
))
.
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В роботi [5] вперше були розглянутi питання щодо поведiнки
величини E

(
Hα;Rn(f, x,

π
2n+1)

)
C
, де Hα = Hω при ω(t) = tα,

α ∈ (0, 1].
Наступний важливий крок у вивченнi апроксимативних вла-

стивостей сум Рогозинського був зроблений в роботах [6] –
[11], в яких знайденi асимптотичнi рiвностi для величин
E(W rHω;Rn)C .

3. Основний результат

Для сум Рогозинського λn(u) = cos π2u, i, згiдно з рiвнiстю (5),

τn(u) =


τn(u), 0 ≤ u ≤ 1/n,

(1− cos π2u)
ψ(nu)
ψ(n) , 1/n ≤ u ≤ 1,

ψ(nu)/ψ(n), u ≥ 1.

(7)

Теорема 3. Якщо ψ ∈ M,
∞∫
1

ψ(u)
u < ∞, u2ψ(u) опукла вниз i

lim
u→∞

u2ψ(u) = ∞, то при n→∞ справедлива рiвнiсть

E(Cψβ,∞;Rn)C = ψ(n)A(τn) +O
(ψ(n)

n

)
, (8)

де

π

2

∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣ 1

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du ≤ A(τn) ≤ C1 +

2π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (9)

Доведення.
Представимо функцiю τn(u) на вiдрiзку [0, 1n ] так, щоб τn(u)

i τ ′n(u) були неперервнi на [0, 1] i τ ′n(u), τ ′′n(u) – обмеженi на
[0, 1]. Це можна зробити, наприклад, квадратичною функцiєю
τn(u) = au2 + bu, де

a =
n

ψ(n)

(
ψ(1)

π

2
sin

π

2n
+ n(1− cos

π

2n
)(ψ′(1)− ψ(1))

)
,
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b =
n

ψ(n)

(
(1− cos

π

2n
)(2ψ(1)− ψ′(1))− π

2ψ(n)
sin

π

2n
ψ(1)

)
.

При цьому неважко переконатися, що всi вказанi вище вимоги
до τn(u) виконуються.

Враховуючи те, що lim
u→∞

τn(u) = lim
u→∞

τ ′n(u) = 0, двiчi iнтегру-
ючи частинами, отримаємо

∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du =

=
1

t2

(
− τ ′n(0) cos

βπ

2
+ (τ ′n(1− 0)− τ ′n(1 + 0)) cos(t+

βπ

2
)−

−
( 1

n∫
0

+

1∫
1
n

+

∞∫
1

)
τ ′′n(u) cos(ut+

βπ

2
)du

)
. (10)

Так як при u ≥ 1
n τ
′′
n(u) ≥ 0, то з рiвностi (10) i представлення

τn(u) маємо

∣∣∣ ∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du
∣∣∣ ≤ 1

t2
(|τ ′n(0)|·

∣∣∣ cos βπ
2

∣∣∣+π
2
(1+

∣∣∣ cos(t+βπ
2
)
∣∣∣−

− 1

ψ(n)

(π
2
sin

π

2n
ψ(1) + n(1− cos

π

2n
)ψ′(1)

)
+

1
n∫

0

|τ ′′n(u)|du
)
. (11)

Оскiльки u2ψ(u) опукла вниз i lim
u→∞

u2ψ(u) =∞, то

lim
n→∞

ψ(n)

n(1− cos π
2n)

= C > 0 або lim
n→∞

ψ(n)

n(1− cos π
2n)

=∞.

(12)
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Iз спiввiдношень (11), (12) i в силу обмеженостi τn(u) i τ ′n(u)
отримаємо, що ∣∣∣∣∣

∞∫
0

τn(u) cos(ut±
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ ≤ C2

t2
. (13)

Далi з (13) маємо

a(τn) =
1

π

( ∞∫
πn
2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt+

+

∞∫
πn
2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut−
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt
)
≤ 2C2

π2
(14)

i
1

π

∫
|t|≥π

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt ≤ 2C2

π2
. (15)

Враховуючи означення функцiї τn(u), знаходимо

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt ≤
π∫
−π

( 1∫
0

τn(u)du

)
dt+

+

0∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt+
π∫

0

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt ≤
≤ 2πC3 +

π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut−
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt+
+

π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt. (16)
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Функцiя τn(u) додатна на [1,∞), монотонно спадає i
lim
n→∞

τn(u) = 0. Якщо x1 ближчий справа вiд точки x = 1 нуль

функцiї
∞∫
x
τn(u) cos(ut+

βπ
2 )du (β, n, t – фiксованi), то, як неважко

переконатися, 1 ≤ x1 ≤ 1 + π
t ; враховуючи це, отримаємо∣∣∣∣∣

∞∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣
x1∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ <
1+π

t∫
1

τn(u)du.

(17)

Провiвши замiну змiнних i iнтегруючи частинами, маємо

π∫
0

∣∣∣∣∣
1+π

t∫
1

τn(u)du

∣∣∣∣∣dt =

= π

(
− lim
x→∞

1

x

1+x∫
1

τn(u)du+

2∫
1

τn(u)du+

∞∫
1

τn(x+ 1)

x
dx

)
. (18)

Застосувавши правило Лопiталя i врахувавши, що τn(u) мо-
нотонно спадає на [1,∞), з (18) отримаємо

π∫
0

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut±
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt ≤ C4 +
π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (19)

Iз нерiвностей (15), (16) i (19) випливає, що

A(τn) < C1 +
2π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (20)

Покажемо справедливiсть оцiнки знизу в (9).
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Нехай fψβ (t) = 2
π

∞∑
k=1

sin kt
k . Тодi ||fψβ (t)||∞ ≤ 1, оскiльки

∞∑
k=1

sin kt
k – 2π-перiодична функцiя i

∞∑
k=1

sin kt

k
=

{
π−t
2 , 0 < t < 2π,

0, t = 0, t = 2π.

Так як ψ(u) опукла вниз, то

E(Cψβ,∞;Rn)C=

= sup
||ϕ||∞≤1

∣∣∣∣∣∣ 1
π

2π∫
0

ϕ(x+ t)
(n−1∑
k=1

(1− cos
πk

2n
)ψ(k)cos(kt+

βπ

2
)+

+

∞∑
k=n

ψ(k) cos(kt+
βπ

2
)dt
)∥∥∥

C
≥

≥
∣∣∣ 1
π

2π∫
0

fψβ (t)
(
cos

βπ

2

( n−1∑
k=1

(1− cos
kπ

2n
) cos kt+

∞∑
k=n

ψ(k) cos kt
)
−

− sin
βπ

2

( n−1∑
k=1

(1− cos
kπ

2n
) sin kt+

∞∑
k=n

ψ(k) sin kt)
)
dt
∣∣∣. (21)

Використовуючи теорему про почленне iнтегрування рядiв Фур’є
(див. [2, c. 22]), iз нерiвностi (21) отримаємо

E(Cψβ,∞;Rn)C ≥
2

π

∣∣∣ sin βπ
2

∣∣∣( n−1∑
k=1

ψ(k)

k
(1− cos

kπ

2n
) +

∞∑
k=n

ψ(k)

k

)
.

(22)
Внаслiдок того, що при u > 1 функцiя ψ(u) не зростає, з нерiв-
ностi (22) робимо висновок, що

E(Cψβ,∞;Rn)C >
2

π
| sin βπ

2
|
∞∫
n

ψ(u)

u
du, (23)
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а iз (23) i (20) випливає (9).
Iз спiввiдношень (14) i (9) в силу леми 1 отримаємо (8). Oтже,

теорему доведено.
Умови теореми 3 задовольняють, наприклад, функцiї ψ(u),

u ≥ 1 вигляду ψ(u) = u−r, 0 ≤ r ≤ 1; ψ(u) = ln−α(u+ C), α > 1,
C > 0.

Теорема 4. Якщо ψ ∈M задовольняє умови:

1. u2ψ(u)− опукла вгору; 2.

∞∫
1

ψ(u)

u
du <∞;

3.

n∫
1

uψ(u)du = O(n2ψ(n)), (24)

то при n→∞ справедлива асимптотична рiвнiсть

E(Cψβ,∞;Rn)C = ψ(n)A(τn) +O(
1

n2
), (25)

де A(τn) задовольняє нерiвнiсть (9).

Доведення.
Так як u2ψ(u) опукла вгору, то

lim
u→∞

u2ψ(u) = ∞ або lim
u→∞

u2ψ(u) = C > 0. Причому, дру-
гий випадок за умов теореми неможливий.

Доозначимо τn(u) на [0, 1n ] степеневою функцiєю

τn(u) = (1− cos
π

2n
)
ψ(1)

ψ(n)
n
π
2
ctg π

4n
+n

ψ′(1)
ψ(1) · u

π
2
ctg π

4n
+n

ψ′(1)
ψ(1) .

Припустимо, що τn(u) опукла вниз при 0 ≤ u ≤ 1
n . Так як τ ′n(u)

неперервна на [0, 1) i (1,∞); τ ′′n(u) ≤ 0 при u ∈ [ 1n , 1] i τ
′′
n(u) ≥ 0

при u ∈ [0, 1n ]∪[1,∞), то, iнтегруючи двiчi частинами, отримаємо∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ ≤ 1

t2

(∣∣(τ ′n(1−0)−τ ′n(1+0)) cos(t+
βπ

2
)
∣∣+
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+
( 1

n∫
0

+

1∫
1
n

+

∞∫
1

)
|τ ′′n(u)|du

)
=

1

t2

(π
2

∣∣ cos(t+βπ
2
)
∣∣+π sin π

2n
·ψ(1)
ψ(n)

+

+2n(1− cos
π

2n
)
ψ′(1)

ψ(n)
− π

2
− 2n

ψ′(n)

ψ(n)

)
. (26)

Iз нерiвностi (26) з врахуванням того, що −nψ′(n)
ψ(n) ≤ 2, маємо

a(τn) =
1

π

∫
|t|>πn

2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt ≤

≤ 2
(
C4 +

C5

nψ(n)

) ∞∫
nπ
2

dt

t
=
C6

n
+

C7

n2ψ(n)
, (27)

∫
|t|≥nπ

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt ≤ C6

2n
+

C7

2n2ψ(n)
. (28)

Враховуючи, що τn(u) неперервна на [0,∞), τn(0) = 0,
lim
u→∞

τn(u) = 0, τ ′n(u) неперервна на [0, 1) i (1,∞), τ ′n(u) > 0 на
[0, 1], iнтегруючи частинами, отримаємо

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ ≤ 1

t

( 1
n∫

0

|τ ′n(u)|du+

+

∣∣∣∣∣
1∫

1
n

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∞∫
1

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣
)
. (29)
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Так як на промiжку [0, 1] τ ′n(u) – невiд’ємна, а на [ 1n , 1] τ
′
n(u)

не зростає, то

1

t

( 1
n∫

0

|τ ′n(u)|du+
∣∣∣ 1∫

1
n

|τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du
∣∣∣) <

<
1

t

(
τn(

1

n
)− τn(0) +

1
n
+π
t∫

1
n

τ ′n(u)du
)
=

1

t
τn

( 1
n
+
π

t

)
. (30)

Провiвши замiну змiнних, враховуючи представлення функцiї
τn(u) i рiвнiсть (24), отримаємо

πn∫
π

(1−1/n)

1

t
τn(

1

n
+
π

t
)dt = O(1). (31)

Так як τn(u) опукла вниз на [1,∞), lim
u→∞

τ ′n(u) = 0 i −nψ′(n)
ψ(n) <

2, то, iнтегруючи частинами, маємо

1

t

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

t2
(
− nψ′(n)

ψ(n)

)(
1 +

∣∣ cos(t+ βπ

2
)
∣∣) < 4

t2
.

(32)

Iз рiвностi (32) при n > 1 випливає, що∫
|t|> π

(1−1/n)

∣∣∣∣∣1t
∞∫
1

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < C8, (33)

а з рiвностей (28), (31) i (33) отримаємо, що
∞∫
π

(1−1/n)

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < C9. (34)
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Мiркуючи аналогiчно, як i при доведеннi нерiвностi (19), мо-
жна показати, що

π
(1−1/n)∫

− π
(1−1/n)

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < C10+
2π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (35)

Iз обмеженостi функцiї τn(u) на [0, 1] випливає, що

π
(1−1/n)∫

− π
(1−1/n)

∣∣∣∣∣
1∫

0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < C11. (36)

Отже, якщо τn(u) опукла вниз на [0, 1n ], то iз (34)-(36) маємо

A(τn) < C1 +
2π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (37)

Якщо τn(u) на [0, 1n ] опукла вгору, то, враховуючи, що коли
τ ′n(u) > 0, u ∈ [0, 1], iнтегруючи частинами, маємо∣∣∣∣∣

∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣ =
=

1

t
τn(

π

t
) +

1

t

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣.
(38)

Мiркуючи так само, як i при доведеннi (31), будемо мати

πn∫
π

1

t
τn(

π

t
)dt < C12. (39)



218 I. Р. Ковальчук

Використовуючи представлення τn(u) i те, що lim
n→∞

n2ψ(n) =

∞, виконуючи iнтегрування, отримаємо

∞∫
πn

1

t
τn(

π

t
)dt <

C13

n2ψ(n)
. (40)

З нерiвностi (32) маємо

∞∫
π

∣∣∣∣∣1t
∞∫
1

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < π

∞∫
π

dt

t2
= 1. (41)

Вiдповiдно, iз (38)-(41) отримаємо

∞∫
π

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut±
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < C14. (42)

Так як

−π∫
−∞

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt =
∞∫
π

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut−
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt,
то iз нерiвностi (42) маємо

∫
|t|>π

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < 2C14. (43)

Враховуючи (19), отримаємо

π∫
−π

∣∣∣∣∣
∞∫
1

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt < C15 +
2π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (44)
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З (43), (44) робимо висновок, що

A(τn) < C1 +
2π

ψ(n)

∞∫
n

ψ(u)

u
du. (45)

Iз спiввiдношень (23), (37) i (45) випливає, що A(τn) задоволь-
няє (9).

Доведемо, що

a(τn) = O

(
1

n2ψ(n)

)
. (46)

Так як lim
n→∞

nψ(n) = C > 0, то для випадку, коли τn(u) опукла

вниз, (46) випливає з (27). Якщо ж τn(u) опукла вгору на [0, 1n ],
то, використовуючи представлення τn(u) i провiвши замiну змiн-
них, отримаємо

nπ∫
nπ
2

1

t
τn(

π

t
)dt =

2
n∫

1
n

τn(v)

v
dv=

=
1

ψ(n)

2
n∫

1
n

(1− cos π2 v)ψ(nv)

v
dv=O

(
1

n2ψ(n)

)
.

(47)

З рiвностей (40) i (47) випливає, що

∞∫
nπ
2

1

t
τn(

π

t
)dt = O

(
1

n2ψ(n)

)
, (48)

а з (32)
∞∫

nπ
2

∣∣∣∣∣1t
∞∫
1

τ ′n(u) sin(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt = O
( 1
n

)
. (49)
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Тодi з (38), (48) i (49) отримаємо рiвнiсть
∞∫

nπ
2

∣∣∣∣∣
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ

2
)du

∣∣∣∣∣dt = O

(
1

n2ψ(n)

)
. (50)

Так як i
−nπ

2∫
−∞
|
∞∫
0

τn(u) cos(ut+
βπ
2 )du|dt = O( 1

n2ψ(n)
), то з рiвностi

(50) випливає виконання (46), коли τn(u) опукла вгору на [0, 1n ].
Використовуючи лему 1, з урахуванням рiвностей (9) i (46)

отримаємо (25). Теорему доведено.
Умови теореми 4 задовольняють, наприклад, функцiї

ψ(u) = u−r lnα(u+C), де 1 ≤ r ≤ 2, α ∈ R, C > 0; ψ(u) = u−r, де
1 ≤ r ≤ 2.
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