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Оцiнки ентропiйних чисел класiв BΩ
p,θ

перiодичних функцiй багатьох
змiнних

We obtain the order estimates for the entropy numbers of the classes
BΩ
p,θ of periodic functions of many variables in the space Lq with

certain relations between the parameters p and q.

Знайдено порядковi оцiнки ентропiйних чисел класiв BΩ
p,θ перiо-

дичних функцiй багатьох змвнних у просторi Lq для деяких спiв-
вiдношень мiж параметрами p i q.

1. Вступ

Нехай Rd, d ≥ 1, — d-вимiрний евклiдiв простiр з елементами
x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd), (x, y) = x1y1 + ... + xdyd i Lp(πd),

πd =
d∏
j=1

[0; 2π], — простiр 2π-перiодичних за кожною змiнною i
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сумовних у степенi p, 1 ≤ p < ∞ (вiдповiдно суттєво обмеже-
них при p =∞), на кубi πd функцiй f(x) = f(x1, ..., xd), норма в
якому визначається таким чином:

‖f‖Lp(πd) = ‖f‖p =

(
(2π)−d

∫
πd

|f(x)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞(πd) = ‖f‖∞ = ess sup
x∈πd

|f(x)|.

Всюди далi будемо вважати, що для функцiй f ∈ Lp(πd) ви-
конується додаткова умова

2π∫
0

f(x)dxj = 0 , j = 1, d.

Для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, i t = (t1, ..., td), tj ≥ 0, j = 1, d,
розглянемо мiшаний модуль неперервностi порядку l

Ωl(f, t)p = sup
|hj |≤tj
j=1,d

||∆l
hf(·)||p ,

де l ∈ N, ∆l
hf(x) = ∆l

h1
. . .∆l

hd
f(x) = ∆l

hd
(. . . (∆l

h1
f(x))) — змi-

шана рiзниця порядку l з векторним кроком h = (h1, ..., hd), а
рiзниця l–го порядку з кроком hj за змiнною xj визначається
наступним чином:

∆l
hj
f(x) =

l∑
n=0

(−1)l−nCnl f(x1, . . . , xj−1, xj + nhj , xj+1, . . . , xd).

Нехай Ω(t) = Ω(t1, . . . , td) — задана функцiя типу змiшаного
модуля неперервностi порядку l, яка задовольняє такi умови:

1) Ω(t) > 0, tj > 0, j = 1, d i Ω(t) = 0, якщо
d∏
j=1

tj = 0;
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2) Ω(t) не спадає по кожнiй змiннiй tj > 0, j = 1, d, при до-
вiльних фiксованих значеннях iнших змiнних ti, i 6= j;

3) Ω(m1t1, . . . ,mdtd) ≤
(

d∏
j=1

mj

)l
Ω(t), mj ∈ N, j = 1, d;

4) Ω(t) неперервна при tj ≥ 0, j = 1, d .
Множину таких функцiй Ω позначимо через Ψl.
Додатково будемо вимагати, щоб функцiї Ω задовольняли

умови (Sα) та (Sl), якi називають умовами Барi–Стєчкiна [1].
Це означає наступне.

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sα), α > 0
якщо ϕ(τ)/τα майже зростає при τ > 0, тобто iснує така незале-
жна вiд τ1 i τ2 стала C1 > 0, що

ϕ(τ1)

τα1
≤ C1

ϕ(τ2)

τα2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Функцiя однiєї змiнної ϕ(τ) ≥ 0 задовольняє умову (Sl), якщо
iснує γ, 0 < γ < l, таке, що ϕ(τ)/τγ майже спадає при τ > 0,
тобто iснує така незалежна вiд τ1 i τ2 стала C2 > 0, що

ϕ(τ1)

τγ1
≥ C2

ϕ(τ2)

τγ2
, 0 < τ1 ≤ τ2.

Будемо вважати, що Ω(t) задовольняє умови (Sα) та (Sl),
якщо Ω(t) задовольняє цi умови за кожною змiнною tj при всiх
можливих фiксованих ti, i 6= j. У випадку, коли для Ω викона-
на умова (Sα), будемо говорити, що Ω належить множинi Sα, а
якщо умова (Sl), то — множинi Sl. Стверджуючи це (також i для
функцiї ω однiєї змiнної), будемо використовувати запис Ω ∈ Φα,l

(вiдповiдно ω ∈ Φα,l), l ∈ N, де множина Φα,l визначається спiв-
вiдношенням Φα,l = Ψl ∩ Sα ∩ Sl.

Варто зазначити, що до множини Φα,l належать, наприклад,
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функцiї

Ω(t) = Ω(t1, ..., td) =


d∏
j=1

trj(
log 1

tj

)bj
+

, якщо tj > 0, j = 1, d;

0, якщо
d∏
j=1

tj = 0,

де (log τ)+ = max{1; log τ}, rj , bj ∈ R, 0 < rj < l, j = 1, d.
Для заданої функцiї Ω ∈ Ψl означимо клас функцiй BΩ

p,θ,
1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, наступним чином [2]:

BΩ
p,θ =

{
f ∈ Lp(πd) : ||f ||BΩ

p,θ
≤ 1

}
,

де

||f ||BΩ
p,θ

=

{∫
πd

(
Ωl(f, t)p

Ω(t)

)θ d∏
j=1

dtj
tj

} 1
θ

, 1 ≤ θ <∞,

||f ||BΩ
p,∞

= sup
t>0

Ωl(f, t)p
Ω(t)

,

(запис t > 0 для t = (t1, ..., td) рiвносильний tj > 0, j = 1, d).
Зазначимо, що при θ = ∞ класи BΩ

p,θ спiвпадають з класами
HΩ
p , якi були розглянутi М. М. Пустовойтовим в [3].
Зауважимо також, що при r = (r1, ..., rd), 0 < rj < l, j = 1, d, i

Ω(t) =
d∏
j=1

t
rj
j класи BΩ

p,θ є аналогами вiдомих класiв Бєсова Br
p,θ,

1 ≤ θ <∞, та Нiкольського Br
p,∞ = Hr

p (див., наприклад, [4]).
Для подальших мiркувань будемо використовувати еквiвален-

тнi (з точнiстю до абсолютних сталих) означення норм функцiй
з класiв BΩ

p,θ.
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Нехай Vn(t), n ∈ N, t ∈ R, позначає ядро Валле-Пуссена по-
рядку 2n− 1, тобто

Vn(t) = 1 + 2

n∑
k=1

cos kt+ 2

2n−1∑
k=n+1

(
1− k − n

n

)
cos kt.

Кожному вектору s = (s1, . . . , sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть полiном

As(x) =

d∏
j=1

(
V2sj (xj)− V2sj−1(xj)

)

i для f ∈ Lp(πd), 1 ≤ p ≤ ∞, через As(f, x) позначимо згортку

As(f, x) = f ∗As.

Нехай 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω ∈ Φα,l, α > 0, l ∈ N, тодi
з точнiстю до абсолютних сталих класи BΩ

p,θ можна означити
наступним чином:

BΩ
p,θ=

{
f ∈Lp(πd) :‖f‖BΩ

p,θ
�
(∑

s

Ω−θ(2−s)‖As(f, ·)‖θp
) 1
θ

≤ 1

}
,

(1)
де 1 ≤ θ <∞ та

BΩ
p,∞ =

{
f ∈ Lp(πd) : ‖f‖BΩ

p,∞
� sup

s

‖As(f, ·)‖p
Ω(2−s)

≤ 1

}
, (2)

тут i надалi Ω(2−s) = Ω(2−s1 , ..., 2−sd), sj ∈ N, j = 1, d.

Зазначимо, що спiввiдношення (1) i (2) були отриманi в робо-
тах [5] i [3] вiдповiдно.

Надалi будемо вважати, що для двох невiд’ємних величин A
i B запис A � B означає, що iснують константи C3, C4 > 0 такi,
що C3A ≤ B ≤ C4A. Записи A � B або A � B, означають,
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що C5A ≤ B i B ≤ C6A,C5, C6 > 0, вiдповiдно. Зауважимо та-
кож, що всi константи Ci, i = 1, 2, . . . , якi будуть зустрiчатися
в роботi, можуть залежати тiльки вiд параметрiв, що входять
в означення класу, метрики, в якiй оцiнюється похибка набли-
ження, та розмiрностi простору Rd. Через |N | будемо позначати
кiлькiсть елементiв множини N .

У роботi будемо розглядати класи BΩ
p,θ з функцiєю Ω спецi-

ального вигляду. Нехай ω — задана функцiя однiєї змiнної типу
модуля неперервностi порядку l, яка належить до множин Sα та
Sl. Покладемо

Ω(t) = ω

( d∏
j=1

tj

)
, tj ≥ 0.

Зрозумiло, що таким чином задана функцiя Ω буде належати
до множини Φα,l. Перейдемо тепер до означення дослiджуваної
апроксимативної характеристики.

Нехай X — банаховий простiр i BX (y, r) — куля X з радiусом
r i центром у точцi y, тобто

BX (y, r) = {x ∈ X : ‖x− y‖ ≤ r}.

Тодi величини (див., наприклад, [6])

εk(A,X ) = inf

{
ε : ∃y1, ..., y2k ∈ X : A ⊆

2k⋃
j=1

BX (yj , ε)

}

називаються ентропiйними числами множини A в просторi X .
Дослiдженню ентропiйних чисел, а також близьких до них

асимптотичних характеристик (ε–ємнiсть, ε–ентропiя та iн.) при-
свячено багато робiт. Початки цих дослiджень детально описано
у вступi роботи [7], де вiдзначається, що А. М. Колмогоров [8],
виходячи з результатiв робiт [9, 10] та популярних в той час за-
гальних iдей теорiї передачi iнформацiї, сформулював загальну
програму дослiдження ε–ентропiї та ε–ємностей цiкавих з точки
зору компактiв в функцiональних просторах. Вiдмiтимо, що в
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роботi [7] крiм оригiнальних результатiв наведено систематизо-
ваний виклад ряду результатiв, що вiдносяться до вiдповiдних
напрямкiв дослiджень i ранiше опублiкованi в роботах [8 – 14].

Серед подальших робiт, в яких вивчались ентропiйнi чи-
сла i ε–ентропiя класiв перiодичних функцiй багатьох змiнних
W r
p,α, H

r
p i Br

p,θ та їх аналогiв, вiдмiтимо роботи [15 – 31], де мо-
жна ознайомитись з бiльш детальною бiблiографiєю.

2. Допомiжнi твердження

Кожному вектору s = (s1, ..., sd), sj ∈ N, j = 1, d, поставимо у
вiдповiднiсть множину

ρ(s) =
{

k = (k1, ..., kd) : 2sj−1 ≤ |kj | < 2sj , kj ∈ Z \ {0}, j = 1, d
}
.

Для n ∈ N покладемо

Qn =
⋃
‖s‖1≤n

ρ(s), ∆Qn = Qn\Qn−1

i
Nn = {s = (s1, ..., sd), n− 1 < ‖s‖1 ≤ n, n ≥ d},

де ‖s‖1 = s1 + ...+ sd. Вiдмiтимо, що |∆Qn| � 2nnd−1.
Через SQn(f, ·) позначимо "схiдчасту" гiперболiчну суму

Фур’є функцiї f ∈ L1(πd) виду

SQn(f, ·) =
∑
‖s‖1≤n

δs(f, ·).

В прийнятих позначеннях має мiсце наступне твердження.

Теорема 1. [32]. Нехай 1 < p < q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) =
ω(t1 · . . . · td), де ω ∈ Φα,l, α > 1

p −
1
q , l ∈ N. Тодi має мiсце

спiввiдношення

sup
f∈BΩ

p,θ

‖f(·)− SQn(f, ·)‖q � ω(2−n)2
n( 1
p
− 1
q

)
n

(d−1)( 1
q
− 1
θ

)+ ,

де a+ = max{a, 0}.
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Лема 2. Нехай f ∈ Lp(πd), 1 < p <∞. Тодi

‖
∑

s

δs(f, ·)‖p �

(∑
s

‖δs(f, ·)‖p
∗
p

) 1
p∗

, (3)

де p∗ = min{2, p}.

Нерiвнiсть (3) є наслiдком теореми Лiттлвуда–Пелi (див., на-
приклад, теорему А зi вступу роботи [33]).

Нехай G ⊂ Zd. Тодi через T (G) позначимо множину тригоно-
метричних полiномiв t виду

T (G) = {t : t̂(k) = 0, якщо k∈G}.

Для 1 ≤ q ≤ ∞ покладемо

T (G)q = {t ∈ T (G) : ‖t‖q ≤ 1}.

Лема 3. [21]. Нехай 1 < p ≤ 2 ≤ q <∞. Тодi має мiсце спiввiд-
ношення

εM (T (Qn)p, Lq)�
{
C(p, q) |Qn|M−1 (ln(|Qn|M−1))2, 2M ≤ |Qn|,
C(p, q) 2−M/|Qn|, 2M ≥ |Qn|.

Зауваження 1. Згiдно з наслiдком теореми Лiттлвуда-Пелi
(див., наприклад, [33, c. 7]) будемо мати ‖SQn(f, ·)‖q ≤
C(q) ‖f(·)‖q, 1 < q < ∞, i тому в лемi 2.2 можна вважати,
що елементи вiдповiдної ε–сiтки також належать T (Qn).

Попередньо вiдмiтимо, що при доведеннi отриманих результа-
тiв нами використовувались i розвивались методи, якi застосову-
вались в роботах [20, 21, 24, 25, 29] при дослiдженнi вiдповiдних
питань на класах W r

p,α, H
r
p i Br

p,θ перiодичних функцiй багатьох
змiнних.
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3. Основнi результати

Має мiсце наступне твердження.

Теорема 4. Нехай 1 ≤ q < ∞, 2 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞, Ω(t) =
ω(t1 · . . . · td), де ω ∈ Φα,l, α > 1, l ∈ N. Тодi для будь-яких
M,n ∈ N таких, що M � 2nnd−1, має мiсце спiввiдношення

εM (BΩ
p,θ, Lq)� ω(2−n)n

(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+ . (4)

Доведення. Оскiльки BΩ
p,θ ⊂ BΩ

2,θ, 2 < p < ∞, та ‖ · ‖q ≤ ‖ · ‖2,
1 < q ≤ 2, то оцiнку (4) достатньо отримати для випадку p = 2 i
2 < q <∞.

Отже, нехай f ∈ BΩ
2,θ, 1 ≤ θ < 2. Враховуючи спiввiдношення

(3) та вiдому нерiвнiсть [34, с. 43](∑
k

|ak|m2

)1/m2

≤

(∑
k

|ak|m1

)1/m1

, 1 ≤ m1 ≤ m2 <∞,

можемо записати∥∥∥ ∑
s∈Nn

δs(f, ·)
∥∥∥

2
�

( ∑
s∈Nn

‖δs(f, ·)‖22

) 1
2

≤

≤

( ∑
s∈Nn

‖δs(f, ·)‖θ2

) 1
θ

=

=

( ∑
s∈Nn

ω−θ(2−‖s‖1) ‖δs(f, ·)‖θ2 ωθ(2−‖s‖1)

) 1
θ

�

� ω(2−n) · ‖f‖BΩ
2,θ
≤ ω(2−n). (5)

Перейдемо до розгляду випадку 2 ≤ θ < ∞. Скориставшись
оцiнкою (3) та нерiвнiстю Гельдера з показником θ

2 , будемо мати

∥∥∥ ∑
s∈Nn

δs(f, ·)
∥∥∥

2
�

( ∑
s∈Nn

‖δs(f, ·)‖22

) 1
2

≤
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≤

( ∑
s∈Nn

ω−θ(2−‖s‖1) ‖δs(f, ·)‖θ2

) 1
θ

·

( ∑
s∈Nn

ω
2θ
θ−2 (2−‖s‖1)

) θ−2
2θ

�

� ‖f‖BΩ
2,θ

( ∑
s∈Nn

ω
2θ
θ−2 (2−‖s‖1)

) θ−2
2θ

� ω(2−n)n(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
. (6)

Нарештi, нехай θ = ∞. Тодi, приймаючи до уваги спiввiдно-
шення (2) (оскiльки ‖As(f, ·)‖q0 � ‖δs(f, ·)‖q0 , при 1 < q0 < ∞)
та скориставшись оцiнкою (3), отримаємо

∥∥∥ ∑
s∈Nn

δs(f, ·)
∥∥∥

2
�

( ∑
s∈Nn

‖δs(f, ·)‖22

) 1
2

�

�

( ∑
s∈Nn

ω2(2−‖s‖1)

) 1
2

� ω(2−n)n
d−1

2 . (7)

Таким чином, для f ∈ BΩ
2,θ, 1 ≤ θ ≤ ∞, згiдно з (5)–(7),

можемо записати∥∥∥ ∑
s∈Nn

δs(f, ·)
∥∥∥

2
� ω(2−n)n

(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+ . (8)

Далi, за заданим M пiдберемо m ∈ N таким, щоб викону-
вались нерiвностi |Qm−1| < M ≤ |Qm|. Тодi, враховуючи, що
|Qm−1| � |Qm| � 2mmd−1, будемо мати M � 2mmd−1.

Покладемо δ = 1
2 min{(α− 1), 1} та

Mn =

{
Cδ ·M · 2−

1
2

(m−n), якщо n < m,

Cδ · M · 2−δ(n−m), якщо n ≥ m,

де Cδ > 0 пiдiбрано так, що

∞∑
n=1

Mn ≤M.
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Покажемо, що така стала Cδ iснує. Дiйсно

∞∑
n=1

Mn = Cδ

m−1∑
n=1

M · 2−
1
2

(m−n) + Cδ

∞∑
n=m

M · 2−δ(n−m) ≤

≤ Cδ2−
m
2 2

m
2 ·M + Cδ ·M �M.

Позначимо Mn = [Mn], де [a] — цiла частина числа a. Тодi
Mn = 0, якщо Cδ ·M · 2−δ(n−m) < 1, тобто при n > m1 = m +
δ−1 logCδ ·M .

Покладемо

S4Qn(BΩ
2,θ) =

{
g : g(x) =

∑
k∈4Qn

f̂(k)ei(k,x), f ∈ BΩ
2,θ

}
i

‖S4Qn(BΩ
2,θ)‖q = sup

g∈S4Qn (BΩ
2,θ)

‖g(·)‖q. (9)

В прийнятих позначеннях можемо записати

εM (BΩ
2,θ, Lq) ≤

∑
n≤m1

εMn(S4Qn(BΩ
2,θ), Lq)+

+
∑
n>m1

‖S4Qn(BΩ
2,θ)‖q = I1 + I2. (10)

Оцiнимо спочатку доданок I2. Для f ∈ BΩ
2,θ, згiдно з теоре-

мою 1, будемо мати

‖S4Qn(f, ·)‖q = ‖SQn(f, ·)− SQn−1(f, ·) + f(·)− f(·)‖q ≤

≤ ‖f(·)− SQn(f, ·)‖q + ‖f(·)− SQn−1(f, ·)‖q �

� ω(2−n)2
n
(

1
2
− 1
q

)
n

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+ .

Таким чином, згiдно з (9), має мiсце оцiнка

‖S4Qn(BΩ
2,θ)‖q � ω(2−n)2

n
(

1
2
− 1
q

)
n

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+ . (11)
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Далi, скориставшись (11), знаходимо

I2 =
∑
n>m1

‖S4Qn(BΩ
2,θ)‖q �

∑
n>m1

ω(2−n)2
n
(

1
2
− 1
q

)
n

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+ =

=
∑
n>m1

ω(2−n)

2−αn
2
−n
(
α− 1

2
+ 1
q

)
n

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+ = I3.

Для подальших мiркувань нам знадобиться допомiжне твер-
дження, яке ми сформулюємо у виглядi леми.

Лема 5. Для заданих чисел m ∈ N, σ > 0, β ∈ R, має мiсце
порядкова рiвнiсть ∑

n≥m
2−nσnβ � 2−mσmβ.

Доведення.

∑
n≥m

nβ

2nσ
=

mβ

2mσ

∑
n≥m

2−(n−m)σ
( n
m

)β
=

mβ

2mσ

∑
n≥m

an.

Далi

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2−(n+1−m)σ ·
(
n+1
m

)β
2−(n−m)σ ·

(
n
m

)β =

= lim
n→∞

2−(n+1)σ ·
(
n+ 1

)β
2−nσ · nβ

= lim
n→∞

2−σ ·
(

1 +
1

n

)β
= 2−σ < 1.

Отже, згiдно з ознакою д’Аламбера ряд
∑
n≥m

an є збiжний i,

як наслiдок, ∑
n≥m

2−nσnβ � 2−mσmβ.

Лему доведено.
Далi, враховуючи, що

ω(2−n)

2−αn
� ω(2−m1)

2−αm1
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при n > m1 та скориставшись лемою 5, будемо мати

I3 �
ω(2−m1)

2−αm1

∑
n>m1

2
−n
(
α− 1

2
+ 1
q

)
n

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+ �

� ω(2−m1)

2−αm1
2−m1(α−1)m

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+

1 =

= ω(2−m1)2m1m
(d−1)

(
1
q
− 1
θ

)
+

1 = I4.

Щоб продовжити оцiнку I4, розглянемо два випадки.
I. Нехай α ≥ 2. В такому випадку δ = 1

2 i, вiдповiдно, m1 =

m + log
(
CδM

)2
,M � 2mmd−1. Тодi, продовживши оцiнку I4,

отримаємо

I4 � ω(2−m)
2−m1α

2mα
2m1m

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+

1 ≤

ω(2−m)
2−(m+log(CδM)2)α

2mα
2m+log(CδM)2

(m+log(CδM)2)(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+ =

= ω(2−m)
(m+ log(CδM)2)(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+

2m(2α−1)2(α−1) log(CδM)2 �

� ω(2−m)m(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+ . (12)

II. Нехай тепер 1 < α < 2. Тодi δ = 1
2(α − 1) i, вiдповiдно,

m1 = m+ log(CδM)
2

α−1 , де M � 2mmd−1. Продовжимо оцiнку
I4, будемо мати

I4 � ω(2−m)
2−m1α

2mα
2m1m

(d−1)
(

1
q
− 1
θ

)
+

1 ≤

≤ ω(2−m)
2−(m+log(CδM)

2
α−1 )α

2mα
2m+log(CδM)

2
α−1×

×(m+ log(CδM)
2

α−1 )(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+ =
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= ω(2−m)
(m+ log(CδM)

2
α−1 )

(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+

2m(2α−1)2(α−1) log(CδM)
2

α−1

�

� ω(2−m)m
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ . (13)

Отже, враховуючи спiввiдношення (12) та (13), можемо запи-
сати

I2 � ω(2−m)m
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ . (14)

Перш нiж перейти до оцiнки величини I1, представимо її у
виглядi суми двох доданкiв

I1 =
∑
n≤m

εMn(S4Qn(BΩ
2,θ), Lq) +

∑
m<n≤m1

εMn(S4Qn(BΩ
2,θ), Lq).

(15)
Для оцiнки першого доданка скористаємося спiввiдношенням

(8) та лемою 3, отримаємо∑
n≤m

εMn(S4Qn(BΩ
2,θ), Lq)�

�
∑
n≤m

ω(2−n)n
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ · εMn(T (Qn)2, Lq)�

�
∑
n≤m

ω(2−n)n
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ · 2−CδM 2−

1
2 (m−n)|Qn|−1

= I5.

Далi, приймаючи до уваги спiввiдношення |Qn| � 2n nd−1 та
M � 2mmd−1, легко переконатися, що

I5 � ω(2−m) m
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ . (16)

Щоб оцiнити другий доданок правої частини (15), також ско-
ристаємось спiввiдношенням (8) та лемою 3. Виконавши ряд пе-
ретворень, отримаємо∑

m<n≤m1

εMn(S4Qn(BΩ
2,θ), Lq)�
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�
∑

m<n≤m1

ω(2−n)n
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+M−12δ(n−m)|Qn| ln2(|Qn|M−12δ(n−m))

� ω(2−m)m
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ . (17)

Таким чином, з врахуванням (15) – (17), будемо мати

I1 � ω(2−m)m
(d−1)

(
1
2
− 1
θ

)
+ . (18)

Нарештi, пiдставляючи (14) та (18) в (10), отримаємо шукану
оцiнку величини εM (BΩ

2,θ, Lq):

εM (BΩ
2,θ, Lq)� ω(2−m)m

(d−1)
(

1
2
− 1
θ

)
+ .

Теорему доведено.

Зауваження 2. У випадку Ω(t) =
d∏
j=1

trj i вiдповiдних обмежен-

нях на параметр r результат теореми (для класiв Br
p,θ, 1 ≤ θ <

∞ та Br
p,∞ = Hr

p) встановлений в [29] та [21] вiдповiдно.
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