
Збiрник праць Iн-ту математики НАН України 2017, т. 14, № 3, 240–252

УДК 517.95

А. О. Лопушанський, Г. П. Лопушанська

Прикарпатський нацiональний унiверситет iменi Василя
Стефаника, Iвано-Франкiвськ, Львiвський нацiональний
унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв;
alopushanskyj@gmail.com, lhp@ukr.net

Визначення правої частини рiвняння
дифузiї з дробовими похiдними

We study the inverse Cauchy problem to a time-space fractional di-
ffusion equation. This problem is to find a time-dependent continuous
part of a source and the Cauchy problem’s solution, classical in time
with values in Bessel potentials spaces.

Дослiджено обернену задачу Кошi для рiвняння дифузiї з дро-
бовими похiдними. Це задача визначення залежної вiд часу не-
перервної компоненти правої частини рiвняння i розв’язку задачi
Кошi, класичного за часом зi значеннями в просторах беселевих
потенцiалiв.

1. Вступ

Елiптичнi й параболiчнi крайовi задачi з узагальненими фун-
кцiями у правих частинах активно вивчаються (див. [1–8] та бi-
блiографiю), зокрема, в [6] побудована теорiя елiптичних, а в [5]
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– параболiчних крайових задач у гiльбертових шкалах просто-
рiв Хермандера-Волєвiча-Панеяха [8, 9] (у гiльбертовому випад-
ку простори Хермандера та Волєвiча-Панеяха збiгаються), до-
ведено теореми про пiдвищену регулярнiсть розв’язку у таких
просторах. Вiдомо розширення класiв даних, за яких задачi до-
пускають регулярнi в областi розв’язки (див., наприклад, [2, c.
137–148], [10]).

Умови класичної розв’язностi крайових задач для рiвняння

Dβ
t u(x, t)− a2∆u(x, t) = F (x, t), a2 = const > 0

з регуляризованою похiдною дробового порядку β ∈ (0, 1) одер-
жанi в [11 – 13]. Фундаментальнi розв’язки рiвнянь вiдiграють
важливу роль у вивченнi задачi Кошi та крайових задач у кла-
сах гладких та узагальнених функцiй. Деякi зображення, оцiнки
та iншi властивостi фундаментальних розв’язкiв рiвнянь iз дро-
бовими похiдними за часом та функцiй Грiна задач Кошi для
таких рiвнянь одержанi в [10], [14–23] та iнших працях. Викори-
стовуючи властивостi функцiї Грiна [17, 18], автор [24] одержав
iснування i єдинiсть розв’язку u задачi Кошi

Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u = F0(x, t), a2 = const > 0,

u(x, 0) = F1(x), x ∈ Rn, t ∈ (0, T ]

у класах

Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
(β ∈ (0, 1), α > β, α 6= β, s ∈ R, p > 1)

функцiй зi значеннями в просторах беселевих потенцiалiв [9], не-
перервних за часом разом iз Dβ

t u, (−∆)α/2u. Тут (−∆)α/2 визна-
чено за допомогою перетворення Фур’є:

F [(−∆)α/2ψ] = |ξ|αF [ψ].

У цiй роботi вивчаємо обернену задачу Кошi визначення за-
лежної вiд часу неперервної компоненти правої частини такого
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рiвняння при iнших заданих у правих частинах функцiях iз про-
сторiв беселевих потенцiалiв. Зауважимо, що оберненим задачам
визначення правих частин рiвнянь при регулярних даних при-
свячено найбiльше праць (див. [25, 26] та бiблiографiю), зокре-
ма, у [27 – 29] у випадку рiвняння дифузiї з дробовою похiдною
за часом використана iнтегральна умова перевизначення, уза-
гальнення якої пропонуємо у цiй працi.

Робота складається з чотирьох пунктiв. Пунктом 1 є вступ.
У пунктi 2 введено позначення та означення, якi використовую-
ться в роботi. У пунктi 3 одержано основний результат роботи.
Заключний пункт 4 мiстить висновки до роботи.

2. Основнi позначення та означення

Надалi вважаємо, що Q = Rn × (0, T ], S(Rn) – простiр швидко
спадаючих на безмежностi нескiнченно диференцiйовних функ-
цiй [30], S′(Rn) – простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв
(узагальнених функцiй) на S(Rn).

Нагадаємо, що регуляризована похiдна дробового порядку
β ∈ (0, 1) визначається формулою

Dβ
t v(x, t) =

1

Γ(1− β)

[ ∂
∂t

t∫
0

v(x, τ)

(t− τ)β
dτ − v(x, 0)

tβ

]
.

Позначаємо через f∗g згортку функцiй f та g, через
F = Fx→ξ — оператор перетворення Фур’є за просторовими змiн-
ними x ∈ Rn, для s ∈ R, p > 1

Hs,p(Rn) =
{
v ∈ S′(Rn) :

‖v‖s,p =
∥∥F−1[(1 + |ξ|2)

s
2F [v]

]∥∥
Lp(Rn) < +∞

}
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– простiр беселевих потенцiалiв [9], [32, c. 79],

C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
=

=
{
v : ‖v‖C([0,T ];Hs,p(Rn)) = max

t∈[0,T ]
‖v(·, t)‖Hs,p(Rn) < +∞

}
– простiр неперервних функцiй v : [0, T ] 3 t 7−→ v(·, t) ∈ Hs,p(Rn),

Cb
(
(0, T ];Hs,p(Rn)

)
=

=
{
v : ‖v‖Cb((0,T ];Hs,p(Rn)) = sup

t∈(0,T ]
‖v(·, t)‖Hs,p(Rn) < +∞

}
,

Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
=

=
{
v ∈ C

(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
: Dβ

t v,∆v ∈ Cb
(
(0, T ];Hs,p(Rn)

)}
з нормою

‖v‖Cα,β([0,T ];Hs,p(Rn)) = max
{
‖v‖C([0,T ];Hs+α,p(Rn)),

‖(−∆)α/2v‖Cb((0,T ];Hs,p(Rn)), ‖D
β
t v‖Cb((0,T ];Hs,p(Rn))

}
,

Cα,β(Q̄) =
{
v ∈ C(Q̄) : (−∆)α/2v,Dβ

t v ∈ C(Q)
}
.

Вивчаємо задачу

Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u = F0(x)g(t), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn, (2)

(u(·, t), ϕ0(·)) = Φ(t), t ∈ [0, T ], (3)

яка полягає у знаходженнi пари функцiй (u, g): узагальненого
розв’язку u задачi Кошi (1), (2), класичного за часом iз значен-
нями в просторах беселевих потенцiалiв, та g ∈ C[0, T ] за дода-
ткової умови – умови перевизначення (3).
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Тут i далi (v, ϕ0) – скалярний добуток в L2(Rn) елементiв
v ∈ Hs,p(Rn) i ϕ0 ∈ H−s,p

′
(Rn), де 1

p + 1
p′ = 1 (простiр Hs,p(Rn)

можна ототожнити зi спряженим до H−s,p
′
(Rn) в сенсi такого

скалярного добутку [32, c. 80]).

Припущення:
(A) β ∈ (0, 1], α > β, θ ∈ (0, 1), 1 < p < 1

1−βθ , s ∈ R,
F0 ∈ Hs+αθ,p(Rn), F1 ∈ Hs+α,p(Rn);

(B) Φ, DβΦ ∈ C[0, T ], ϕ0 ∈ H−s,p
′
(Rn), (F0, ϕ0) 6= 0.

Означення 1. Пара

(u, g) ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
× C[0, T ],

що задовольняє рiвняння (1) i умови (2), (3), називається розв’яз-
ком задачi (1)–(3).

Iз (2) та (3) випливає умова погодження даних задачi

(F1, ϕ0) = Φ(0). (4)

3. Розв’язок задачi

Означення 2. Вектор-функцiєю Грiна задачi (1), (2) назива-
ється така вектор-функцiя

(
G0(x, t), G1(x, t)

)
, що при достатньо

регулярних Fj , j = 0, 1 (обмежених, неперервних, якi задоволь-
няють умову Гельдера) функцiя

u(x, t) =

t∫
0

g(τ)dτ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)F0(y)g(τ)dy+

+

∫
Rn

G1(x− y, t)F1(y)dy, (x, t) ∈ Q
(5)

є класичним (iз Cα,β(Q̄)) розв’язком цiєї задачi.
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Нехай

(Lv)(x, t) = Dβ
t v(x, t) + a2(−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ Q.

З означення вектор-функцiї Грiна випливає, що

G1(x, t) =

t∫
0

f1−β(τ)G0(x, t− τ)dτ, (x, t) ∈ Q,

L((gF0) ∗G0)(x, t) = F0(x)g(t), (x, t) ∈ Q
L(F1 ∗G1)(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q.

Iснування вектор-функцiї Грiна, однозначна розв’язнiсть за-
дачi (1), (2) у просторах типу D′ i Cα,β ([0, T ];Hs,p(Rn)) випливає
вiдповiдно з результатiв [18,31] та [24].

Теорема 1 ( [24]). За припущення (A) iснує єдиний розв’язок
u ∈ Cα,β ([0, T ];Hs,p(Rn)) задачi (1), (2). Вiн визначений форму-
лою

u(x, t) =
(
F0(x)g(t)

)
∗G0(x, t)+

+F1(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ Q̄
(6)

i правильна нерiвнiсть

‖u‖Cα,β([0,T ];Hs,p(Rn)) ≤
≤ b0‖g‖C[0,T ]‖F0‖Hs+αθ,p(Rn) + b1‖F1‖Hs+α,p(Rn)

(7)

iз додатними сталими b0, b1.

Переходимо до дослiдження розв’язностi оберненої задачi.
З рiвняння (1) та умови (3) одержуємо

DβΦ(t) + a2
(
(−∆)α/2u(·, t), ϕ0(·)

)
=

= g(t)(F0, ϕ0), t ∈ [0, T ].

Нехай
ru(t) = a2

(
(−∆)α/2u(·, t), ϕ0(·)

)
.
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Враховуючи припущення (B), з попередньої тотожностi зна-
ходимо функцiю

g(t) = gu(t) =
DβΦ(t)− ru(t)

(F0, ϕ0)
, t ∈ [0, T ]. (8)

Лема 1. За припущення (B) для всiх

s ∈ R, p > 1, u ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
визначена формулою (8) функцiя gu неперервна на [0, T ] i пра-
вильна оцiнка

|gu(t)| ≤
C1

∥∥u∥∥
C
(
[0,T ];Hs+α,p(Rn)

) + C2

|(F0, ϕ0)|
, t ∈ [0, T ],

де C1 = C1(ϕ0) = const > 0, C2 = ‖DβΦ‖C[0,T ].

Доведення. Для всiх t ∈ [0, T ] маємо

a2
∣∣((−∆)α/2u(·, t), ϕ0(·)

)∣∣ ≤
≤ a2‖(−∆)α/2u(·, t)‖Hs,p(Rn) ‖ϕ0‖H−s,p′ (Rn) =

= a2
∥∥∥F−1[|ξ|α(1 + |ξ|2)

s
2F [u(·, t)]

]∥∥∥
Lp(Rn)

∥∥ϕ0

∥∥
H−s,p′ (Rn) ≤

≤ C3

∥∥u(·, t)
∥∥
Hs+α,p(Rn)

∥∥ϕ0

∥∥
H−s,p′ (Rn) =

= C1

∥∥u(·, t)
∥∥
Hs+α,p(Rn), C3 = const > 0,

а тодi одержуємо

|ru(t)| ≤ C1

∥∥u∥∥
C
(
[0,T ];Hs+α,p(Rn)

) ∀t ∈ [0, T ].

Теорема 2. За припущень (A), (B) i (4) iснує єдиний розв’язок

(u, g) ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
× C[0, T ]
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задачi (2)–(3): u визначена формулою

u(x, t) = v0(x, t)+

+

t∫
0

F0(·) ∗G0(·, t− τ)
DβΦ(τ)− r(τ)

(F0, ϕ0)
dτ, (x, t) ∈ Q,

(9)

g(t) =
DβΦ(t)− r(t)

(F0, ϕ0)
, t ∈ [0, T ], (10)

де

v0(x, t) = F1(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ Q,

r(t) – розв’язок рiвняння

r(t) +

t∫
0

K(t, τ)r(τ)dτ = R(t), t ∈ [0, T ] (11)

з iнтегровним ядром

K(t, τ) =
a2
(
(−∆)α/2

(
F0(·) ∗G0(·, t− τ)

)
, ϕ0(·)

)
(F0, ϕ0)

,

R(t) = a2
(
(−∆)α/2v0(·, t), ϕ0(·)

)
+

+

t∫
0

K(t, τ)DβΦ(τ)dτ, t ∈ [0, T ].

Доведення. Пiдставляючи функцiю (10), неперервну за лемою
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1, у (6) замiсть g(t), одержуємо (9). Тодi(
(−∆)α/2u(x, t), ϕ0(x)

)
=

=
(
(−∆)α/2v0(x, t), ϕ0(x)

)
+

+

t∫
0

(
(−∆)α/2

(
F0(·) ∗G0(·, t− τ)

)
, ϕ0(x)

)
×

×
[
DβΦ(τ)− r(τ)

]
(F0, ϕ0)

dτ,

тобто

r(t) = −
t∫

0

K(t, τ)r(τ)dτ +R(t), t ∈ [0, T ].

Одержали лiнiйне iнтегральне рiвняння Вольтерри другого
роду (11) вiдносно невiдомої r(t). Враховуючи теорему 1 i ле-
му 1, одержуємо, що функцiя R ∈ C[0, T ] i ядро K(t, τ) iнте-
гровне. Тому iснує єдиний неперервний розв’язок r(t) рiвняння
(11). Маючи r(t), знаходимо g ∈ C[0, T ] за формулою (10) та
u ∈ Cα,β

(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
за формулою (9).

Якщо (u1, g1), (u2, g2) – два розв’язки задачi (1)–(3), то при
u = u1 − u2, g = g1 − g2 маємо задачу

(Lu)(x, t) = g(t)F0(x), (x, t) ∈ Q,
u(x, 0) = 0, x ∈ R,

(u(·, t), ϕ0(·)) = 0, t ∈ [0, T ].

Як вище, знаходимо

g(t) = − r(t)

(F0, ϕ0)
, t ∈ [0, T ], (12)

u(x, t) = − 1

(F0, ϕ0)

t∫
0

F0(·) ∗G0(·, t− τ)r(τ)dτ, (13)
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де r(t) – розв’язок лiнiйного однорiдного iнтегрального рiвняння

r(t) = −
t∫

0

K(t, τ)r(τ)dτ, t ∈ [0, T ].

За єдинiстю розв’язку цього рiвняння r(t) = 0, t ∈ [0, T ]. Тодi
g(t) = 0, t ∈ [0, T ] (за формулою (12)) та u = 0 в Q̄ (згiдно з
(13)).

4. Висновки

Доведено iснування та єдинiсть розв’язку оберненої задачi Кошi
для рiвняння дифузiї з дробовими похiдними: розв’язку зада-
чi Кошi, класичного за часовою змiнною t зi значеннями в усiй
шкалi просторiв беселевих потенцiалiв, i невiдомої, залежної вiд
часу, неперервної компоненти правої частини рiвняння.
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