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Про апроксимацiю функцiй
класу NBV [a, b]

We prove that each function from NBV [a, b] is a uniform limit of
step functions of the same class, such that their marginal steps may
degenerate into points and their variations are collectively bounded.
In particular this yields linear span of Dirac δ-measures to be
sequentially dense in the space of Radon measures on [a, b] in w∗-
topology.

Доведено, що кожна функцiя зNBV [a, b] є рiвномiрною границею
послiдовностi схiдчастих функцiй того ж класу, крайнi сходинки
яких можуть вироджуватись у точки, а варiацiї функцiй обмеженi
в сукупностi. Зокрема, iз цього випливає, що лiнiйна оболонка δ-
мiр Дiрака секвенцiально щiльна у просторi мiр Радона на [a, b]
в w∗-топологiї.
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1. Вступ i формулювання теорем

Кожний обмежений лiнiйний функцiонал l на комплексному ба-
наховому просторi C[a, b] допускає згiдно з теоремою Ф. Рiсса [1]
аналiтичне представлення

l(x) =

b∫
a

x(t)dg(t), (1)

де g — деяка функцiя обмеженої варiацiї на вiдрiзку [a, b], а iн-
теграл розумiється як iнтеграл Рiмана-Стiлтьєса. Правильне i
обернене твердження, для кожної функцiї g ∈ BV [a, b] iнтеграл
в (1) задає деякий лiнiйний неперервний функцiонал на просторi
C[a, b]. Iнтеграл в правiй частинi (1) можна також розглядати,
як iнтеграл Лебега-Стiлтьєса функцiї x(·) по мiрi Радона dg. При
цьому вiдповiднiсть мiж функцiоналами l ∈ C∗[a, b] та мiрами
dg ∈M [a, b] є iзометричним iзоморфiзмом, якщо покласти

‖l‖ = var |dg|.

Разом з тим, вiдображення l 7→ g не є однозначним. Рiзним фун-
кцiям iз BV [a, b] може вiдповiдати одна мiра dg i функцiонал l.
Цю неоднозначнiсть можна усунути, якщо звузити клас функцiй
BV [a, b], наклавши на функцiї додатковi умови нормування.

Позначимо через NBV [a, b] пiдклас функцiй з BV [a, b], якi

а) неперервнi злiва на iнтервалi (a, b);

б) перетворюються на нуль в точцi a.

Цей клас функцiй утворює комплексний банахiв простiр вiдносно
норми

‖g‖NBV [a,b] = Var g.

Цей простiр є несепарабельним, нерефлексивним та iзометрично
iзоморфним простору комплексних мiр Радона M [a, b]. Найпро-
стiшими серед цих мiр є δ-мiри Дiрака з одноточковими носiя-
ми. Таким мiрам вiдповiдає в NBV [a, b] сiм’я характеристичних
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функцiй
{
χ(c,b](t) : c ∈ [a, b]

}
. Позначимо через S[a, b] їх компле-

ксну лiнiйну оболонку. Вона не є щiльною в банаховому просторi
NBV [a, b] в топологiї, iндукованiй нормою. Разом з тим, вiдомо
(див., наприклад, [2]), що множина S[a, b] щiльна в NBV [a, b] в
w∗-топологiї. Ця топологiя не задовольняє першу аксiому злiчен-
ностi. Тому звiдси не випливає, що множина S[a, b] є секвенцiаль-
но щiльною.

Основним результатом цiєї роботи є наступне твердження.

Теорема 1. Для кожної функцiї f ∈ NBV [a, b] iснує послiдов-
нiсть схiдчастих функцiй {fn : n ≥ 1} ⊂ S[a, b] така, що

i) послiдовнiсть {fn : n ≥ 1} рiвномiрно на [a, b] збiгається до
функцiї f ;

ii) повнi варiацiї функцiй fn рiвномiрно по n ∈ N обмеженi.

Зауваження. Припущення, що крайнi сходинки функцiй fn мо-
жуть вироджуватись в точки, є iстотним. Простi приклади по-
казують, що його не можна вiдкинути, замiнивши клас S[a, b] на
клас кусково-сталих на [a, b] функцiй.

З теореми 1 та першої теореми Геллi [3, 4] випливає, що спра-
ведлива

Теорема 2. Множина функцiй S[a, b] є секвенцiально щiльною
в просторi NBV [a, b] в w∗-топологiї.

Вiдмiтимо, що теореми 1 i 2 мають змiстовнi застосування в
теорiї лiнiйних крайових задач для систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь. Вони будуть наведенi в iншiй роботi.

2. Доведення

Оскiльки кожна функцiя з NBV [a, b] є лiнiйною комбiнацiєю
двох дiйсних функцiй того ж класу, а кожна дiйсна функцiя з
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NBV [a, b] може бути представлена у виглядi рiзницi двох моно-
тонних [4], то, не зменшуючи загальностi, можна зразу вважати,
що функцiя f ∈ NBV [a, b] є дiйсною i неспадною на [a, b]. Нам
знадобляться два допомiжних твердження.

Лема 1. Для кожної неспадної функцiї f ∈ NBV [a, b]
⋂
C[a, b]

iснує послiдовнiсть неспадних функцiй fn ∈ S[a, b], яка задоволь-
няє умови i) та ii) теореми 1.

Доведення леми 1. Визначимо по функцiї f 6≡ 0 послiдовнiсть
розбиттiв вiдрiзка [a, b]. Розбиття з номером n ∈ N складається
з n точок {tn,k, 1 ≤ k ≤ n}, де

tn,k := min

{
t ∈ [a, b] : f(tn,k) = f(b)

k

n+ 1

}
.

Зi зроблених припущень випливає, що таке визначення є коре-
ктним.

Пов’яжемо з n-им розбиттям вiдрiзка неспадну функцiю fn ∈
S[a, b], поклавши:

fn(t) :=


0, t ∈ [a, tn,1]

f(b) k
n+1 , t ∈ (tn,k, tn,k+1], k ≤ n− 1

f(b) n
n+1 , t ∈ (tn,n, b]

Тодi
∀n ∈ N Var fn = fn(b)− fn(a) < f(b).

Крiм того,

∀n ∈ N ∀t ∈ [a, b] |f(t)− fn(t)| ≤
f(b)

n+ 1
.

Лему 1 доведено.

Лема 2. Для кожної неспадної функцiї стрибкiв f ∈ NBV [a, b]
iснує послiдовнiсть неспадних функцiй стрибкiв fn ∈ S[a, b], яка
задовольняє умови i) та ii) теореми 1.
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Доведення леми 2. З умов леми випливає, що функцiя f до-
пускає представлення

f(t) =
∑
tk<t

hk,

де {tk, k ≤ m ≤ ∞} — скiнченна або злiченна послiдовнiсть точок
розриву функцiї f , hk > 0 — величина стрибка функцiї f в точцi
tk, а

m≤∞∑
k=1

hk <∞.

Якщо m ∈ N, то можна покласти fn ≡ f , n ∈ N. Нехай тепер
m =∞. Покладемо

fn(t) =
∑

k≤n,tk<t

hk, n ∈ N.

Тодi

0 < f(t)− fn(t) ≤
∞∑
k=n

hk → 0, n→∞.

Звiдси випливає умова i) теореми 1. Умова ii) випливає з нерiв-
ностей

0 ≤ fn(t) < f(t) ≤ f(b).

Лему 2 доведено.

Твердження теореми 1 випливає з лем 1 та 2, оскiльки кожна
монотонна на вiдрiзку функцiя може бути представлена у вигля-
дi суми неперервної та функцiї стрибкiв, див., наприклад, [4].
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