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Оператори Штурма –Лiувiлля
з комплексними сингулярними
коефiцiєнтами

We consider on the finite interval the Sturm–Liouville differential
expression

l(y) = −(py′)′ + qy + i((ry)′ + ry′)

with coefficients satisfying conditions: q = Q′, 1
/√
|p|, Q

/√
|p|,

r
/√
|p| ∈ L2, where the derivative of function Q is understood in

the sense of distributions. Corresponding operators are correctly defi-
ned as quasi-differential. Conditions for the minimal operator to be
symmetric are obtained and all its self-adjoint, maximal dissipati-
ve and maximal accumulative extensions are described in terms of
boundary conditions.
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На скiнченному iнтервалi розглядається диференцiальний вираз
Штурма–Лiувiлля

l(y) = −(py′)′ + qy + i((ry)′ + ry′)

коефiцiєнти якого задовольняють умови: q = Q′, 1
/√
|p|,

Q
/√
|p|, r

/√
|p| ∈ L2, де похiдна функцiї Q розумiється в сенсi

узагальнених функцiй. Вiдповiднi оператори коректно визначено
як квазiдиференцiальнi. Знайдено умови симетричностi мiнiмаль-
ного оператора, описано всi його самоспряженi, максимальнi ди-
сипативнi та максимальнi акумулятивнi розширення в термiнах
крайових умов.

1. Вступ

Оператори, пов’язанi з виразом Штурма–Лiувiлля

l(y) = −(py′)′ + qy, (1)

виникають в багатьох задачах аналiзу i їм присвяченi численнi
публiкацiї, див., наприклад, [1] та наведенi там посилання.

При цьому класичними умовами на коефiцiєнти є

q ∈ C ([a, b];R) , 0 < p ∈ C1 ([a, b];R) .

Основнi положення цiєї теорiї залишаються в силi i при бiльш
загальних припущеннях

q, 1/p ∈ L1 ([a, b],C) .

Проте часто виникає потреба вивчати оператори у випадку,
коли потенцiал q є мiрою Радона або навiть узагальненою фун-
кцiєю. При цьому виникає проблема коректного означення тако-
го оператора.
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В роботах [2, 4] (див. також [5]) запропоновано пiдхiд, що до-
зволяє коректно означити диференцiальний вираз (1) при насту-
пних умовах на коефiцiєнти

q = Q′, 1/p, Q/p, Q2/p ∈ L1 ([a, b];C) ,

де похiдну Q′ розумiють в сенсi узагальнених функцiй. Цей
пiдхiд спирається на теорiю квазiдиференцiальних операторiв
Шина-Цеттла [6, 7] и дозволяє також дослiджувати диферен-
цiальнi оператори високого порядку [3, 4].

Метою даної роботи є поширення цього пiдходу на бiльш за-
гальний випадок повного виразу Штурма–Лiувiлля

l(y) = −(py′)′ + qy + i((ry)′ + ry′), (2)

коефiцiєнти якого задовольняють умови:

q = Q′,
1√
|p|
,
Q√
|p|
,

r√
|p|
∈ L2 ([a, b];C) . (3)

2. Квазiдиференцiальнi вирази

Наведемо деякi елементи теорiї загальних квазiдиференцiальних
за Шином–Цеттлом виразiв та операторiв.

Нехай m ∈ N i задано скiнченний iнтервал [a, b]. Матрицею
Шина-Цеттла порядку m на iнтервалi [a, b] називається квадра-
тна матриця A розмiру m × m, елементами якої є комплексно-
значнi функцiї (ak,s) такi, що

1) ak,s = 0 майже скрiзь на [a, b], s > k + 1;
2) ak,s ∈ L1 ([a, b],C) , ak,k+1 6= 0 майже скрiзь на [a, b],

k = 1, 2, . . . ,m, s = 1, 2, . . . , k + 1.
(4)

Вона визначає квазiпохiднi функцiї y(t) ∈ Dom(A) порядкiв
k ≤ m наступним рекурентним чином:

D[0]y := y,
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D[k]y := a−1k,k+1(t)

(
(D[k−1]y)′ −

k∑
s=1

ak,s(t)D
[s−1]y

)
,

k = 1, 2, . . . ,m− 1,

D[m]y := (D[m−1]y)′ −
m∑
s=1

am,s(t)D
[s−1]y.

Область визначення квазiпохiдних Dom(A) є пiдмножиною
AC([a, b],C), а саме:

Dom(A) :=
{
y
∣∣∣D[k]y ∈ AC([a, b],C), k = 0,m− 1

}
.

Звiдси випливає, що D[m]y ∈ L1([a, b],C).
Квазiдиференцiальний вираз l(y) порядку m, що вiдповiдає

матрицi Шина–Цеттла A, визначається наступним чином:

l(y) := imD[m]y.

3. Регуляризацiя диференцiального виразу
квазiпохiдними

Аналогiчно роботi [8] введемо по коефiцiєнтах виразу (2) квазi-
похiднi наступним чином:

D[0]y := y,

D[1]y := py′ − (Q+ ir)y

D[2]y := (D[1]y)′ +
Q− ir
p

D[1]y +
Q2 + r2

p
y

Позначимо також

ŷ(t) =
(
D[0]y(t), D[1]y(t)

)
∈ C2.

В припущеннях (3) цi вирази задовольняють умови (4) i є
квазiпохiдними Шина–Цеттла. Також можна перевiрити, що
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для гладких коефiцiєнтiв p, Q та r справедлива рiвнiсть
l(y) = −D[2]y.

Це означає, що можна коректно визначити вираз (2) при умо-
вах (3) як квазiдиференцiальний вираз Шина–Цеттла:

l[y] = −D[2]y.

Вiдповiдна матриця Шина–Цеттла має вигляд

A =


Q+ir
p

1
p

−Q2+r2

p −Q−ir
p

 ∈ L1([a, b];C2×2). (5)

Квазiдиференцiальний вираз l породжує в гiльбертовому про-
сторi L2([a, b];C) (див. [6, 7]) максимальний квазiдиференцiаль-
ний оператор

L1 : y → l[y],

Dom(L1) =
{
y
∣∣∣y,D[1]y ∈ AC([a, b];C), D[2]y ∈ L2([a, b];C)

}
.

Мiнiмальний квазiдиференцiальний оператор визначається як
звуження оператора L1 на лiнiйний многовид

Dom(L0) := {y ∈ Dom(L1) |ŷ(a) = ŷ(b) = 0} .

З результатiв [6, 7] для загальних квазiдиференцiальних опе-
раторiв Шина–Цеттла та формули (5) випливає

Теорема 1. Оператори L0 i L1 замкненi та щiльно визначенi
в просторi L2([a, b];C).

Тодi i лише тодi, коли p, Q та r є дiйснозначними, оператор
L0 є симетричним з iндексом дефекту (2, 2) i

L∗0 = L1.
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Доведення. Вiдмiтимо лише, що дiйснозначнiсть p, Q та r
рiвносильна тому, що матриця Шина-Цеттла A, задана форму-
лою (5), задовольняє умовi A = −Λ−12 ATΛ2, де AT — комплексно
спряжена до транспонованої матрицi A, i

Λ2 :=

(
0 −1
1 0

)
.

Тому твердження теореми випливають з [6, Th. 10, Th. 11]. �

4. Граничнi трiйки та розширення мiнi-
мального оператора

Всюди далi ми будемо вважати, що функцiї p, Q та r дiйснi i,
вiдповiдно, оператор L0 є симетричним з iндексом дефекту (2, 2).
Отже, можна поставити питання про опис рiзних класiв його роз-
ширень, зокрема, самоспряжених, в термiнах граничних трiйок.

Теорiя граничних трiйок заснована на роботах Рофе-Бекетова
[9] i Кочубея [10], див. також монографiю [11] i наведену там
бiблiографiю.

Нагадаємо

Означення 1. Нехай T — абстрактний замкнений щiльно ви-
значений симетричний оператор в гiльбертовому просторi H з
рiвними скiнченними або нескiнченними дефектними числами.
Трiйка (H,Γ1,Γ2), де H — допомiжний гiльбертiв простiр, а Γ1,
Γ2 — лiнiйнi вiдображення з Dom(L∗) в H, називається грани-
чною трiйкою або простором граничних значень симетричного
оператора T , якшо

1. для будь-яких f, g ∈ Dom (T ∗),

(T ∗f, g)H − (f, T ∗g)H = (Γ1f,Γ2g)H − (Γ2f,Γ1g)H ,

2. для будь-яких f1, f2 ∈ H iснує вектор f ∈ Dom (T ∗) такий,
що Γ1f = f1, Γ2f = f2.
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З означення граничної трiйки випливає, що f ∈ Dom (T ) тодi
i лише тодi, коли Γ1f = Γ2f = 0. Для довiльного симетричного
оператора T з iндексом дефекту (n, n) (n ≤ ∞) iснує гранична
трiйка (H,Γ1,Γ2) с dimH = n. Вона не єдина.

Для мiнiмального квазiдиференцiального оператора L0 явний
вигляд граничної трiйки дає

Теорема 2. Трiйка (C2,Γ[1],Γ[2]) де Γ[1], Γ[2] — лiнiйнi вiдобра-
ження

Γ[1]y :=
(
D[1]y(a),−D[1]y(b)

)
, Γ[2]y := (y(a), y(b)) , (6)

є граничною трiйкою оператора L0.

Доведення. Твердження теореми 2 випливає з теореми 1
та [4, Lemma 4.4], оскiльки результат, встановлений там, спра-
ведливий для довiльних формально самоспряжених квазiдифе-
ренцiальних виразiв Шина–Цеттла. �

Нагадаємо, що щiльно заданий лiнiйний оператор T в ком-
плексному гiльбертовому просторiH називається дисипативним
(акумулятивним), якщо Im (Tf, f)H ≥ 0(≤ 0), f ∈ Dom(T )
i максимальним дисипативним (максимальним акумулятив-
ним) якщо, крiм того, у оператора T немає нетривiальних ди-
сипативних (акумулятивних) розширень в просторi H.

Зокрема, кожний симетричний оператор є одночасно дисипа-
тивним i акумулятивним, а самоспряжений – максимальним ди-
сипативним та максимальним акумулятивним. Тому, якщо мiнi-
мальний оператор L0 є симетричним, то змiстовним є питання
опису його максимальних дисипативних та максимальних аку-
мулятивних розширень.

Позначимо через LK звуження оператора L1 на множину фун-
кцiй y(t) ∈ Dom(L1), якi задовольняють крайову умову канонi-
чного вигляду

(K − I) Γ[1]y + i (K + I) Γ[2]y = 0. (7)
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Аналогiчно позначимо через LK звуження оператора L1 на
множину функцiй y(t) ∈ Dom(L1), якi задовольняють крайову
умову канонiчного вигляду

(K − I) Γ[1]y − i (K + I) Γ[2]y = 0. (8)

Теорема 2 разом з [11, Th. 1.6] приводять до наступного опису
всiх максимальних дисипативних, максимальних дисипативних
та самоспряжених розширень.

Теорема 3. Кожне LK , де K – оператор стиску в просторi C2,
є максимально дисипативним розширенням оператора L0. Ана-
логiчно, кожне LK , де K – оператор стиску в просторi C2, є
максимально акумулятивним розширенням оператора L0. Нав-
паки, для кожного максимального дисипативного (акумулятив-
ного) розширення L̃ оператора L0 знайдеться оператор стиску
K такий, що L̃ = LK (L̃ = LK). Розширення LK та LK є само-
спряженими тодi i лише тодi, коли K — унiтарна матриця в
C2. Всi цi вiдповiдностi мiж матрицями {K} i розширеннями
{L̃} бiєктивнi.

5. Розширення з роздiленими крайовими
умовами

Окремо видiлимо розширення, заданi роздiленими крайовими
умовами.

Означення 2. Крайовi умови, що визначають оператор L ⊂
L1 називаються роздiленими, якщо для довiльних функцiй y ∈
Dom(L) i g, h ∈ Dom(L1),

g, h ∈ Dom(L) якщо ga = ya, gb = 0, ha = 0, hb = yb,

де через fa позначено росток неперервної функцiї f в точцi a.
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Теорема 4. Крайовi умови (7), (8), що визначають розширення
LK та LK оператора L0, є роздiленими тодi i лише тодi, коли
матриця K має дiагональний вигляд

K =

(
Ka 0
0 Kb

)
,

де Ka,Kb ∈ C. Максимальна дисипативнiсть розширення LK
та максимальна акумулятивнiсть розширення LK при цьому
еквiвалентнi тому, що |Ka| ≤ 1, |Kb| ≤ 1, а самоспряженiсть —
тому, що |Ka| = |Kb| = 1.

Доведення. Враховуючи теорему 2, твердження теореми 4
випливає з [4, Th. 6.1]. �

6. Узагальненi резольвенти

Нагадаємо

Означення 3. Узагальненою резольвентою замкненого симе-
тричного оператора T називається операторна функцiя Rλ
комплексного параметра λ ∈ C\R, яка допускає представлення
вигляду

Rλf = P+
(
L+ − λI+

)−1
f, f ∈ H,

де L+ – деяке самоспряжене розширення оператора T з вихо-
дом, взагалi кажучи, в бiльш широкий, нiж H, простiр H+,
I+ – одиничний оператор в H+, P+ – оператор ортогонального
проектування H+ на H.

Операторна функцiя Rλ (Imλ 6= 0) є узагальненою резоль-
вентою симетричного оператора T тодi i тiльки тодi, коли

(Rλf, g)H =

∫ +∞

−∞

d (Fµf, g)

µ− λ
, f, g ∈ H,

де Fµ – узагальнена спектральна функцiя оператора T . Це озна-
чає, що операторна функцiя Fµ має наступнi властивостi [12]:
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10. при µ2 > µ1 рiзниця Fµ2 − Fµ1 є обмеженим невiд’ємним
оператором;

20. Fµ+ = Fµ при всiх дiйсних µ;
30. при будь-якому x ∈ H,

lim
µ→−∞

||Fµx||H = 0, lim
µ→+∞

||Fµx− x||H = 0.

Параметричний внутрiшнiй опис всiх узагальнених резоль-
вент оператора L0 дає

Теорема 5. 1) Нехай λ – комплексне число, Imλ < 0. Тодi ко-
жна узагальнена резольвента оператора L0 задається форму-
лою Rλh = y, де y – розв’язок вiдповiдної крайової задачi вигляду

l(y) = λy + h,

(K(λ)− I) Γ[1]f + i (K(λ) + I) Γ[2]f = 0.

Тут h(x) ∈ L2 ([a, b],C) i K(λ) – регулярна в нижнiй пiвплощинi
операторна функцiя в просторi C2 така, що ||K(λ)|| ≤ 1.

2) Для λ таких, що Imλ > 0 кожна узагальнена резольвента
оператора L0 задається формулою Rλh = y, де y – розв’язок
вiдповiдної крайової задачi вигляду

l(y) = λy + h,

(K(λ)− I) Γ1f − i (K(λ) + I) Γ2f = 0.

Тут h(x) ∈ L2 ([a, b],C) i K(λ) – регулярна в верхнiй пiвплощинi
операторна функцiя в просторi C2 така, що ||K(λ)|| ≤ 1.

Ця параметризацiя узагальнених резольвент операторними
функцiями K є бiєктивною.

Доведення. Враховуючи теорему 2, твердження теореми 5
випливає з [4, Th. 7.1]. �
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