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Вступ
Процеси з лише одним виходом, що перебу-

вають під управлінням однієї керуючої дії, кла-
сифікуються як системи з одним входом і одним 
виходом (SISO — Single-Input Single-Output). 
Утім багато процесів не відповідають такій прос-
тій конфігурації управління. В обробній промис-
ловості, наприклад, будь-який функціональний 
блок виробництва або переробки продукту не 
може бути керований за допомогою тільки одно-
го контуру управління. Кожний функціональний 
блок, як правило, потрібно контролювати принай-
мні за двома змінними, наприклад продуктивніс-
тю і якістю продукції. Тому здебільшого існують 
не менш як два контури управління. Системи з 
більш ніж одним контуром управління відомі як 
системи з кількома входами і кількома виходами 
(MIMO — Multi-Input Multi-Output), або багатови-
мірні системи.

У загальному випадку кожний вхід системи 
впливає на кожний її вихід. Тому для того, щоб 
кілька контурів управління успішно функціону-
вали, кожний контур має «знати», що роблять 
інші. В іншому випадку при спробі досягнення 
своїх відповідних цілей контури можуть протиді-
яти один одному. Це явище відоме як перехресні 
зв’язки [1].

Якщо перехресні зв’язки не буде враховано при 
розробці системи управління, вони можуть при-
звести до нестабільності системи.

Мета цієї статті — спробувати аналітично 
показати, чому перехресні контури управління 
небажані.

Розглядається простий підхід до боротьби з пе- 
рехресними зв’язками: визначення найбільш 
домінантних пар входів — керованих виходів 
для управління багатовимірними системами та 
створення систем керування з домінантними 
зв’язками.

Аналіз багатовимірних систем
Доступність методів проектування системи 

управління залежить від наявності лінійних моде-
лей системи, оскільки результуюча схема управ-
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ління має точно відповідати динаміці процесу. 
Тому багатовимірна система спочатку моделюєть-
ся або аналітично, за допомогою системи дифе-
ренціальних рівнянь, що описують її поведінку, 
або емпірично — застосуванням даних, отрима-
них експериментально, тобто йдеться про побу-
дову моделі структури процесу, або моделювання 
чорного ящика.

Вочевидь, відповідність отриманої стратегії 
управління залежить від точності моделі. У ви-
падках, коли характеристики системи досить 
добре відомі, найчастіше застосовується перший 
підхід. Прикладом може бути аерокосмічна про-
мисловість, де літаки, космічні кораблі або ракетні 
системи можна адекватно змоделювати за допомо-
гою рівнянь їхнього руху. У таких випадках моде-
лі подаються переважно у вигляді простору станів  
[2; 4]. В обробній промисловості, де є високий 
ступінь невизначеності поведінки процесу, часто 
використовують для моделювання підхід чорно-
го ящика. Адже для цілей проектування систем 
управління тієї передавальної функції, яку вда-
ється отримати за допомогою останнього підхо-
ду, майже завжди достатньо. Окрім того, існує 
відповідність між моделями простору станів та 
передавальними функціями. З огляду на це буде-
мо розглядати лише передавальні функції багато-
вимірних процесів при розробці та аналізі систем 
управління.

Зазначимо, що високовимірні системи можна 
розкласти для спрощення на множину підсистем 
виміру (2 × 2), тому будемо розглядати тільки 
процес (2 × 2) із двома входами і двома виходами.  
Візьмемо дві загальні (2 × 2) моделі входів-виходів 
багатовимірних систем, відомі як P- і V-канонічні 
подання (рис. 1) [1].

Різницю між цими двома формами легко по-
бачити з рис. 1: у P-канонічній структурі пере-
хресні зв’язки розглядаються як прямі, тоді як 
у V-канонічній структурі — як зворотні зв’яз- 
ки.

Усередині блоків структурних схем позначено 
передавальні функції, що визначають зв’язки між 
відповідними парами входу-виходу [1].

Розглянуто можливість застосування масиву відносних коефіцієнтів підсилення для аналізу багатовимірних 
систем та побудови систем управління з домінантними зв'язками.

Ключові слова: багатовимірні системи; відносні коефіцієнти підсилення; матриця передавальних функцій; канонічне 
подання.
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Р-канонічне подання
Зв’язок виходів зі входами набирає вигляду

                             (1)

                             (2)

де уі — виходи системи; uі — керовані входи. 
Співвідношення (1) і (2) можуть бути виражені 

більш компактно в матрично-векторних позначеннях:
Y = Gp U,                                     (3)

де

 

V-канонічне подання
Це подання багатовимірних систем має такий 

математичний опис:

                          (4)

                          (5)

або в матрично-векторній нотації:

                          (6)

де 

Зв’язок між P- та V- поданнями
Очевидно, що коли система може бути змоде-

льована з використанням як P-, так і V- структу-
ри, передавальні функції обох структур мають 
бути зв’язані між собою. Матриця передавальних 
функцій Gр Р-канонічної форми пов’язана з мат-
рицями передавальних функцій V-канонічної 
форми такою залежністю:

                          (7)
З огляду на існування двох наведених форм мо-

делі процесу постає питання про те, яке подання 
більш корисне. Не існує жорстких правил здій-
снення остаточного вибору. І все ж доводиться 
брати до уваги такі вимоги:

а) має бути змога експериментально визначати 
параметри моделі;

б) модель має відповідати процесу і водночас 
бути достатньо загальною, щоб охоплювати інші 
подібні процеси;

в) модель має надавати відповідну інформацію 
для проектування систем управління;

г) модель має бути проста.

Розглянемо спершу V-канонічне подання. Діс-
тати елементи матриць передавальних функцій   
і  поданням одиничної функції на вхід розімкне-
ної системи неможливо, оскільки зміна одного вхо-
ду буде впливати не тільки на всі виходи, а й на вхо-
ди також. І все ж передавальні функції, зв’язані з 
V-канонічною структурою, можуть бути отримані 
за допомогою методів чисельної ідентифікації [1].

Процеси, як правило, залежать від зовнішніх 
чинників, таких як зміни навколишнього середо-
вища або умов експлуатації. Для врахування цих 
ефектів збурення навантаження також мають бути 
включені в модель. Рівняння V-канонічної моделі 
можуть бути розширені таким чином:

  
                  (8)

де  — вектор збурень.

Включивши збурення навантаження в P-кано- 
нічне подання, дістанемо:

Y = Gp U + GdV.                               (9)
Зауважимо, що в цьому разі кожну пару вхід-

вихід визначено однозначно. Таким чином, пере-
давальні функції матриць Gp і Gd у P-канонічній 
структурі можуть бути безпосередньо визначені 
з експериментів при розімкненій системі.

Додаткова перевага Р-канонічного подання по-
лягає в тому, що модель спостережувана і керова-
на. Іншими словами, виходи можуть бути виміря-
ні і входи підлягають контролю.

Отже, P-канонічна модель прийнятніша, тому 
будемо використовувати саме її при багатофактор-
ному аналізі систем та синтезі систем управління.

Постановка проблеми зв’язності
Розглянемо два незалежні процеси першого по-

рядку без запізнення, кожний із яких керується 
пропорційним регулятором. Характеристичні рів-
няння двох контурів набирають вигляду [1]

1 + Kp1G11 = 0 i 1 + Kp2G22 = 0.              (10)
Оскільки системи першого порядку при про-

порційному управлінні завжди стійкі, то обидва 
контури залишатимуться стійкими незалежно від 
значення коефіцієнта підсилення регулятора.

Тепер припустимо, що контури  взаємодіють 
і динаміка взаємодії описується передавальними 
функціями G12 і G21 (див. рис. 1, а). За допомогою 
алгебраїчних перетворень можна показати, що 
стійкість такої системи визначається характерис-
тичним рівнянням

(1 + Kp1G11)(1 + Kp2G22) – G12 Kp2G21Kp1 = 0.  (11)
Це рівняння показує, що система буде стійка 

тільки для діапазону значень коефіцієнтів підси-
лення пропорційних регуляторів. Таким чином, 
взаємодія контурів може призвести до нестійкої 
роботи, якщо її не буде взято до уваги при проек-
туванні системи управління.

Рис. 1. Моделі входів-виходів систем (2 × 2): 
Р-канонічна (а) і V-канонічна (б) форми
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Проблему, що стосується зв’язності контурів 
управління можна сформулювати формально [8]:

Якщо стійкий стан або динамічне підсилення 
заданої регульованої змінної змінюється у від-
повідь на зміну в заданій керуючій змінній, коли 
інші (початково розімкнені) контури замкнені, то 
в системі існує зв’язність.

Якщо регулятор контуру був налаштований 
уручну, то налаштування буде неправильне, коли 
всі інші контури будуть налаштовані автоматично 
через їхній вплив на коефіцієнт підсилення цьо-
го конкретного контуру управління. Залежно від 
ступеня взаємодії це призведе до втрати стійкості 
або принаймні до погіршення характеристик пе-
рехідного процесу.

Проблему зв’язності контурів може бути розв’я-
зано завдяки правильному вибору пар входу- 
виходу, таких що вплив зв’язності буде зведено до 
мінімуму.

Для розглянутої системи (2 × 2) це досить про-
сто. Наприклад, якщо u1 у парі з y2, то іншою па-
рою, очевидно, є u2 з y1. Якщо ці пари не забезпе-
чують необхідної продуктивності, то наступною 
комбінацією явно є u1 з y1 і y2 з u2.

Системи більшої розмірності дають більшу 
кількість можливих комбінацій пар входу-виходу 
для управління. Наприклад, система розмірності 
(n × n) має до n! можливих пар входу-виходу. Тому 
важливо мати змогу кількісно оцінити ступінь 
взаємодії контурів управління. Ця інформація по-
тім може бути використана для побудови схеми 
управління з мінімальною зв’язністю. Одна з та-
ких методик — це техніка аналізу відносних кое-
фіцієнтів підсилення.

Масив відносних коефіцієнтів підсилення
Методика відносних коефіцієнтів підсилення 

використовується не тільки як цінний інструмент 
добору пар змінних управління, вона також слугує 
для прогнозування поведінки керованих реакцій 
[3; 9]. Аналіз будується навколо отримання маси-
ву відносних коефіцієнтів підсилення (МВКП, 
RGA — Relative Gain Array).

Для оцінювання концепції відносних коефіці-
єнтів підсилення побудуємо МВКП для системи, 
поданої (2 × 2) Р-канонічною формою.

Нехай Kij буде коефіцієнтом підсилення відпо-
відної передавальної функції Gij. Якщо при по-
стійному ui стрибкоподібна зміна входу uj на ∆uj 
призводить до зміни на ∆yi виходу yi, то коефіцієнт 
підсилення між uj і yi визначається за формулою:

                     (12)

Встановимо тепер константою уj, замкнувши 
контур між yj і ui. Тоді стрибкоподібна зміна входу 
uj на ∆uj  призведе до іншої зміни виходу yi. Кое-
фіцієнт підсилення за цієї сукупності умов визна-
чається так:

                     (13)

Хоча знайдені коефіцієнти підсилення зв’язу- 
ють ту саму пару змінних, вони можуть мати різні 
значення, бо були отримані за різних умов.

Якщо існує зв’язність, то зміна yi від зміни uj 
для цих двох випадків будуть різні. Відношення

                             (14)

де λij — безрозмірна величина, визначає відносний 
коефіцієнт підсилення між виходом уi і входом uj 
та відразу дає таку інформацію:

а) якщо λij = 0, то зміна uj не впливає на yi 
і, отже, цей коефіцієнт не повинен використовува-
тися для управління yi;

б) якщо λij = 1, то це означає, що 

і  мають ті самі значення. 

Таким чином, за визначенням, коефіцієнт під-
силення між виходом yi і входом uj не залежить 
від контуру між yj і ui, тобто зв’язності немає.

Матриця елементів λij утворює МВКП. Для сис-
теми (n × n) вона має вигляд:

                    (15)

Елементи МВКП мають такі властивості:
а) сума елементів кожного стовпця дорівнює

одиниці: ;

б) сума елементів кожного рядка дорівнює оди-

ниці: .

Описаний спосіб побудови МВКП базується на 
даних, отриманих під час експериментальних 
вимірів. Також можливе аналітичне визначення 
МВКП. Можна показати, що для системи розмір-
ністю (n × n) із матрицею K коефіцієнтів підсилен-
ня матриця МВКП може бути обчислена як

                               (16)
де  — оператор, що позначає поелементне мно-
ження елементів матриць.

При побудові МВКП можливі такі випадки (для 
системи (2 × 2):

1. Якщо λ11 = 0, то МВКП має діагональ із нулів 
і одиничні недіагональні елементи. Це вказує на 
те, що управління системою може бути досягнуто 
тільки через утворення пар y1 з u2 і y2 з u1. Резуль-
туюча система управління при цьому незв’язна.

2. Якщо λ11 = 1, то система складається з неза-
лежних контурів y1 – u1 і у2 – u2. При цьому u1 не 
може бути використаний для управління y2, а u2 
не може бути використаний для управління y1.
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частотні методи, які також мають на меті досягти 
мінімальної взаємодії між контурами управління 
[4–7]. Хоча методи, в основу яких покладено ана-
ліз відносних коефіцієнтів підсилення, зводяться 
переважно до дослідження статичних характерис-
тик, вони все ж досить популярні через інтуїтив-
ний характер відповідних підходів.

* * *
Сфера застосування багатовимірного управлін-

ня дуже широка, і ця стаття, природно, не охоплює 
всіх аспектів цієї теми. Це лише спроба привернути 
увагу до проблем, які стосуються взаємозв’язаних 
контурів управління, та наголосити на корисності 
застосування порівняно простого методу розв’я-
зання цих проблем — побудови системи управлін-
ня з домінантними зв’язками за допомогою аналі-
зу відносних коефіцієнтів підсилення.
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3. Якщо λ11= 0,5, то обидва керованих входи впли-
вають на обидва виходи однаково. Це відображає 
найгірший випадок — незалежно від того, які пари 
використовуються, ступінь зв’язності буде однаковий.

4. Якщо 0 < λ11 < 0,5, то діагональні елементи 
МВКП менші за 0,5, а недіагональні елементи — 
більші. Більші елементи вказують на придатніші 
пари входу-виходу, а саме: y1 з u2 і у2 з u1.

5. Якщо 0,5 < λ11 < 1, то маємо випадок, проти-
лежний випадку 4: найбільш придатними парами 
будуть y2 з u2 і у1 з u1.

6. Якщо λ11 > 1, то недіагональні елементи 
МВКП будуть від’ємні. Це означає, що зміна y1 від 
зміни u1 зменшується, якщо контур між y2 і u2 зам-
кнений. Іншими словами, контрольований пере-
хідний процес стримується впливом іншого конту-
ру. Чим більший відносний коефіцієнт підсилення 
одиниці, тим вищий цей ефект. Тому зазначені 
пари входів-виходів потребують використання ве-
ликих коефіцієнтів підсилення регуляторів. Аль-
тернативні пари y1 з u2 і у2 з u1 не можуть бути вико-
ристані, оскільки відповідні відносні коефіцієнти 
підсилення від’ємні. Це означає, що результуюча 
взаємодія контурів буде відводити контрольовані 
виходи в напрямі, протилежному щодо того, яко-
го намагається досягнути управління. Через це 
управління зрештою втрачається.

Наведені випадки разом із відповідними прави-
лами вибору пар входу-виходу не охоплюють усіх 
можливих. Строгий аналіз має включати розгляд 
систем, де кількість входів відрізняється від кіль-
кості виходів, або систем із наявними збуреннями.

Знаки коефіцієнтів підсилення моделі процесу 
— також важливі фактори в аналізі МВКП. 

Утім усе ж можна сформулювати загальне пра-
вило для вибору контурів управління: контури 
управління повинні містити пари входів-виходів, 
які мають додатні відносні коефіцієнти підсилен-
ня зі значеннями, якомога ближчими до одиниці.

Використовуючи відносні коефіцієнти підси-
лення для визначення найкращих пар входу-ви-
ходу для багатовимірного управління, дістаємо 
так звану стратегію управління домінуючої вза-
ємодії. Відомі й інші методи, що спираються, на-
приклад, на декомпозицію годографа системи, або 
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