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Введение
Опишем процессы в информационно-телекоммуникационных системах при помощи теории динами-

ческих игр.
Задача принятия решения о наиболее эффективном управляющем воздействии в теории информации 

формулируется таким образом: зная целевое состояние объекта управления, на основе его информаци-
онной модели определить такие входные параметры, которые с учетом предыстории и текущего состо-
яния объекта управления, а также воздействия среды с максимальной эффективностью переведут его  
в целевое состояние, характеризуемое исходными параметрами.

Рассмотрим упрощенную ситуацию: информация о функционировании телекоммуникационной сети 
и двух ее компонентов поступает в систему управления. В результате обработки информации, поступа-
ющей в систему управления от объектов (элементов) управления, формируется обобщенная информа-
ционная модель состояния сети телекоммуникаций, на основе которой принимаются решения разного 
уровня и выполняются необходимые процедуры управления.

Процесс функционирования сети в каждый момент времени t характеризуется вектором переменных 
состояний {x1(t), x2(t), …, xn(t)}. Указанные переменные состояний являются случайными величинами 
со своими законами распределения Р(хi). Управление сетью — процесс приведения переменных состоя-
ния сети за заданное время из начального состояния в установленное. Например, хi — промежуток вре-
мени доставки информации между двумя узлами сети. Качество функционирования сети характеризу-
ется средней задержкой сообщений, которая определяется средним значением задержки на всех узлах.

Каждую совокупность значений параметров информационной сети можно рассматривать как неко-
торое состояние сети. Попытаемся описать систему управления сетью при помощи модели динамиче-
ской игры [2].

Вспомогательные результаты
В [4] была введена матричная обобщенная функция Миттаг–Леффлера

где ρ > 0, а B — это произвольная квадратная матрица порядка n.
Следует отметить, что функция Eρ,µ(B) обобщает матричную экспоненту, поскольку

Матричная обобщенная функция Миттаг–Леффлера играет важную роль при изучении линейных 
систем дробного порядка.

Регуляризованная дробная производная Капуто порядка α, 0 < α < 1, определяется так:

Рассмотрим следующую систему дробного порядка в смысле Капуто:

                                                                             (1)

с начальными условиями
.                                                                                            (2)
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Здесь z ∈ R n; A — n × n матрица; — измеримая почти всюду ограниченная функция.
Следующая лемма [2] предоставляет аналитическое решение задачи Коши (1), (2).
лемма 2. Решение задачи типа Коши (1), (2) имеет вид

                                                     
(3)

при условии, что интеграл в правой части сходится.

Системы дробного порядка с импульсным воздействием
Рассмотрим последовательность , такую что 
Пусть динамика системы дробного порядка α, 0 < α < 1, в смысле Капуто описывается системой урав-

нений

  
                                                             (4)

с начальными условиями
z (t0) = z0.                                                                                            (5)

Предположим также, что в моменты τk, k = 1, 2, 3, ... справедливы следующие равенства:

                                                                                    (6)

где Bk — квадратные матрицы порядка n; ak ∈ R n; 

Для t∈ (τi, τi+1] введем матричные функции Zj (t):

Будем полагать, что B0 = 0.
Можно показать, что Z0(t) является решением следующей задачи Коши для матричного однородного 

уравнения:

Теорема 1. Траектория системы, описываемой на интервалах (τk, τk + 1] уравнением (4) с начальным 
условием (5) и удовлетворяющей равенствам (6) в моменты t = τk, имеет вид

 
                          (7)

Доказательство. Легко видеть, что матричные функции Zj (t)  удовлетворяют следующим рекур- 
рентным соотношениям:

где t ∈ (τi, τi + 1].
Воспользовавшись этими соотношениями, можно получить представление (7) из формулы (3) мето-

дом математической индукции.

Метод разрешающих функций для дифференциальных игр дробного порядка 
с импульсным воздействием

Рассмотрим следующую динамическую игру.
Пусть динамика системы описывается уравнениями

  

                                                        (8)

где управления игроков u(τ), u : R+ → U, и v(τ), v : R+ → V, являются измеримыми функциями времени, 
принимающими значения из непустых компактов соответственно U и V.
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Кроме системы (8) задано цилиндрическое терминальное множество M*, т. е. узел, куда необходимо 
направить информационный поток вида

M* = M0+ M,                                                                                        (9)
где M0 — линейное подпространство в R n; M — непустой компакт из ортогонального дополнения 
L к M0 в R n.

Цель системы управления — направить первый информационный поток в соответствующий узел 
сети, несмотря на помехи второго потока.

Цели первого u и второго v игроков противоположны. Первый пытается вывести траекторию систе-
мы (8) на терминальное множество в кратчайшее время, в то время как второй старается максимально 
оттянуть момент выхода траектории на множество M* или вообще избежать этого.

Примем сторону первого игрока и будем полагать, что оппонент выбирает в качестве своего управ-
ления произвольную измеримую функцию со значениями в V. Предположим также, что первый игрок 
выбирает свое управление в каждый момент t, располагая информацией о начальном положении z0 
и текущем значении v(t):

                                                                          (10)
Таким образом, u(t) представляет собой контруправление Н. Н. Красовского [12].
Если игроками выбраны допустимые управления u(τ), v(τ), то, согласно теореме 1, решение задачи 

типа Коши (8) дано формулой

  
                                     (11)

где

Обозначим π оператор ортогонального проектирования из R n на L. Пусть , .
Рассмотрим многозначные отображения

условие 1 (Понтрягина). Многозначное отображение  принимает непустые значения для всех 
t0 ≤ τ < t.

Учитывая свойства матричных функций Миттаг–Леффлера и Zj(t), можно заключить, что для любо-
го фиксированного t > t0  отображение  измеримо по τ на интервале [t0, t] и замкнутозначно по 
v, v ∈ V. В таком случае [13] отображение  является замкнутозначным и измеримым по τ ∈ [t0, t].

Из условия Понтрягина и теоремы об измеримом выборе [13] следует, что для любого t ≥ t0 существует 
по крайней мере один селектор γ(t, τ), измеримый по τ и такой, что γ(t, τ) ∈  , t0 ≤ τ < t. Согласно сде-
ланным предположениям, γ(t, τ) суммируем по τ, τ ∈ [t0, t], для любого t > t0. Зафиксируем некоторый 
селектор γ(t, τ) и введем функцию

Рассмотрим многозначное отображение  и его опор-

ную функцию в направлении +1:  Эту функцию принято

называть разрешающей [12]. В силу условия Понтрягина, многозначное отображение  зам-
кнуто и непустозначно.

Необходимо отметить, что если  и, следовательно,  для всех 
t0 ≤ τ < t и .

Принимая во внимание свойства параметров системы (8), (9) и применяя теоремы о характери-
зации и обратном образе [13], можно показать, что многозначное отображение  является 
L × B-измеримым [10; 13] по τ, v, τ ∈ [t0, t], . Если , то разрешающая функция ρ(t, τ, v)  
также является L × B-измеримой по τ, v, в силу теоремы об опорной функции [13].

Обозначим

 

                                                                   (12)
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Если для некоторого t ≥ t0 имеет место , то будем полагать, что функция  измерима 
по τ, τ ∈ [t0, t]. В противном случае определим множество T следующим образом:

где ΩV обозначает множество всех измеримых функций, принимающих значения в V.
Поскольку функция ρ(t, τ,  v) L × B-измерима по τ,  v, то она суперпозиционно измерима [10; 13]. 

Если , то ρ(t, τ, v) = + ∞ для τ ∈ [t0, t] и в этом случае естественно положить значение интеграла 
в фигурных скобках равным + ∞. Тогда неравенство в (12) выполнено автоматически.

Пусть T ∈ T ≠ ∅.
условие 2. Отображение  выпуклозначно для всех τ ∈ [t0, T], .
Теорема 2. Пусть для игровой задачи (8), (9) выполнено условие Понтрягина, а множество M вы-

пукло. Если существует конечное число T, T ∈ T ≠ ∅, такое что выполнено условие 2, то траектория 
системы (8) может быть выведена на терминальное множество (9) из начального положения z0 в момент 
T при помощи управления вида (10).

Доказательство. Пусть v(τ), v : [t0, T] → V, — произвольная измеримая функция. Рассмотрим внача-

ле случай, когда . Обозначим  и положим

Поскольку ρ(T) ≥ 1 в силу (17) и условие 2 выполнено, то функция ρ*(T, τ), 0 ≤ ρ*(T, τ) ≤ ρ(T, τ, v), 

τ ∈ [t0, T], , является измеримым селектором многозначного отображения , , т. е. 

ρ*(T, τ) ∈  , τ ∈ [t0, T], .
Рассмотрим многозначное отображение

                                        (13)

Поскольку функция ρ*(T, τ) измерима в силу сделанных предположений, M ∈ K(R n), а функция ξ(T)
ограничена, то, следовательно, отображение  измеримо по τ. Кроме того, левая часть 
включения в (13) является L × B-измеримой по (τ, v) и непрерывной по u. Следовательно, отображение 
U(τ, v) является L × B-измеримым. Таким образом, в силу теоремы об измеримом выборе, оно содер-
жит L × B-измеримый селектор u(τ, v), который, в свою очередь, является суперпозиционно измеримой 

функцией. Положим управление первого игрока равным 
В случае, если ξ(T) ∈ M(T), будем формировать управление первого игрока следующим образом. По-

ложим ρ*(T, τ) ≡ 0 в (13) и обозначим U0(τ, v) многозначное отображение, полученное таким образом из 
U(τ, v). Выберем управление первого игрока в виде , где u0(τ, v) — измеримый 
селектор отображения U0(τ, v).

Покажем, что в каждом из рассмотренных случаев траектория системы (8) попадает на терминальное 
множество в момент T.

Согласно (11), имеем

 

                                          (14)

Рассмотрим случай . Прибавим и вычтем из левой части выражения (14) вектор

  
                                                                                      (15)

Принимая во внимание закон выбора управления первым игроком, получаем из (14) следующее 
включение:

Поскольку M — выпуклое компактное множество, ρ*(T, τ) — неотрицательная функция 

и , то, следовательно,  откуда получаем, что 

Предположим теперь, что ξ(T) ∈ M. Прибавляя и вычитая вектор (15) из правой части (14) и прини-
мая во внимание правило выбора управления первым игроком, получаем 
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Выводы
Внедрение новых технологий, возрастание объема услуг — все это приводит к соответствующему уве-

личению объема информации управления, которая циркулирует в сети и может быть источником ее 
значительной загрузки. Таким образом, решение задачи минимизации объемов информации управле-
ния приобретает большое значение. Случай двух информационных потоков в дальнейшем планируется 
расширить на n и смоделировать соответствующие процессы.
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В. В. Онищенко
ДИНАМІЧНІ СИСТЕМИ З ДРОБОВОЮ ДИНАМІКОЮ ТА ІМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ

Розглянуто ігрову задачу зближення з термінальною множиною для динамічної системи, описуваної дифференціальними рів-
няннями з дробовими похідними, яка зазнає впливу імпульсів у фіксовані моменти часу. За допомогою методу розв’язувальних 
функцій виведено достатні умови зближення з термінальною множиною за скінченний час.

Ключові слова: дробова похідна; ігрова задача; многозначне відображення; імпульс; функція Міттаг–Леффлера; телекомуні-
каційна мережа; передавання даних; моделювання.

V. V. Onyshchenko
dynamiCal systEms With fRaCtional dynamiCs and impulsE impaCt

In the article game-theoretical problem of approaching a terminal set is considered for dynamical system described by differential 
equations with fractional derivatives and under impulse impact at fixed time instants. Sufficient conditions for approaching the terminal 
set in a finite time are obtained using method of resolving functions.

keywords: fractional derivative; game-theoretical problem; multivalued map; impulse; Mittag–Leffler function; telecommunication 
network; data transfer; modeling.


