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ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА 
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Введение. Разработка и совершенствование методов расчета вихревых течений 
жидкости является одним из магистральных направлений развития современной гидроди-
намики. Широкое распространение вихревых течений в природе и технике, важность их 
правильного и эффективного расчета для самых разнообразных отраслей деятельности 
человека определяют актуальность настоящей работы. 

Современное состояние вопроса. Фундаментальной проблемой динамики вихре-
вых течений является эволюция вихревых структур. Данному вопросу посвящена обшир-
ная литература, сколько-нибудь полный анализ которой не может быть приведен в огра-
ниченных рамках настоящей статьи, отметим только, что достаточно полные обзоры ли-
тературы содержатся в фундаментальных монографиях по данному вопросу [1 – 5]. Опре-
деляющим фактором характера эволюции вихревой структуры является ее устойчивость, 
что и обусловило значительный интерес к этому вопросу, отраженный в упоминавшихся 
уже монографиях [1 – 5]. Трактовка понятия устойчивость в гидродинамике обычно не-
сколько шире, нежели традиционная асимптотическая устойчивость по Ляпунову, исполь-
зуемая в теории дифференциальных уравнений. Гидродинамически устойчивой будем на-
зывать систему, которая сохраняет свои параметры в пределах определенных интервалов 
в течение некоторого конечного промежутка времени. 

К сожалению, задачи об эволюции вихревой структуры имеет аналитическое реше-
ние только в очень ограниченном числе случаев [6]. В общем случае она может быть ре-
шена только численно. Как эйлеровы, так и лагранжевы подходы могут быть использова-
ны при численном расчете, однако с ростом числа Рейнольдса применение эйлеровых по-
дходов, например, метода конечных разностей, вызывает все больше затруднений, в ре-
зультате чего в [2] высказана мысль о возможной неэффективности метода конечных раз-
ностей для численного решения подобных задач. Отметим, что большинство попыток чи-
сленного анализа подобных задач было выполнено при помощи лагранжевых методов [1, 
2, 4, 6 – 15]. Традиционно рассматривают плоские вихревые структуры, поскольку про-
странственный анализ в подобных задачах затруднен большим расходом ресурсов ЭВМ и 
сложностью визуализации, хотя принципиально пространственный анализ вполне возмо-
жен. В настоящей работе рассмотрение также будет ограничено плоским случаем. 

По результатам вычислительного эксперимента можно судить не о собственно гид-
родинамической устойчивости, а о вычислительной устойчивости вихревой структуры, то 
есть, помимо гидродинамической неустойчивости может иметь место и неустойчивость 
вычислительного процесса. Неустойчивость вычислительного процесса, как правило, яв-
ляется следствием использования конкретной аппроксимации, например, дискретных ви-
хрей. Хотя в работах [2, 3, 5, 6, 13, 14] и делались попытки ввести в схемы метода дискре-
тных вихрей вязкую диссипацию, проблема эквивалентности расчетных схем в целом ос-
тается далекой от полного разрешения. Однако для конечных и относительно небольших 
промежутков времени и при достаточно больших числах Рейнольдса расчет эволюции ви-
хревых структур методом дискретных вихрей дает результаты достаточно близкие реаль-
ным течениям, то есть, можно надеяться, что для таких случаев понятие гидродинамичес-
кой устойчивости и вычислительной устойчивости также будут соответствовать друг дру-
гу. 

Следует отметить, что существует известное расхождение во взглядах на проблему 
устойчивости. Дело в том, что системы, включающие 4 и более дискретных вихрей, начи-
ная с некоторого момента времени, демонстрируют хаотическое поведение [2, 16] , то 
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есть, асимптотически неустойчивы по Ляпунову. Однако многие системы дискретных ви-
хрей, будучи неустойчивыми по Ляпунову, демонстрируют явно выраженную вычислите-
льную устойчивость, которая, как отмечалось выше, как правило, соответствует гидроди-
намической устойчивости. 

Нерешенные задачи и цели настоящей работы. Принципиальным недостатком 
метода дискретных вихрей является некорректное представление скоростей вихря при 
межвихревом взаимодействии на малом расстоянии. Для преодоления этой трудности ис-
пользуются различные схемы регуляризации [3, 17], которые, однако, решают проблему 
лишь частично. В работах [7, 17] предложен другой путь разрешения указанной проблемы 
– замена пары близкодействующих вихрей комбинацией вихря и вихревого диполя. Исхо-
дя из вышесказанного, первой целью настоящей работы является анализ устойчивости ди-
польно-вихревых структур путем численного эксперимента методом дискретных особен-
ностей (дискретных вихрей и диполей), в отличие от предыдущих работ, где на устойчи-
вость исследовались чисто вихревые структуры. Второй целью настоящей работы являет-
ся исследование влияния дискретно-вихревой аппроксимации на потерю симметрии и по-
следующую потерю устойчивости «больших» вихревых структур. В целом, следует отме-
тить, что количество работ, в которых исследовались свойства «больших» вихревых стру-
ктур, получающихся в результате дискретно-вихревой аппроксимации распределенной в 
области завихренности, весьма ограничено [2, 3, 6, 13, 14]. 

Постановка задачи. В отличие от классических работ по методу дискретных ви-
хрей, где были даны формулировки задачи в терминах завихренность - скорость, в насто-
ящей работе задача будет сформулирована в терминах завихренность - функция тока, сле-
дуя работе [17]. Функция тока плоского течения несжимаемой жидкости удовлетворяет 
следующему интегральному соотношению [17]: 
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где ω  – распределенная завихренность, D  – область течения (в нашем случае 2
RD = ), Γ  
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Метод дискретных вихрей предполагает представления завихренности в виде 
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где M  – количество дискретных вихрей, jω  – их интенсивности. Тогда 
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Формально для комбинированного представления дискретных вихрей и дискрет-
ных диполей представление (2) должно быть заменено следующим представлением: 
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где ka  – ось соответствующего диполя, kd  – его интенсивность. Однако представление 
(4) лишено физического смысла, поэтому, следуя работам [7, 17] , примем в качестве ис-
ходного следующее представление для функции тока 
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опустив для краткости его вывод, который полностью соответствует приведенному в ра-
ботах [7, 17]. Тогда поля скоростей 
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Как обычно, предполагаем, что вихри и диполи не влияют на величину скорости в 
точках, где они расположены. На вопросах регуляризации поля скоростей останавливаться 
не будем, поскольку они подробно изложены в работах [2, 3, 17]. 

Движение дискретных вихрей и диполей описывается системой 
KM1,i),y,v(xy),y,u(xx iiiiii +=== &&                                 (7) 

Подставляя в (7) представления для скоростей (6), получим систему из М+К обык-
новенных дифференциальных уравнений, которую дополним следующими начальными 
условиями: 

.y0)(y,x0)(x i0ii0i ==== ττ                                          (8) 

Метод решения. Задача Коши (7), (8) может быть решена любым из существую-
щих методов численного решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Приведенные ниже расчеты проведены при помощи метода Эйлера, то есть, использова-
лась следующая схема: 

).iy,v(x)(y)(y),y,u(x)(x)(x iiiiiii ΔττΔττΔττΔττ +=++=+            (9) 

Результаты расчетов. На основании приведенных выше формулировок задач (6) – 
(8) и численного алгоритма (9) были проведены несколько серий расчетов эволюции ви-
хревых структур, аппроксимированных дискретными вихревыми и дипольно-вихревыми 
системами. Контроль устойчивости вихревых структур производился визуально на осно-
вании анализа траекторий дискретных особенностей. Каждый расчет проверялся контро-
льным расчетом с половинным шагом по времени, для ряда расчетов были проведены ко-
нтрольные с более подробной аппроксимацией.  

На качественном уровне можно выделить три состояния вихревых структур: устой-
чивая структура, неустойчивая структура и структура, устойчивая «как облако», то есть 
сохраняющая свою форму, но изменяющая размеры (термин заимствован в зарубежной 
литературе [5] и, возможно, является не совсем удачным). 

Все рассмотренные в расчетах вихревые и дипольно-вихревые структуры имели 
первоначальную центральную симметрию, что обеспечивало их устойчивость для началь-
ных моментов времени. 

Выводы. По результатам проведенных расчетов можно сделать следующие выво-
ды  

1. Потеря устойчивости симметричной структуры происходит по следующей схе-
ме: устойчивая структура; структура, устойчивая «как облако»; неустойчивые структуры. 
Причем в течение достаточно долгого времени неустойчивость проявляется в том, что от-
дельные вихри покидают структуру, остальная же часть структуры сохраняет устойчи-
вость «как облако». 

2. Более интенсивные (с большей плотностью завихренности) структуры разруша-
ются быстрее. 
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3. Мощный центральный вихрь ухудшает устойчивость структуры, но структура с 
концентрированным центральным вихрем более устойчива, чем структура с распределен-
ной эквивалентной завихренностью. 

4. Даже относительно слабый центральный диполь резко ухудшает устойчивость 
вихревой структуры. 

5. Дипольно-вихревые структуры теряют устойчивость намного быстрее аналогич-
ных вихревых, даже при слабых диполях. Следует отметить, что влияние диполей являет-
ся важным и часто определяющим механизмом потери устойчивости. 

6. Из всех исследованных структур наиболее устойчивой оказалось вихревое коль-
цо, это дает основание считать, что вихревое кольцо является наиболее устойчивой вихре-
вой структурой вообще. 

 
 

  
а) б) 

  
в) г) 

 

 

д)  
Рис. 1. Эволюция круговой вихревой структуры, устойчивой «как облако». На рисунках 
г) и д) отчетливо видно, что завихренность образует вихревые кольца, которые являются 

более устойчивыми вихревыми структурами 
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Рис. 2. Потеря симметрии вихревого коль-

ца из-за сильного центрального вихря 
Рис. 3. Разрушение вихревого кольца 

центральным диполем 
Полученные в настоящей статье результаты имеют существенное методологичес-

кое значения для гидродинамики вихревых течений, поскольку здесь рассмотрена фунда-
ментальная задача эволюции и устойчивости вихревых структур. Результаты работы мо-
гут быть использованы для разработки эффективных  методик расчета вихревых течений, 
например, выявления когерентных структур в турбулентных течениях. 

Разумеется, проблема устойчивости вихревых структур не исчерпывается настоя-
щей работой. Остаются нерешенными многочисленные вопросы, связанные с взаимодейс-
твием вихревых структур между собой, образованием в результате взаимодействия новых 
устойчивых вихревых структур, взаимодействием вихревых структур с другими объекта-
ми в потоке и т.д. Остались недостаточно исследованными ряд задач, связанных с внут-
ренними проблемами эволюции вихревых и дипольно-вихревых структур, например, про-
блема эквивалентности эффектов схемной вязкости эффектам вязкой диссипации, про-
блема эволюции диполей. Однако развитый в настоящей работе подход позволяет наде-
яться на эффективное разрешение указанных задач в будущих исследованиях. 

 
 The article is devoted to research of stability of vortical structures by the numeral 
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