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1.Введение  
В решении задач управления и контроля часто возникает проблема создания обрат-

ной модели (ОМ) реального динамического объекта (ДО). Примерами систем, нуждаю-
щихся в разработке обратной модели, могут служить инвариантные системы управления, 
системы регулирования по самоустанавливающейся программе, адаптивные системы и 
системы идентификации. Идеальная ОМ реального объекта, как известно [1], физически 
неосуществима. На аналоговых средствах техники удавалось создавать лишь приближен-
ные ОМ для ДО, описываемых уравнениями не выше второго порядка. 

Известно [2] применение динамических моделей в системах управления, но при 
этом возникает потребность упрощения технических решений. 

Применение средств дискретной вычислительной техники позволило найти техни-
ческие решения ОМ для ДО, описываемых уравнениями произвольного порядка. В этих 
ОМ максимально сохраняются свойства идеальных, но за это необходимо платить добав-
лением к ним временного запаздывания. Первым из таких решений явилось корректи-
рующее устройство [3]. Теоретическое обоснование его работоспособности и свойств из-
ложены в работе [4]. В работе [5] рассматриваются технические решения по улучшению 
показателей качества создаваемых ОМ. 

В упомянутых работах рассматриваются россыпью вопросы осуществимости, ус-
тойчивости и конструирования ОМ для ДО с различными ограничениями. Решения отли-
чаются в зависимости от свойств ДО. Нет общего решения. В частности, возникают про-
блемы при осуществлении ОМ для ДО, которые имеют чистое временное запаздывание 
и/или описываются уравнениями высокого порядка. 

При разработке ОМ на средствах дискретной вычислительной техники корректиро-
валось математическое описание ДО в сторону опережения по времени с обеспечением 
физической осуществимости скорректированного ДО (СДО). Под осуществимостью 
дальше будем понимать следующее: сигнал на выходе СДО может появляться не раньше 
поступления входного. В опубликованных работах методика корректирования ДО в сто-
рону опережения не рассматривалась. Поэтому возникают трудности при разработке ОМ с 
желаемыми показателями качества. Отсутствует методика конструирования ОМ для от-
личных друг от друга ДО. Целью данной работы является восполнение указанного пробе-
ла. Рассматриваются вопросы: 

- определение требований к математическому описанию СДО в обеспечение осу-
ществимости для него ОМ; 

- формирование математического описания СДО, исходя из описания исходного ДО; 
- осуществление ОМ для ДО с использованием для этой цели СДО;  
- обобщение методики конструирования ОМ. 
2. Основание для постановки задачи 
Причиной постановки задачи в данной работе явились следующие обстоятельства. 
Считается общеизвестным, что идеальная ОМ реального ДО физически неосущест-

вима. Но нет правил без исключений. Одно из таких исключений помогает решению зада-
чи конструирования ОМ. Это исключение состоит в следующем. Существуют реальные 
ДО, для которых идеальная ОМ физически осуществима. Примерами могут служить бе-
зынерционное динамическое звено (усилитель) или некоторые из ДО, которые обладают 
инерционностью. Знание их свойств позволит определить требования к корректировке ДО 
для обеспечения для него осуществимости идеальной ОМ. 
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Рассмотрим один из таких примеров.  
Как известно [6], в системах автоматического управления используются корректи-

рующие звенья, одним из которых является интегрирующее. Его передаточная функция:  
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где T1 , T2 – постоянные времени, s – комплексная переменная. 
Идеальная ОМ для этого объекта имеет следующую передаточную функцию 
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ОМ, описываемая передаточной функцией (2), также может быть реализована на 
практике как дифференцирующее звено, т.е. идеальная ОМ для реального ДО (1) физиче-
ски осуществима.  

Исходя из свойств интегрирующего звена, описанного передаточной функцией (1), 
можно сформулировать требования к ДО для обеспечения осуществимости для него иде-
альной ОМ. В качестве математического описания ДО будем использовать переходную 
характеристику (ПХ), представляющую, как известно [6], его реакцию на единичное сту-
пенчатое воздействие. В рассматриваемом примере идеальная ОМ физически осуществи-
ма, если ПХ ДО в отрицательной области времеии тождественно равна нулю, а в нулевой 
момент времени ее значение отлично от нуля и конечно. Установившееся значение кривой 
переходного процесса также конечно. Если кривую переходного процесса обозначить 
символом h(t), где t – непрерывное время, то приведенные выше требования можно пред-
ставить в таком виде: 

0)( 0≡<tth , 0)( 0≠=tth , устt hth =∞→)( , ∞<< устh0 ,  (3)  

где устh  – установившееся значение ПХ. 
Эти требования могут быть представлены и в дискретном времени, что будет сде-

лано ниже. 
Исходя из изложенного, можно предложить следующий способ решения задачи 

создания ОМ для заданного ДО. Математическое описание ДО корректируется таким об-
разом, чтобы получить СДО, удовлетворяющий требованиям (3). Для него создается иде-
альная ОМ, которая явится приближенной ОМ для исходного ДО. Показатели качества 
приближенной ОМ уточняются в процессе конструирования.  

3. Исходные данные и постановка задачи 
Предполагается, что ДО, для которого требуется создать ОМ, линейный, стацио-

нарный, устойчив. В качестве исходного математического описания ДО выступает его 
ПХ, именуемая также и кривой переходного процесса. ПХ может быть получена как раз-
личными аналитическими способами, так и методами электронного моделирования или 
технического эксперимента.  

В качестве примера ДО в данной работе будет рассматриваться типовая непрерыв-
ная следящая система. За математическое описанием ее принимается ПХ )(th  в непре-
рывном времени. На рис.1 изображен типовой график такой ПХ. 

В качестве параметров ПХ будем использовать те, которые приняты в литературе 
по автоматическому управлению (см., например, [6]). К ним относятся: 

hуст – установившееся значение переходного процесса, 
τ0 – чистое временное запаздывание ДО, 
∆ – малая величина, принимаемая за допустимую ошибку, 

T1 – время переходного процесса { }∆<− > 1
)( Ttустhth , 

Т3 – временное запаздывание, 
hmax – максимальное значение переходного процесса. 
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Параметры Т3 и hmax используются при оценке показателей качества создаваемой 
ОМ, а остальные – при конструировании ее. 

 
Рис.1 Кривая переходного процесса ДО 

 

Для решения задачи конструирования ОМ введем также параметр Т0 – начальное 
временное запаздывание ДО. Оно превышает чистое временное запаздывание ДО (Т0 > τ0) 
и удовлетворяет требованиям: 
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где 1∆ - конечная постоянная величина.  
В качестве исходных данных при постановке задачи приведём и краткие сведения о 

техническом решении ОМ, описанном в [4]. ОМ является дискретным устройством, кон-
структивными параметрами которого выступают дискретность времени Т и конструктив-
ный временной сдвиг τ. Для осуществления ОМ составляется математическое описание 
СДО, который сдвинут относительно исходного ДО в сторону опережения и физически 
осуществим. СДО описывается импульсной переходной функцией (ИПФ) в дискретном 
времени. Числовой массив ИПФ может быть получен из кривой переходного процесса ДО 
h(t): 

TntTnt ththnk )1()( )()()( τττ +−=+= −=+ , n=0,1,2,…,N,  (5)  

где t – непрерывное время,  
T – дискретность (шаг квантования) времени, 
n – дискретное время ( Ttn /= , t –моменты непрерывного времени, кратные Т), 
N – время затухания переходного процесса , 
τ – временной сдвиг в сторону опережения. 
Для обеспечения физической осуществимости СДО и работоспособности созда-

ваемой ОМ ИПФ (5) должна удовлетворять требованиям:  
0)( 0=+ <nnk τ ,  (6) 

0)()( 0≠+= =nnkk ττ ,  (7) 

0)( =+ >Nnnk τ ,  (8)  
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Эти требования совпадают с требованиями (3).  
В ОМ [4] реализуется математическая зависимость: 
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где x(n),c(n) – соответственно входной и выходной сигналы ОМ. 
ОМ, описываемая формулой (10), обладает недостатками в области осуществимо-

сти, устойчивости и достижимых показателей качества. Эти недостатки объясняются не-
возможностью осуществить временное опережение на величину более одного такта дис-
кретного времени из-за несовместимости в этом случае условий (6) и (11).  

Для устранения указанных недостатков в работе [5] рассматривается техническое 
решение ОМ с улучшенными показателями качества. При её осуществлении обеспечива-
ется возможность подавления колебательности и сохранения устойчивости в случаях, ко-
гда ДО описывается уравнением высокого порядка и/или имеет существенное чистое вре-
менное запаздывание.  

Математическое описание указанной ОМ имеет вид:  

)(/)()()()(
1

ττ kmkmncnВxnc
N

m
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−= ∑

=

,  (12) 

где τ  – конструктивный временной сдвиг, не ограничиваемый выражением (11), но обес-
печивающий выполнение условия (7); 

B – статический коэффициент, обеспечивающий правильность формулы (12) в слу-
чае, когда τ >1. 

Вывод этой формулы в работе [5] не приведен и отсутствует аналитическое выра-
жение для коэффициента B. Для доказательства справедливости формулы (12) и нахожде-
ния аналитического выражения для коэффицента В нужно создать СДО, в ИПФ которого 
выполняются условия (7) и (9) при τ >1. 

Первой из задач в данной работе является формирование ИПФ СДО, который по 
своим свойствам, за исключением упреждающего временного сдвига на 1>τ , максималь-
но близок к исходному ДО и обеспечивает возможность конструирования ОМ. Указанная 
ОМ для СДО будет идеальной, а для исходного ДО – приближенной.  
ИПФ СДО обозначим символом )(~ nk . Требования к ИПФ:  

0)(
~

0=<nnk ,  (13) 

0)(~)0(~
0 ≠= =nnkk ,  (14) 

0)(
~

=>Nnnk , (15) 

.)(
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0
уст
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n
hnk =∑
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  (16) 

Численные значения )(~ nk  нужно определить через ИПФ ДО (5) при уже выбран-
ных значениях параметров Т и τ. 

Второй задачей данной работы является нахождение математического описания 
ОМ, обеспечивающей работоспособность при произвольном увеличении конструктивного 
временного сдвига τ. 

Третья задача – разработка обобщенной методики конструирования ОМ с обсуж-
дением вопросов обеспечения устойчивости и получения желаемых показателей качества.  

4. Корректировка динамического объекта в сторону опережения 
Исходный ДО описывается ПХ )(th , которая имеет начальное временное запазды-

вание 0T  , время переходного процесса 1T  и обладает свойствами: 

0)( 0 =≤tth  , 0)(
0
≠=Ttth  , устTt hth =

1
)( ; . 

При переходе на дискретное время с дискретностью T  эти свойства получат вид:  
0)( 0 =≤nnh  , 0)( ≠=τnnh , устNn hnh =;)(  , 

где TT /0=τ  , TTN /1= . 
Рассмотрим задачу аналитического определения численных значений ИПФ СДО 
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через параметры исходного ДО в соответствии с требованиями (13)—(16).  
Решение задачи иллюстрируется приведенными на рис.2 графиками ИПФ ДО в ис-

ходном, промежуточном и скорректированном состояниях. ИПФ являются функциями 
дискретного времени, а кривые изображают огибающие их значений. Символами обозна-
чены: )(nk  — ИПФ исходного ДО (пунктир), )(

~
nk  — ИПФ СДО (жирная линия), 

)( τ+nk — ИПФ промежуточного (физически неосуществимого) ДО. 

 
Рис. 2 Графики ИПФ  в исходном, промежуточном и скорректированном состояниях 

 

Последовательность действий при решении задачи. 
Формируем массив ИПФ исходного ДО, согласно (5) с уже выбранной дискретно-

стью времени Т и равным нулю значением временного сдвига τ : 0)()( =+= ττnknk . Оги-
бающая дискретных значений ИПФ )(nk  изображена на графике пунктиром.  

Выбираем конструктивный временной сдвиг τ, удовлетворяющий условию (7), и 
формируем массив ИПФ сдвинутого на это опережение промежуточного ДО )( τ+nk . 
Кривая этого массива изображена точками. ДО с ИПФ )( τ+nk  физически неосуществим 
по той причине, что начальная часть кривой оказывается в левой полуплоскости, соответ-
ствующей отрицательному времени.  

Отсекаем часть ИПФ )( τ+nk в левой полуплоскости и корректируем ее оставшие-
ся числовые значения в правой полуплоскости для сохранения установившегоя значения 
ПХ устh . Полученный после правки числовой массив и составит ИПФ СДО. Этот массив 

мы ищем и уже обозначили символом )(
~

nk . Он должен удовлетворять требованиям (13)—
(16). На рис.2 кривая этого массива изображена жирной линией. 
А теперь перейдем к определению значений ИПФ СДО, если известны значения ИПФ ДО 
при заданных конструктивных параметрах Т и τ. 

Полагаем, что выбранный нами параметр τ удовлетворяет условию (7) и, в общем 
случае, существенно превосходит дискретность времени Т. Он может быть записан в виде:  

ττ ∆+= j , (17) 
где j – целое положительное число ( 1≥j ), а τ∆ – дробная часть ( 10 <∆≤ τ ).  

Если выполняются условия (7)—(9) и не выполняется условие (6), для установив-
шегося значения ПХ промежуточного ДО справедливы соотношения: 

∑ ∑∑
−= =

−

−=
=+++=+

N

jm
уст

N

mjm
hmkmkmk

0

1
)()()( τττ ,  (18) 

где ∑
−

−=
≠+

1
0)(

jm
mk τ , уст

N

m
hmk∑

=
≠+

0
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Сумма ∑
−

−=
+

1
)(

jm
mk τ  в выражении (18) равна последнему значению ПХ вспомога-

тельного ДО в отрицательной области времени. Обозначим её символом:  
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Для компактности дальнейших выкладок введём также обозначение  
устуст hhhD /)( 1−−=   (20) 

и преобразуем выражение (18) к виду: 

уст
N

m
h

D
mk

=
+

∑
=0

)( τ
 .  (21) 

 

Заменив в (21) переменную суммирования m на символ дискретного времени n, мы 
получаем искомую ИПФ СДО :  

 
D

nk
nk

)(
)(~ τ+
= , n= 0,1,2,…,N .  (22) 

Из (22) очевидно, что в ИПФ СДО выполяются все требования (13)—(16). Кроме 
того, СДО близок к ДО. Чисенные значения ИПФ СДО повторяют численные значения 
ИПФ ДО с упреждающим временным сдвигом τ , а символ D представляет собой лишь 
постоянный поправочный коэффициент для выполнения требования (16). 
Таким образом, мы получили СДО, для которого можно конструировать идеальную ОМ.  

5. О математическом описании ОМ 
Первой задачей конструирования ОМ является разработка ее математического опи-

сания.  
Для разработки создается инструментальная схема по рис.3. На схеме изображены 

последовательно соединеноые ОМ и СДО. Выходной сигнал ОМ )(nс  является входным 
сигналом СДО. Если ОМ для СДО идеальна, то выходной сигнал последнего в дискрет-
ные моменты времени повторяет входной сигнал ОМ : 

)()( nxny = .  (23) 
Требуется найти математическую связь между выходным и входным сигналами 

ОМ при выполнении условия (23).  

 
Рис. 3 Инструментальная схема для конструирования ОМ 

 

Для определения выходного сигнала СДО воспользуемся известной [8] формулой 
свертки: 

∑
=

−=
N

m
mkmncny

0
)(~)()( ,  (24) 

где )(~ mk  – ИПФ СДО, N – время затухания )(~ mk . 
Выделив в (24) первый член из-под знака суммы и учитывая условие (23), получим: 

∑
=

−−=
N

m
mkmnckncnx

1
)(~)()0(~)()( , 

где  0)(~)0(~
== mmkk . 

Решая полученное уравнение, находим математическое описание создаваемой ОМ 
в функции параметров СДО: 
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)0(~/)(~)()()(
1

kmkmncnxnc
N

m ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−−= ∑
=

.  (25) 

Математическое описание (25) уже можно использовать при конструировании ОМ, 
но для этого требуются параметры разработанного СДО. Чтобы избежать излишних за-
трат, желательно перевести выражение (25) на параметры исходного ДО. Для этого под-
ставляем в (25) соотношение (22) и получаем: 

)(/)()()()(
1

ττ kmkmncnDxnc
N

m ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−−= ∑
=

  (26) 

Формула (26) аналогична уже известной формуле (12), но отличается от последней 
тем, что неизвестный коэффициент B заменен коэффициентом D, который стал известным 
и определен выражением (20)  

Раскрывая в (26) символ D, получим окончательное математическое описание соз-
даваемой ОМ в функции параметров исходного ДО: 

)(/)()()()(
1

1
ττ kmkmncnx

h

hh
nc

N

mуст

уст

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
+−−

−
= ∑

=

−
  (27) 

Формула (27) является обобщающей и может быть использована при создании ОМ 
для широкого круга ДО, в том числе для обладающих чистым временным запаздыванием 
или описываемых уравнением сколь угодно высокого порядка. Используемый в формуле 
конструктивный временной сдвиг τ теперь может изменяться в широких пределах. Если 
τ<1, то параметр 1−h обращается в нуль и формула (27) упрощается до уже известной фор-
мулы (10). 

Скорректированный динамический объект СДО был нужен при обосновании спра-
ведливости формулы (27). При последующем использовании этой формулы потребность в 
СДО уже отпадает. 

ОМ, описываемая формулой (27), может рассматриваться как замкнутая дискретная 
система автоматического регулирования. При ее разработке требуется решение задач обе-
спечения устойчивости и получения желаемых показателей качества.  

6. Методика конструирования ОМ. 
6.1. Подготовка исходных данных. В качестве исходных данных при рассматри-

ваемой методике конструирования ОМ выступает математическое описание ДО в виде ПХ 
h(t), пример которой показан на рис.1. По ПХ определяются начальное временное запаз-
дывание Т0, время переходного процесса Т1 и установившееся значение hуст. 

Конструктивными параметрами ОМ являются дискретность времени Т и конструк-
тивный временной сдвиг τ. Дисретность времени может выбираться в широких пределах. 
Она должна быть достаточно малой для устранения ошибок из-за квантования информа-
ции по времени, но дальнейшее ее уменьшение увеличивает количество вычислительных 
операций в ОМ и усложняет ее конструкцию. Во всяком случае дискретность времени 
должна быть меньше начального временного запаздывания ПХ ДО (Т<Т0). 

После выбора величины Т время переходного процесса ПХ ДО переводится в дис-
кретное время: N=Т1/Т и вычисляется величина TTtthh −=− =

0
)(1 . Конструктивный вре-

менной сдвиг ОМ τ меняется в процессе работы, а в качестве первого приближения можно 
принять τ = Т0 /Т. 

По формуле (5) формируется числовой массив ИПФ ДО [ ]Nnnk ,0),( ∈+τ . (28) 
 Полученные исходные данные достаточны для конструирования ОМ по формуле (27), а 
также для исследования ее на устойчивость и получения желаемых показателей качества. 

6.2. Обеспечение устойчивости. Проблеме обеспечения устойчивости ОМ, описы-
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ваемых формулами (10), (12) и (27), посвящена работа (7). В ней показано, что устойчи-
вость ОМ обеспечивается величинами и соотношением между ними двух параметров – 
дискретности Т и конструктивного временного сдвига τ. Для любого произвольно выбран-
ного значения Т найдется множество значений τ , при которых обеспечивается устойчи-
вость ОМ, если ИПФ ДО известна. Условие устойчивости:  

=),( τTSk 0)()1(
0

>+−∑
=

N

i

i ik τ , 

где символом ),( τTS k  обозначен знакопеременный числовой ряд ИПФ ДО. 
Граница устойчивости на плоскости параметров Т и τ описывается уравнением: 

=),( τTSk 0. 
6.3. Обеспечение показателей качества. Показатели качества ОМ при ее констру-

ировании предложены в работе [5]. Ими являются параметры кривой переходного процес-
са комплекса ОМ-ДО и включают в себя временное запаздывание, перерегулирование, ус-
тановившееся значение и время переходного процесса. Если бы ОМ была идеальна, то ПХ 
комплекса представляла бы собой единичную ступенчатую функцию. Для получения же-
лаемого показателя качества при уже выбранной дискретности Т требуется нахождение 
оптимального значения конструктивного параметра τ из зоны обеспечения устойчивости.  

На основании уже сформированного числового массива ИПФ ДО (28) реализуется 
ОМ по формуле (27) и создается инструментальная схема из последовательно соединен-
ных ОМ и ДО (комплекс ОМ-ДО). В комплексе используется сам ДО или его имитатор.  

Моделируются кривые переходых процессов при различных значениях параметра 
τ. Определяется оптимальное значение τ для получения желаемых показателей качества 
создаваемой ОМ.  

6.4. Экспериментальная часть. Все изложенные в данной статье материалы про-
верены экспериментально путем компьютерного моделирования, в том числе с использо-
ванием системы Mathcad. 

На рис.4 показаны примеры ПХ комплекса ОМ-ДО при одном значении дискретно-
сти времени Т и различных значениях конструктивного временного сдвига τ. 

 
Рис.4 Примеры ПХ комплекса ОМ-ДО при различных τ  

 

При большом τ в замкнутом контуре ОМ имеют место малый коэффициент усиле-
ния и опережающий сдвиг по фазе. Это приводит к отсутствию колебательности в самой 
ОМ и в ПХ комплекса ОМ-ДО, что увеличивает время переходного процесса и, следова-
тельно, понижает быстродействие ОМ. 

При малом τ уменьшается временное запаздывание комплекса,что полезно, но по-
является колебательность, снова увеличивающая время переходного процесса и пони-
жающая быстродествие. 

Имеется оптимальное значение конструктивного временного сдвига τ (на рис.4 оп-
тимальным является τ=2.1) , при котором время переходного процесса минимально, а пе-
ререгулирование отсутствует или пренебрежимо мало.  
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Рис. 5 Зависимости показателей качества ОМ от конструктивного параметра τ 

 

На рис.5 графически показаны зависимости показателей качества ОМ-ДО от конс-
труктивного временного сдвига τ при одной дискретности времени. Символами на рисун-
ке обозначены: Nп – время переходного процесса, τ3 – временное запаздывание, σ – пере-
регулирование, τ* – параметр τ, обеспечивающий максимальное быстродействие ОМ.  

При уменьшении дискретности времени Т показатели качества ОМ улучшаются, но 
за эта нужно платить увеличением выполняемых в единицу времени вычислительных 
операций. 

Заключение 
1. Предложена обобщенная методика численного конструирования ОМ с по-

лучением желаемых показателей качества для широкого круга линейных ДО . 
2. Дискретность времени ОМ можно произвольно уменьшать, что влечет за со-

бой возможность улучшения всех показателей качества ОМ.  
3. Предложенное техническое решение ОМ реального ДО может служить как 

инструментом для математического решения обратных задач динамики, так и работаю-
щим в реальном времени корректирующим устройством в системах контроля и управле-
ния.  
 

Questions of development of return models of linear dynamic objects which are one-
coherent and described by any order equations and/or have pure time delay are considered.  
Problems are  solved with using of discrete computer tools with use of computer algebra. 
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