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Постановка проблемы. В большинстве сеточных методов (например, в МКР, 
МКЭ) используются в основном ячейки с прямыми сторонами. Между тем, в реальных 
задачах границы области и линии раздела материалов часто изогнуты. Поэтому важной 
проблемой МКЭ является построение базисных функций для сеток, составленных из эле-
ментов с криволинейными сторонами. Если некоторая часть границы или линии раздела 
изогнута, весьма удобны прямоугольные треугольники с двумя прямыми и одной криво-
линейной сторонами. Именно такие треугольники (с изогнутой гипотенузой) играют оп-
ределяющую роль при геометрическом моделировании базисных функций плохо под-
дающихся какой-либо формализации серендиповых элементов высших порядков. 

Анализ предшествующих публикаций, постановка задачи. Впервые криволи-
нейный элемент появился в расчетах инженерных сооружений у авторов [1]. Комментарий по 
этому вопросу есть у Зенкевича [2], а некоторые конкретные результаты у авторов [3]. Уста-
новление в 1982 г. вероятностного смысла базисных функций МКЭ [4] способствовало про-
никновению геометрического моделирования в теорию интерполирования функций двух и 
трех аргументов на конечных носителях [5,6]. Накопленный опыт моделирования базисов КЭ 
показывает, что криволинейные границы не создают специфических трудностей, если поль-
зоваться концепцией геометрической вероятности. При этом для полиномиальных базисов 
достаточно ограничиться фрагментами кривых второго порядка (окружность, эллипс, парабо-
ла, гипербола). Мы рассмотрим прямоугольный треугольник с криволинейной гипотенузой. 
Наша цель – на основе кривых второго порядка построить в явном виде набор базисных 
функций для узла в вершине прямого угла. С помощью такого набора легко генерировать 
классические и новые базисы серендиповых элементов высших порядков. 

Основная часть. Вначале стоит обратить внимание на свойства базисных функций 
КЭ. Для этого достаточно рассмотреть самые простые двумерные элементы: треугольник 
с 3-мя узлами (рис.1а), реализующий линейную интерполяцию, и квадрат с 4-мя узлами 
(рис. 1б), реализующий билинейную интерполяцию функции двух аргументов. 
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а) б) 
Рис.1 Конечные элементы линейной а) и билинейной б) интерполяции 

 
Для определенности на каждом КЭ рассматривается узел 1. Известно [3], что базис 

линейной интерполяции состоит из барицентрических координат симплекса. Первая коор-
дината определяется формулой 
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где S – площадь основного треугольника 1-2-3; S1- площадь треугольника М-2-3; М(x,y) – 
текущая точка. Как видим, ),(1 yxξ - это вероятность попадания случайной точки в тре-
угольник М-2-3 (заштрихован) при вбрасывании этой точки в основной треугольник 1-2-3. 
Вершины множества треугольников М-2-3 одинаковой площади S1 лежат на линии уровня 

constyx =),(1ξ . Это «текущая» линия уровня. Понятно, что все линии уровня 
constyx =),(1ξ  параллельны прямой 2-3, т.е. прямой 0),(1 =yxξ . Перемещение линии 

уровня к «собственному» узлу 1 сопровождается равномерным возрастанием аппликаты 
от 0 до 1, т.е. 1),(0 1 ≤≤ yxξ . Таким образом, достаточно составить уравнение границы 
«входа» в область КЭ со стороны, противолежащей узлу 1. Это уравнение линии нулевого 
уровня. Для получения соответствующей базисной функции уравнение линии нулевого 
уровня необходимо пронормировать так, чтобы  1),( 111 =yxξ . 
 Аналогичная ситуация отражена на рис.1б. Теперь вероятность попадания случай-
ной точки в прямоугольник с противоположными вершинами М-3 равна  

)1)(1(
4
1),(1 yxyxN −−= . (2)

Билинейный полином «чуть старше» линейного за счет дополнительного слагаемого xy. 
Это слагаемое вносит некоторые особенности в поведение функции ),(1 yxN . Теперь при 
стремлении текущей точки М(x,y) к узлу 1 равномерное возрастание ),(1 yxN отмечается 
только в координатных направлениях. В произвольном направлении возрастание нерав-
номерное, так как ),(1 yxN представляет собой фрагмент поверхности второго порядка – 
гиперболического параболоида (гипара). 
 Основной вывод таков: независимо от геометрии поверхности базисная функция в 
текущей точке М(x,y) определяет относительный подъем текущего уровня. 
 Теперь можно генерировать альтернативные базисы на серендиповых КЭ высших 
порядков за счет вариации профиля искривленной гипотенузы в прямоугольном треуголь-
нике. В качестве примера мы рассмотрим серендипов элемент с бикубической интерполя-
цией (рис.2). Предполагается, что 12 узлов распределены равномерно на границе КЭ. 

 
,1≤x  .1≤y  

Рис.2 Серендипов КЭ с бикубической интерполяцией 
Построить модель бикубической интерполяции означает сконструировать 12 поли-

номов с двумя аргументами, удовлетворяющих интерполяционной гипотезе типа Лагранжа: 
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где i  – номер полинома;  k – номер узла ( 12,1, =ki ); ikδ  - символ Кронекера. Кроме того, 
должны соблюдаться условия межэлементной непрерывности. Это означает, что полином 

),( yxNi  на границе, содержащий узел i, должен изменяться по закону кубической парабо-
лы (4 узла). На остальных границах КЭ ),( yxNi  обращается в нуль. При регулярном рас-
положении узлов достаточно построить только два полинома, например, ),(1 yxN  и 

),(5 yxN . Мы остановим свой выбор на более содержательном полиноме - ),(1 yxN . Не 
потому, что узел 1 объединяет вдвое больше соседних элементов, нежели узел 5. А преж-
де всего потому, что в этом случае востребованы прямоугольные треугольники с искрив-
ленной гипотенузой. Мы исходим из того, что искомый полином ),(1 yxN   можно пред-
ставить в виде произведения нескольких полиномов первого и второго порядков. Из этого 
следует, что сложный серендипов элемент высокого порядка можно представить в виде 
композиции из простых элементов с общим узлом 1. На простом элементе нетрудно по-
строить подходящий полином первого или второго порядка. При этом линиями пулевого 
уровня являются прямолинейные отрезки или фрагменты стандартных кривых второго 
порядка (рис.2). Возможности геометрического моделирования мы иллюстрируем на тре-
угольнике 1-5-12. Заметим, что существуют модели бикубических серендиповых элемен-
тов, использующие другие треугольники, например, 1-6-11, 1-6-12, 1-5-11. 
 В многочисленных публикациях по МКЭ упоминается лишь один бикубический 
базис, изобретательно подобранный Эргатудисом, Айронсом и Зенкевичем [2]. Мы пока-
жем, как устроен этот классический базис и приведем примеры альтернативных (неклас-
сических) базисов бикубической интерполяции. Для построения классического полинома 

),(1 yxN мы представляем КЭ-12 (рис.2) в виде композиции из основного квадрата 1-2-3-4 
и встроенного треугольника 1-5-12 с общим (это важно) узлом в вершине 1. Основной 
квадрат входит в состав всех без исключения серендиповых моделей, а модификации 
можно получить изменяя форму гипотенузы встроенного треугольника. В данном случае в 
качестве гипотенузы 5-12 мы используем дугу окружности с центром в (0;0). 
 Итак, на квадрате в соответствии с формулой (2) относительное приращение теку-
щего уровня равно 

).1)(1(
4
1),()1(

1 yxyxN −−=  

На треугольнике относительное приращение текущего уровня равно 
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 Заметим, что 222 ρ=+ yx  - квадрат радиуса текущей окружности;  2

9
10 r= - квадрат ра-

диуса окружности нулевого уровня, проходящей через узлы 5 и 12; 2=R2- квадрат радиуса 
окружности максимального уровня, проходящей через узел 1. Если числитель и знамена-
тель последней формулы умножить на π , легко усмотреть отношение «текущей» площади 
кольца к максимальной площади кольца. Неудивительно, что мы снова пришли к геомет-
рической вероятности. Окончательно, мы получаем [2] 

)10)(9)(1)(1(
32
1),(),(),( 22)2(

1
)1(

11 −+−−=⋅= yxyxyxNyxNyxN . 

Окружность нулевого уровня, как легко заметить, проходит через все промежуточ-
ные узлы, хотя необходимость в этом имеется только в узлах 6 и 11. В узлах 7,8,9,10 воз-
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никают нежелательные кратные нули, которые усиливают жесткость модели. Другой не-
достаток этой модели – «негативизм» спектра узловых нагрузок от равномерной массовой 
силы. Существует ошибочное мнение, что на КЭ высших порядков «негативизм» неустра-
ним. Следующая модель опровергает это мнение. 
 Эта модель состоит из основного квадрата и двух вложенных треугольников с пря-
молинейными гипотенузами: 1-5-12 и 1-6-11. Относительное приращение текущего уров-
ня на треугольнике 1-5-12 равно 

2
433),()2(

1
−−−

=
yxyxN . 

Эта функция определяет вероятность попадания в треугольник М-5-12 случайной 
точки, вброшенной в треугольник 1-5-12. 

Относительное приращение текущего уровня на треугольнике 1-6-11 равно 

4
233),()3(

1
−−−

=
yxyxN . 

Окончательно, мы получаем «угловую» функцию альтернативного базиса в виде: 

)233)(433)(1)(1(
32
1),(1 ++++−−= yxyxyxyxN . 

При таком базисе поузловое распределение равномерной массовой силы не содержит от-
рицательных нагрузок. Заметим, что уже этих двух базисов достаточно, чтобы с помощью 
взвешенного усреднения управлять спектром узловых нагрузок. 
 В заключение мы рассмотрим еще одну из возможных композиций, в которой ис-
пользуется основной квадрат и два треугольника. В треугольнике 1-5-12 гипотенуза изогну-
та по гиперболе. Относительное приращение текущего уровня при этом определяется так: 

2
13),()2(

1
−

=
xyyxN . 

Треугольник 1-6-11 имеет прямолинейную гипотенузу. Такой треугольник  использован в 
предыдущей модели. Теперь «угловая» функция имеет вид: 

)233)(13)(1)(1(
32
1),(1 −−−−−−= yxxyyxyxN . 

Такая модель имеет вполне естественный спектр узловых нагрузок. К тому же кратных 
нулей здесь вдвое меньше по сравнению с моделью Эргатудиса-Айронса-Зенкевича. 
 Выводы. Геометрический анализ серендиповых поверхностей дает простой и на-
глядный способ конструирования базисных функций на элементах высших порядков. Этот 
подход легко обобщается на трехмерные модели. 
 

New geometrical models of final elements with curvilinear boundaries are constructed. 
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