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ПІДВИЩЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛІЗУ  
ПРИ ПОПЕРЕДНІЙ ОБРОБЦІ СИГНАЛІВ МЕТОДОМ SSA  

В УМОВАХ ПОРОГОВОГО ВІДНОШЕННЯ СИГНАЛ-ШУМ 
 

Ан от а ц ія .  Предмет статті – методи спектрального аналізу, метод сингулярного спектрального аналізу (singular 
spectrum analysis-SSA). Мета даної статті – підвищення ефективності спектрального аналізу (зменшення серед-
ньоквадратичної похибки оцінювання частоти) в умовах порогового відношення сигнал-шум (ВСШ) при поперед-
ній обробці сигналів методом SSA. Результати. На основі раніше розробленого авторами методу  просторового 
спектрального аналізу, основаного на одночасному використанні декількох методів спектрального аналізу, та по-
передньої обробки сигналів на основі модифікованого методу SSA запропоновано здійснювати обчислення методу 
SSA в умовах порогового ВСШ та не здійснювати його обчислення в області середніх та високих ВСШ. Таке 
спрощення здійснюється з огляду на високу ефективність сучасних методів спектрального аналізу в умовах серед-
ніх та високих ВСШ. Висновки. Проведене дослідження показало, що  використання запропонованого підходу в умо-
вах порогового ВСШ дозволяє забезпечити точність оцінювання частот гармонічних компонент сигналу, що забезпечу-
ється при використанні методу SSA, а в умовах середніх та високих  ВСШ точність, що визначається методом спектра-
льного аналізу. Зазначені результати можуть бути використані при оцінюванні стану каналу зв’язку, пеленгації 
джерел випромінювання та в ряді інших випадків. 
Ключові  слова:  сингулярний спектральний аналіз; спектральне розкладення матриці; перетікання під-
просторів. 
 

Вступ 
У ряді випадків при обробці сигналів та зобра-

жень здійснюється певна попередня обробка [1–8]. 
Така обробка дозволяє зменшувати розмірність зада-
чі, що вирішується (наприклад при попередньому фо-
рмуванні багатопроменевої діаграми спрямованості), 
декореляцію сигналів джерел випромінювання в умо-
вах багатопроменевого поширення хвиль (так зване 
просторове згладжування), зменшувати рівень шуму 
в спостереженні. Попередня обробка використову-
ється в системах радіолокації, радіозв’язку та інших. 

Крім того, така обробка може бути використана 
перед застосуванням сучасних методів спектрально-
го аналізу. Спільною рисою таких методів та мето-
дів попередньої обробки сигналів є використання 
спектрального розкладення кореляційної матриці 
(КМ) даних (EVD- eigenvalue decomposition) або  
матриці даних (SVD- singular value decomposition). У 
першому випадку обчислюються власні значення та 
вектори КМ, у другому сингулярні значення та век-
тори матриці даних. Реалізація спектрального розк-
ладення ускладнюється вимогою О(М3) операцій 
комплексного множення, де М  кількість антенних 
елементів при просторовому спектральному аналізі 
або розмір сегменту, на які розбивається вхідна пос-
лідовність [1, 6]. 

Застосування попередньої обробки здійснюєть-
ся з метою підвищення ефективності методів спект-
рального аналізу (підвищення роздільної здатності, 
зменшення величини середньоквадратичної похибки 
(СКП) оцінювання параметрів (напрямків надхо-
дження радіохвиль, частоти компонент сигналів, 
часу затримки сигналів і т.д.).  

В одних випадках (при попередньому форму-
ванні багатопроменевої діаграми спрямованості) 
загальна обчислювальна складність зменшується, 
проте у ряді випадків (наприклад, при використанні 

методу SSA, коли виконується EVD або SVD) збі-
льшується. 

Тому у ряді випадків актуальним є пошук шля-
хів зменшення обчислювальної здатності при здійс-
ненні попередньої обробки сигналів. Так в даній 
роботі розглядається підхід, що полягає в обчислен-
ні методу SSA в умовах порогового відношення си-
гнал-шум. Його обчислення в умовах середніх та 
високих ВСШ не здійснюється. 

1. Аналіз існуючих досліджень 
В умовах низького відношення сигнал- шум 

(ВСШ) ефективність сучасних методів спектрального 
аналізу обмежується наявністю ефекту перетікання 
підпросторів (subspace leakage) [1, 6]. При цьому має 
місце пороговий ефект (threshold effect), що проявля-
ється в різкому збільшенні СКП оцінювання при зме-
ншенні ВСШ нижче деякого порогового ВСШ.  

Підвищити точність оцінювання кутових коорди-
нат джерел випромінювання в таких умовах можна за 
умови використання стратегії спільного оцінювання 
(ССО) [6] джерел випромінювання. У результаті обчи-
слення декількох методів спектрального аналізу по 
одним вибіркам даних одержують сукупність попере-
дніх оцінок кутових координат сигналів джерел ви-
промінювання. Остаточні оцінки отримують на підста-
ві цих попередніх оцінок відповідно до деякого прави-
ла. При цьому особливістю такого підходу є викори-
стання інформації (або апріорної або отриманої в 
результаті проведеного оцінювання) про сектори 
розташування джерел випромінювання [6]. В такому 
випадку виникає можливість не здійснювати обчис-
лення декількох методів спектрального оцінювання 
коли оцінки методу, який обчислений попередньо, 
попадають в названі сектори.  

Вважається, що отримана точність оцінювання 
є достатньою і немає потреби у обчисленні сукуп-
ності методів. 
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Іншим прикладом покращення ефективності 
спектрального аналізу є використання методу SSA, 
нетрадиційних підходів (бутстрепу, технології суро-
гатних даних (псевдошумового розмноження вибір-
ки, алгоритмів рандомізації фаз відліків перетворен-
ня Фур'є спостереження, ATS-алгоритму (attractor 
trajectory surrogates)) [2-5]. 

На сьогоднішній день відомі роботи по спіль-
ному використанню методу SSA з сучасними мето-
дами спектрального аналізу [2, 7, 8]. Запропоновано 
модифікації методу SSA [2, 3, 7, 8]. Проведено ана-
ліз впливу величини сегменту (вікна), що викорис-
товується в методів SSA на ефективність спектраль-
ного аналізу. В роботі [7] показана доцільність спі-
льного використання методу SSA з технологією су-
рогатних даних.  

Разом з тим, в вказаних роботах не аналізува-
лася можливість спрощення попередньої обробки 
спостереження методом SSA шляхом його викорис-
тання лише в умовах порогового ВСШ. 

Тому мета даної роботи – підвищення ефектив-
ності спектрального аналізу на основі попередньої 
обробки сигналів методом SSA в умовах порогового 
ВСШ. 

2. Основна частина дослідження 
Модель даних представлена в дискретні мо-

менти часу n   має вигляд 

 ( ) ( ) ( )y n s n e n  , (1) 

де 1, ,n N  , корисний сигнал ( )s n  містить 
1, ,v V   гармонічних компонент ( )v vx n     

exp( ( ))v vj n    , що характеризуються ампліту-
дою v , частотою 2v vf    та фазою v , а ( )e n   
білий гаусівський шум. Більш повно модель подана 
в [7, 8]. 

Реалізація методу SSA та методів спектрально-
го аналізу, основаних на використанні підпросторів 
власних векторів КМ (таких як MUSIC, ESPRIT, 
Min-Norm та інших) передбачає формування матри-
ці даних та відповідної кореляційної матриці даних. 

У випадку методу SSA матриця даних (траєк-
торна матриця) має ганкелеву форму  
 [ (1) (2) ( )]KY y y y  , (2) 

де  ( ) ( ) ( 1) Tn y n y n m  y  , 1K N m   , 

1, ,n K  , ( )T  означає оператор транспонування. 
Величина m  визначає розмір вікна (сегменту) [2]. 

Вибір розміру вікна пов'язаний з теоремою Та-
кенса [7], що визначає особливості вкладення часо-
вих послідовностей та їх реконструкції. 

Оцінка КМ традиційно визначається як [1] 

 
1

1 1 ( ) ( )
K

H H

n
n n

K K 
  R YY y y ,  (3) 

де ( )H  означає оператор ермітового спряження. 

Спектральне розкладення КМ R  (за власними 
значеннями та векторами) може бути подане як [2] 

 

      H H
s ns s n n R U У U U У U , (4) 

де  sU  і nU   m V  і  m m V   матриці власних 

векторів (ВВ) підпростору сигналів (ППС) та шуму 
(ППШ). Вони пов’язані з V  та m V  власними зна-
ченнями (ВЗ) ППС та ППШ, які містяться в діагона-
льних матрицях  sЛ  і  nЛ .  

Оцінки частоти компонент сигналу методом 
Root-MUSIC можуть бути знайдені по сигнальним 
кореням поліному [2, 3]: 

 
 1( ) ( ) ( )

HH
n nrmP z z z a U U a ,  (5) 

де 1( ) [1, , , ]M Tz z z a  , exp( )z j  , nU  є матри-
цею ВВ ППШ. За аналогією можна знайти оцінки 
методом Root-Min-Norm. 

Модифікований метод SSA описано в [8]. Його 
особливістю є виконання SVD матриці даних та ви-
користання для відновлення матриці даних лише 
сигнальних сингулярних значень та векторів. Крім 
того, з сигнальних сингулярних значень віднімаєть-
ся середньоквадратичне відхилення шуму. До отри-
маної матриці даних, очищеної від шуму, застосову-
ється оператор усереднення, в результаті якого об-
числюється відфільтрована від шуму часова послі-
довність .( )filty n . Для оцінювання дисперсії шуму 
можуть бути використані традиційні вирази [1, 6, 8]. 

ССО використовує  цензурування оцінок дже-
рел випромінювання. Для відсіювання аномальних 
оцінок (викидів) використовується певна гіпотеза 
[6]. В нашому випадку оцінювання частоти компо-
нент сигналу вона може бути сформульована насту-
пним чином.  

H: Метод СА дозволяє одержати V  оцінок 
частот гармонічних компонент сигналу в секторах 
локалізації компонент сигналу cf . 

Запропонований варіант сумісного викорис-
тання методу SSA та методів спектрального аналізу 
включає такі кроки: 

Крок 1. Оцінити число гармонічних компонент 
сигналу [1]. 

Крок 2. За допомогою періодограми Бартлетта 
визначити сектори (кластери) локалізації гармоніч-
них компонент сигналу як C  інтервалів, що не пе-
рекриваються 

 
   , ,c 1L 1R CL CRf f f ff   , (6) 

де , , 1, ,iL iRf f i C    ліва і права межі i -го секто-
ру. 

Крок 3. Знайти оцінки частот гармонічних 
компонент сигналу методом спектрального аналізу 
(наприклад, Root-MUSIC) і перевірити  гіпотезу H . 
Якщо гіпотеза виконується, то оцінки частот гармо-
нічних компонент цього методу є остаточними оці-
нками частот гармонічних компонент. Перервати 
алгоритм (тобто перейти до кроку 6).  

Якщо гіпотеза не прийнята, то треба перейти до 
кроку 4. 
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Крок 4. Обчислити модифікований метод SSA 
по вхідним даним. 

Крок 5. Знайти оцінки частот гармонічних 
компонент сигналу методом спектрального аналізу 
при використанні кореляційної матриці даних, 
отриманої з використанням .( )filty n . 

Крок 6. Стоп. 

При проведенні моделювання розглянуто випа-
док, коли сигнал містить дві рівно потужні гармоні-
чні компоненти з 1 0.2f   Гц і 2 0.212f   Гц, 

64N  . Для отримання залежностей середньоквад-
ратичної похибки оцінювання (Root mean square 
error-RMSE) від ВСШ (SNR) виконувалося 1000L   
незалежних прогонів (повторень) моделювання. 
ВСШ визначалося як  

2 2
10

1
10log /

V
v

v

 
   

 
 , 

де 2  дисперсія шуму. СКП оцінювання частоти 
усереднена по числу сигнальних компонент [12].  

Порівнювалась ефективність методу Root-
MUSIC, Root-MUSIC з використанням SSA (Root-
MUSIC with SSA) та Root-MUSIC з використанням 
SSA в області порогового відношення ВСШ (pro-
posed approach). Результати імітаційного моделю-
вання наведені на рис. 1.  

Величина вікна як для методу SSA, так і мето-
ду спектрального аналізу 10m  .  

Як видно з аналізу рисунку, в області порогового 
ВСШ (від 14 дБ і нижче) ефективність запропоновано-
го підходу наближається до ефективності методу Root-
MUSIC з використанням SSA. Після цього ВСШ 
його ефективність визначається методом Root-
MUSIC, так як SSA не обчислюється. 

Ефективність запропонованого підходу зале-
жить від точності визначення кластерів локалізації 
гармонічних компонент сигналу. Це пояснюється 
тим, що саме за допомогою меж кластеру визнача-
ється чи можуть використовуватися безпосередньо 
оцінки методу спектрального аналізу, або має спо-
чатку обчислюватися метод SSA. 

R
 M
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 E

  

 
Рис. 1. СКП оцінювання частоти  

компонент сигналу в залежності від ВСШ 
 

Чим точніше визначено сектор, тим більше вели-
чина СКП оцінювання частоти запропонованого під-
ходу наближається до СКП Root-MUSIC з викорис-
танням SSA. 

Висновки 
В статті розглянуто оцінювання частот компо-

нент сигналу методами, основаними на використан-
ні підпросторів власних векторів КМ. При цьому 
здійснюється попередня обробка сигналів модифі-
кованим методом SSA. Використання запропонова-
ного підходу дозволяє покращити ефективність спе-
ктрального аналізу методами, основаними на вико-
ристанні підпросторів, в умовах порогового ВСШ. 

Суттєвою перевагою запропонованого підходу 
щодо обчислювальної складності є відсутність пот-
реби обчислення SSA (додаткового SVD чи EVD) в 
області середніх та високих ВСШ. 

Викликає інтерес узагальнення отриманих ре-
зультатів на випадок обробки сигналів антенних 
решітках, для системах радіозв’язку з MIMO, 
OFDM.  

Крім того, доцільним є узагальнення результа-
тів роботи [7] з урахуванням отриманих результатів.  
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Повышение эффективности спектрального анализа  
при предварительной обработке сигналов методом SSA  

в условиях порогового отношения сигнал- шум 
В. И. Василишин, В. В. Лютов, Д. С. Комин 

Ан н от а ци я .  Предмет статьи - методы спектрального анализа, метод сингулярного спектрального анализа 
(sіngular spectrum analysіsSSA). Цель данной статьи - повышение эффективности спектрального анализа (уменьшение 
среднеквадратической ошибки оценивания частоты) в условиях порогового отношения сигнал- шум (ОСШ) при предва-
рительной обработке сигналов методом SSA. Результаты. На основе ранее разработанного авторами метода простран-
ственного спектрального анализа, основанного на одновременном использовании нескольких методов спектрального 
анализа, и предварительной обработки сигналов на основе модифицированного метода SSA предложено осуществлять 
вычисление метода SSA в условиях порогового ОСШ и не осуществлять его вычисление в области средних и высоких 
ОСШ. Такое упрощение выполняется, учитывая высокую эффективность современных методов спектрального анализа в 
условиях средних и высоких ОСШ. Выводы. Проведенное исследование показало, что использование предложенного 
подхода в условиях порогового ОСШ позволяет получить точность оценивания частот гармонических компонент сигна-
ла, которая обеспечивается при использовании метода SSA, а в условиях средних и высоких ВСШ точность, которая 
определяется методом спектрального анализа. 

Ключевые слова:  сингулярный спектральный анализ; спектральное разложение матрицы; перетекание под-
пространств. 
 

Improving the performance of spectral analysis  
with preliminary signal processing by SSA method  
in the conditions of threshold signal-to-noise ratio 

V. Vasylyshyn, V. Lyutov, D. Komin  
Abstract.  The subject of the paper is the methods of spectral analysis, singular spectrum analysis method. The purpose 

of this paper is improving the performance of spectral analysis (reduction of the value of root mean square error of frequency 
estimation) in the condition of threshold signal-to-noise ratio (SNR) when using preliminary signal processing by SSA method. 
Results. Based on the author’s previously developed method of spatial spectral analysis based on joint using the several methods 
of spectral analysis and preliminary signal processing with using modified SSA the calculation of SSA in the case of threshold 
SNR is proposed. Furthermore, it is not necessary to calculate the SSA in the condition of medium and high SNR. This simplifi-
cation can be explained by the fact that in such conditions the performance of the modern methods of spectral analysis is high. 
Conclusions. The conducted investigation shows that using the proposed approach in the case of threshold SNR allows obtaining the 
accuracy of frequency estimation of harmonic components of the signal which is provided in the case of application of the SSA 
method. In the case of high and medium SNRs the accuracy is determined by accuracy of the method of spectral analysis. The ob-
tained results can be used for the communication channel state estimation and direction of arrival estimation of radiation source. 

Keywords:  singular spectrum analysis; spectral decomposition of matrix; subspace leakage. 


