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Аварія на Чорнобильській АЕС стала 
значним поштовхом у розвитку радіоеко-
логії як одного з найважливіших напрямів 
наукового підходу в дослідженні міграції 
радіонуклідів у екосистемах. Розташування 
Чорнобильської АЕС у зоні лісів та склад-
на динаміка аварійного викиду радіонуклі-
дів, їх атмосферного перенесення на значні 
відстані зумовили радіаційне забруднен-
ня значних площ сільськогосподарських 
угідь та населених пунктів Українського 
Полісся. Це, насамперед, природні кормові 
угіддя — випаси і сіножаті, а також лісові 
екосистеми, які здатні формувати значні 
дозові навантаження (50–90%) на населен-
ня внаслідок споживання ним забруднених 
радіонуклідами продуктів харчування лісо-
вого походження [1, 2]. Тому такі екосисте-
ми, як природні кормові угіддя (урочища) 
та лісові екосистеми, можна вважати по-
тенційно критичними.

Один з найефективніших способів ви-
вчення та прогнозування наслідків радіа-
ційного забруднення територій полягає у 
застосуванні математичного моделюван-
ня процесів міграції радіонуклідів у ра-
діаційно критичних екосистемах. Процес 
накопичення радіонуклідів біологічними 
системами протікає набагато швидше, ніж 
їх виведення, тому що радіонукліди вклю-
чаються в біологічний цикл і залишаються 

джерелом забруднення ще багато десяти-
літь поспіль. Зауважимо, що саме лісові 
екосистеми з-поміж усіх інших наземних 
екосистем можуть найдовше та у найбіль-
ших кількостях депонувати радіонукліди 
[3–8].

У більшості існуючих моделей міграції 
елементів у біологічних системах, у т.ч. лі-
сових екосистемах (табл.), використовують 
коефіцієнти зміни концентрації елементів 
для кожного компонента створеної моделі, 
які характеризують швидкості і кількості 
переходу досліджуваного забруднювача між 
усіма врахованими блоками останньої.

Кількість блоків (компартментів) за-
лежить від мети кожного окремого до-
слідження. Чим вищою має бути точність 
результатів і чим більшою складність влас-
не модельованої екосистеми, тим більше 
компартментів міститиме модель. Лісові 
екосистеми є одними з найскладніших на-
земних екосистем, тому і постає питання 
про доповнення компартментних систем 
новими об’єктами. Не всі компартменти 
лісу у відомих дослідженнях вивчено до-
статньою мірою, і труднощі їх дослідження 
зумовлено браком знань про причини та 
швидкості зміни концентрації радіонуклі-
дів у кожному з них [11–15]. Поряд із тим 
виникає нова проблема — невідомі кое-
фіцієнти, які характеризують швидкості 
зміни концентрацій радіонуклідів у ново-
утвореній системі.
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Метою нашої роботи було визначення 
теоретичними розрахунковими способами 
параметрів математичної моделі міграції 
радіонуклідів у лісовій екосистемі, числові 
значення яких є невідомими, а експеримен-
тальне вимірювання — ускладнене.

МАТЕРІАЛИ ТА МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕНЬ

Дослідження багаторічної динаміки пи-
томої активності 137Cs у компонентах лісо-
вих екосистем [16] та розроблення базової 
математичної моделі міграції радіонукліда 
компартментами екосистеми проводили за 
результатами вимірювань забруднення 137Cs 
лісового масиву поблизу с. Рудня-Повчан-
ська Лугинського р-ну Житомирської обл. 
Тип ґрунту на ділянці — дерново-середньо-
підзолистий супіщаний. Тип лісорослинних 
умов — В2 (свіжий субір). Товщина лісової 
підстилки становить 10–15 см.

Модель лісової екосистеми наведено у 
вигляді системи диференційних рівнянь 
першого порядку з початковими умовами 
та обмеженнями на параметри. Алгоритм 
реалізовано за допомогою комплексу про-
грам, основними з яких є: підпрограма, що 
реалізує метод розв’язання системи дифе-
ренціальних рівнянь за Рунге — Куттом; 
підпрограма безумовної мінімізації; підпро-
грама використання штрафних функцій за 
перевищення допустимих меж та головної 
програми, яка реалізує ітераційний процес 
оптимізації.

РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ  
ТА ЇХ ОБГОВОРЕННЯ

Ідея запропонованого методу полягає, 
насамперед, у створенні ідейно спорідненої 
з наведеними вище (табл.) системами базо-
вої моделі лісової екосистеми (рис. 1).

Математичні моделі міграції радіонуклідів у лісових екосистемах [9, 10]

№ пор. Назва моделі Автори Установа (організація)-розробник Країна

1 FORESTLAND Р. Авіла Державна адміністрація 
радіаційного захисту (SSI)

Швеція

2 FORESTLAND С. Фесенко,
Н. Санжарова

Всеросійський НДІ сільгосп-
радіології і агроекології 
(RIARAE)

Російська 
Федерація

3 FOA Р. Бергман Агенція з радіаційного захис-
ту (NDRE)

Швеція

4 RODOS РП. Калмон Інститут ядерної і радіаційної 
безпеки (IRSN)

Франція

5 FORESTLIFE A. Дворник,
T. Жученко

Фонд інформатизації 
Республіки Білорусь (BFI)

Республіка 
Білорусь

6 FORM М. Фріссел Міжнародне агентство з атом-
ної енергетики (IAEA)

Нідерланди

7 FORESTPATH I. Лінков Гарвардський університет США

8 ECORAD С. Мамікін Московський державний 
університет ім. М.В. Ломо-
носова (MSU)

Російська 
Федерація

9 FINNFOOD А. Рантаваара Центр радіаційної безпеки 
Фінляндії (STUK)

Фінляндія

10 LOGNAT М. Сімоне Університет Трієсту (UNITS) Італія

11 RIFE Г. Шоу Королівський коледж Великобританія

12 ЕКОМОДЕЛЬ І.І. Ясковець Інститут агроекології і при-
родокористування НААН

Україна
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Модель представлено системою дифе-
ренційних рівнянь першого порядку з по-
чатковими умовами та обмеженнями на 
параметри (1):

ДЖЕРЕЛО ЗАБРУДНЕННЯ (С0)

Дерево (С1)

Підлісок (С2)

Органічний шар (С3)

Обмінна фракція ґрунту (С4)

Глибокі шари ґрунту (С6)
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Фіксована фракція ґрунту (С5)

Рис. 1. Графічна формалізація компартментної моделі лісової екосистеми

де Сi(t) — концентрація радіонукліда у і-му 
компартменті, λij — константи швидкості 
переходу радіонукліда з і-го в j-й компарт-
мент, С0 — початкова концентрація радіо-
нукліда на момент забруднення, λ — період 
напіврозпаду радіонукліда.

Коли розробляються концептуальні та 
математичні моделі таких комплексних 
систем, то завжди є ризик, що важливі 
складові або їх взаємодії можуть бути про-
пущені або недооцінені. Ризик можна міні-
мізувати, якщо використати системний під-
хід на основі «інтерактивної матриці» [12]. 
У такій матриці компартменти системи, що 
її утворюють, розміщуються на головній 
діагоналі, а взаємодії між ними описуються 
недіагональними елементами. Запропоно-
вана модель має цілком визначені харак-
теристики, які і обумовлюють кількість 
компартментів: тип лісорослинних умов, 
вік і склад насадження, тип ґрунту тощо. 
У разі зміни однієї з характеристик змі-
нюються і значення констант швидкостей 
переходу і/чи концентрації радіонукліда 

(1)
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в компартменті Сі. Для їх визначення слід 
розв’язати задачу на з’ясування оптималь-
них параметрів, які зможуть забезпечити 
мінімальне значення неузгодженості між 
експериментальними та розрахунковими 
значеннями.

Задача з визначення оптимальних зна-
чень невідомих коефіцієнтів λij, які за-
довольнятимуть систему рівнянь (1) та 
умови і обмеження (2), а також забезпечу-
ватимуть мінімальне значення функціона-
лу (3), неузгодженого між модельними та 
експериментальними даними (за ідеальних 
умов має набувати нульового значення), 
має такий вигляд:

λ = −

= =

∑ ∑ 2

1 1

1 1
( ) ( ( ) ( )) ,

1, ... , , 1, ..., ,

m n
e m

ij i k i kJ C t C t
m n

i n k m

 (3)

де n — кількість компартментів, m — кіль-
кість експериментальних вимірювань, i —  
індекс, що вказує на експериментальні дані, 
1/m — індекс, що вказує на теоретичні роз-
рахунки.

Практично задача може бути розв’язана 
лише чисельно. Ідея алгоритму розв’язання 
задачі (1–3) полягає в тому, щоб звести її 
на умовний екстремум до задачі безумов-
ної мінімізації, яка може бути розв’язана 
чисельно з використанням одного із мето-
дів мінімізації функції багатьох змінних, 
якими наразі будуть λij, де і, j = 1, …, m + l. 
Значення λij базової моделі приймаються за 
початкові в ітераційному процесі пошуку 
оптимальних параметрів розширеної моде-
лі. Значення l дорівнює кількості доданих 
компартментів. Алгоритм реалізовано за 
допомогою комплексу програм, основними 
з яких є: підпрограма, яка реалізує розв’я-
зання системи диференціальних рівнянь 
методом Рунге–Кутта (1, 2); підпрограма 
безумовної мінімізації (3); підпрограма 
використання штрафних функцій за пере-
вищення допустимих меж (2) та головної 
програми, яка реалізує ітераційний процес 
оптимізації.

За результатами прогнозного моделю-
вання найбільш забрудненою частиною 
лісової системи є органічний шар, що збі-
гається з результатами більшості існую-

чих моделей (табл.). Якісний аналіз цього 
компартмента на основі даних польових та 
лабораторних досліджень дає всі підстави 
для ствердження, що гриби та мікроорга-
нізми відіграють основну роль у накопи-
ченні та утриманні радіонуклідів у цьому 
шарі. Фізико-хімічні механізми такого 
процесу і досі вивчаються. Для отримання 
кількісного опису міграції 137Cs у деталь-
ному дослідженні третього компартмента 
доцільно виділити гриби та міцелій у окре-
мий компартмент, а третій компартмент 
розглядати як два (3 — органічний шар та 
7 — гриби). Відтак, математична частина 
моделі доповнюється ще одним рівнян- 
ням:

= λ − λ + λ + λ7
37 3 73 7 7

( )
( ) ( ) ( )out

dC t
C t C t

dt
(4)

та, відповідно, невідомими коефіцієнтами 
швидкості накопичення і виведення 137Cs 
з нового, сьомого компартмента (λ37, λ73, 
λ7out), а рівняння для С3 (t) у системі (1) 
набуває такого вигляду:

 
= + λ + λ

+λ − λ + λ + λ + λ

3
3 0 13 1 23 2
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( ) ( ) .out

dC t
f C C t C t

dt
C C t

 (5)

На основі експериментальних даних 
про динаміку забруднення грибів розв’я-
зують задачу мінімізації неузгодженості 
між модельними та експериментальними 
даними, що дає змогу визначити оптималь-
ні коефіцієнти швидкості зміни концен-
трації 137Cs у компартментах 3 та 7. Якщо 
ці коефіцієнти лише частково забезпечать 
значення неузгодженості (4), і ця неузго-
дженість буде стійкою до зміни ділянок 
дослідження, тоді можна вважати, що такі 
оптимальні параметри і є шуканими кое-
фіцієнтами. Детально методику пошуку 
невідомих коефіцієнтів швидкостей зміни 
концентрацій у компартментних моделях 
викладено в роботі низки науковців [17]. 
Результати розрахунків за розширеною 
моделлю наведено на рис. 2.

Динаміка концентрації 137Cs у компарт-
ментах лісової екосистеми (рис. 2) збіга-
ється з результатами більшості існуючих 
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моделей (табл.). Це є свідченням відпо-
відності методики визначення невідомих 
параметрів у побудові компартментних 
моделей [17] та доцільності її викорис-
тання у разі розширення розмірності 
системи (1, 2) для детальнішого прогно-
зування поведінки радіонуклідів у екосис- 
темах.

Отже, запропонований спосіб визна-
чення невідомих параметрів є дієздатним, 
його ефективність — обернено пропорційна 
до кількості параметрів і залежить від адек-
ватності заміни відображення біологічної 
моделі математичною. Чим правильніше 
вибрано найважливіші біологічні проце-
си і зв’язки між ними, тим точнішими бу-
дуть прогнози математичної моделі. Цей 
метод доволі добре себе зарекомендував 
за моделювання міграції радіонуклідів у 
органах тварин [10]. Також ним можна ко-
ристуватися для визначення накопичення 
лікарських препаратів різними органами 
живих організмів [2]. Основна перевага 
цього методу полягає в математичному 
розв’язанні проблеми браку параметрів, 
а успіх виконання цього завдання зале-
жить від правильності його постановки, 
розмірності системи, кількості невідомих 

параметрів та точності представлених  
експериментальних даних.

ВИСНОВКИ

Компартментний спосіб моделювання 
обігу елементів у біологічних системах є 
найбільш простим та доцільним з погляду 
математики, оскільки прогнозування за 
цими моделями зводиться до розв’язання 
системи звичайних диференційних рів-
нянь із постійними коефіцієнтами. Основ-
на перевага цього методу полягає в мате-
матичному розв’язанні проблеми нестачі 
параметрів, а успіх виконання залежить 
від правильності постановки завдання, 
розмірності системи, кількості невідомих 
параметрів та точності представлених екс-
периментальних даних.

Чисельних способів їх розв’язування на 
сьогодні існує доволі багато. Запропонова-
ний нами — зручний і з погляду узгоджен-
ня біологічних процесів та взаємозв’язків 
між ними з формальними представлення-
ми цих процесів у математичних співвідно-
шеннях. Основним недоліком цих моделей 
є значна кількість невідомих параметрів, 
які характеризують швидкість процесів, що 
відбуваються в компартментах.

Рис. 2. Динаміка забруднення 137Сs компартментів лісової екосистеми: а — компартменти 3, 7;  
б — компартменти 1, 2, 4–6

а б
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