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ВСТУП
Важливе місце у складі агропромислового ком�

плексу України займає зернопромисловий підком�
плекс, до якого належать галузі, що займаються
переробкою зернових культур: борошномельно�
круп'яна та комбікормова.
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MODELLING OF A FLOUR MILLING ENTERPRISE ON THE BASIS OF QUEUING SYSTEMS

У статті запропоновано модель управління борошномельним підприємством з використанням апарату систем
масового обслуговування. На основі математичної моделі роботи борошномельного підприємства в динаміці отри�
мано прогноз функціонування підприємства на фазі прийому зернових культур та його основні операційні характе�
ристики. Показано, що отримання імовірнісного прогнозу діяльності борошномельного підприємства в стаціонар�
ному режимі не залежить від його початкового стану.

The article proposes a management model оf functioning a flour mill enterprise as a queuing system. Based on the
mathematical model of queuing systems theory, main operating estimates оf functioning a flour mill enterprise are
received. It is shown that obtaining of the probability prognosis of a flour mill enterprise in the steady regime is
independent of its initial state.
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Борошномельно�круп'яна галузь грає про�
відну роль у забезпеченні населення, а також
інших галузей харчової промисловості такими
соціально�значущими продуктами, як борошно
і крупи. Найважливішими чинниками, які впли�
вають на територіальне розміщення підприємств
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з виробництва даної продукції, є споживачі та
сировинні ресурси.

Україна має достатні можливості щодо за�
готівлі продовольчого зерна для виробництва
борошна та круп. Щорічна потреба країни в про�
довольчому зерні, зокрема для виробництва
хліба та хлібобулочних виробів, оцінюється від
5,7 до 7 млн т. Традиційно використовується
широкий спектр зернових культур. Головна роль
у продовольчому споживанні, звичайно, нале�
жить пшениці — 80%. На частку жита і гречки
припадає по 7% і 5% відповідно. Використання
рису і кукурудзи в середньому складає приблиз�
но 3%. Споживання інших зернових і зернобо�
бових культур на виробництво борошна та круп
традиційно незначне і разом складає близько 4%.

В Україні борошно є сировиною для найбільш
важливих продуктів харчування, тому виробниц�
тво цього товару в країні вважається стратегічним.
Офіційно зареєстровані статистикою обсяги ви�
робництва борошна в Україні за останніх 5 років
коливалися в межах 3 млн т. Відповідно до діючих
стандартів, вітчизняні борошномельні підприєм�
ства виробляють борошно наступних видів:

— пшеничне борошно чотирьох сортів (круп�
чатка, вищий, перший, другий, обойне);

— житнє борошно трьох сортів (сіяне, обдир�
не, обойне);

— житньо�пшеничне і пшенично�житнє
обойне борошно.

Також в Україні виробляється борошно дру�
гого сорту з твердої пшениці, кукурудзяне,
вівсяне, в незначних обсягах — рисове, ячмінне,
гречане, соєве. Причому, найбільшу частку в
структурі випуску борошна займає пшеничне бо�
рошно — близько 90% [1].

На сьогодні в Україні налічується близько
600 борошномельних підприємств, з них 200 —
комбінати хлібопродуктів. Потужності з вироб�
ництва борошна знаходяться на рівні понад 11
млн т. За офіційними даними, великі борошно�
мельні підприємства виробляють близько 70%
борошна від загального виробництва. У країні
також активно працює величезна кількість при�
ватних міні�млинів, сукупна потужність яких,
на думку незалежних експертів, дозволяє по�
крити потреби вітчизняного ринку борошна на
30%.

Виходячи з вищенаведених даних, Україна
має значний експортний потенціал у виробництві
борошна і здатна зайняти чільне місце серед
лідерів. А отже, актуальним є завдання удоско�
налення управління виробництвом борошно�
мельного підприємства.

У сільському господарстві робота борошно�
мельного підприємства може бути класифікова�
на як багатоканальна система масового обслу�
говування (СМО) з очікуванням (чергою). Тоб�
то партія зерна, що надійшла в момент, коли всі
канали обслуговування зайняті, стає в чергу і

Рис. 1. Структура виробництва борошна в Україні, %

Рис. 2. Схема роботи борошномельного підприємства
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чекає, поки не звільниться один з каналів. Бо�
рошномельне підприємство є системою з обме�
женим очікуванням, при цьому черга може об�
межуватися як довжиною, так і часом очікуван�
ня.

У процесі моделювання роботи борошно�
мельного підприємства, для розрахунку опера�
ційних показників його роботи згідно з [2] ви�
користовуються наступні характеристики СМО:

— інтенсивність надходження партій зерно�
вих в систему;

— інтенсивність обслуговування партій зер�
нових системою.

Наведемо деякі приклади операційних по�
казників роботи борошномельного підприєм�
ства:

— ймовірність відмови в обслуговуванні;
— відносна пропускна здатність системи;
— абсолютна пропускна здатність системи;
— середня кількість партій зернових у сис�

темі;
— середній час перебування партії зернових

у системі;
— середня тривалість перебування партії

зернових у черзі;
— середня кількість партій зернових у черзі

(довжина черги).
Розгляд борошномельного підприємства в

якості СМО на сьогоднішній день є досить по�
пулярним і широко використовується в роботах
[3], [4], [5], [6]. Цей підхід дозволяє використо�
вувати операційні показники роботи борошно�
мельного підприємства в якості критеріїв, які до�
помагають аналізувати наслідки зміни стратегії
роботи, наприклад при зміні стратегії "мінімаль�
ний середній час обслуговування" на стратегію
"мінімальна середня кількість партій зернових у
черзі". Отримані показники (як результат моде�
лювання) дозволяють більш точно складати про�
гнози і плани на майбутні періоди роботи
підприємства.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ
Отже, представимо борошномельне підприєм�

ство як систему масового обслуговування, до якої
на обслуговування надходить потік партій зерно�
вих, розподілений за законом Пуассона з парамет�
ром . При цьому інтенсивність обслуговування
кожної партії зернових є випадковою величиною,
яка має експоненціальний закон розподілу із па�
раметром . Схему роботи такої СМО з  k  обслу�
говуючими терміналами представлено на рисунку
2.

Поставимо завдання побудувати модель фун�
кціонування борошномельного підприємства в ста�
ціонарному та динамічну режимах роботи. Для
цього використаємо апарат СМО.

Розв'язання задачі.
Стохастична модель роботи борошномельного

підприємства в динамці представлена системою
лінійних однорідних диференційних рівнянь [2—6]:
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 де kmP  — ймовірність того, що в момент часу t
підприємство обслуговує  k  партій зерна, а m
партій очікують на обслуговування, тобто перебу�
вають у черзі.

Розглянемо модель (1) в стаціонарному ре�
жимі. Вона матиме вигляд:
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Визначимо ймовірності kP0 ( 0k ) із системи (2),
тобто ймовірності станів системи за відсутності
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Отже, ймовірність обслуговування   партій зер�
нових за відсутності черги та за умови стаціонар�
ності процесу визначається формулою:
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За наявності черги ймовірності станів kmP  бу�
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Тобто ймовірність обслуговування k партій зер�
нових, за наявності черги довжиною  m та за умови
стаціонарності процесу, визначається формулою:
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Для визначення  00P  використаємо той факт, що
сума ймовірностей повної групи несумісних подій
рівна 1, тобто
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Використовуючи формули суми геометричної
прогресії та розкладу функції e  в ряд можемо
стверджувати [7], що при досить великих k  і 10
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Отже, розв'язуючи систему (2) методом вира�
ження і підстановки члена 00P , легко отримати ма�
тематичне сподівання (середню кількість обробле�
них партій зернових):
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Розв'яжемо систему (2) використовуючи метод
імовірнісних твірних функцій. Для цього введемо

імовірнісну твірну функцію ki
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.

Вибравши з системи (2) тільки ті стани, в яких
присутня черга, отримаємо:
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Тоді помноживши рівності системи (7) на ...,,, 210 xxx
відповідно, а потім додавши їх, отримаємо [4]:
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Отже:
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Виконавши нескладні арифметичні дії та вра�
ховуючи, що , отримаємо:
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Запишемо умову нормування [4], для всіх не�
сумісних станів системи:

11 00PeA .



39
Передплатний індекс 21847

АГРОСВІТ № 8, 2015
Використовуючи знайдене вище 1A , отримає�

мо рівняння:
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з якого визначимо  00P :
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Для побудови сподіваної кількості оброблених
партій зерна обчислимо похідну  xA/  та її значен�
ня 1/A .
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Отже, розв'язавши систему (2) за методом
імовірнісних твірних функцій, отримаємо мате�
матичне сподівання кількості оброблених партій
зерна:
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(9).
Розглянемо систему (1) в динаміці. Для цього

представимо її у матрично�векторній формі
 

tPA
dt

tPd
,

де 

tP

tP

tP

tP

tP

tP

tP

tP

km

k

k

k

2

1

0

20

10

00

)(  — вектор ймовірностей станів

підприємства в момент часу  t ,
A  — матриця коефіцієнтів системи (1) при не�

відомих ймовірностях.
Вектор ймовірностей  )(tP  будемо шукати у ви�

гляді [4]
tyTtP ,

де T  — матриця, стовпцями якої є власні век�
тори матриці A , а ty  — невідома вектор�функція
відповідної розмірності. Тоді
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 — діагональна матри�

 
  

0(0) 0,6065 
0(1) 0,3032 
0(2) 0,0758 
0(3) 0,0126 
0(4) 0,0016 
1(4) 0,0002 
2(4) 0,0001 

 
  

3(4) 0
4(4) 0
5(4) 0
6(4) 0
7(4) 0
8(4) 0

Таблиця 1. Розв'язки системи
в стаціонарному режимі
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Рис. 3. Динаміка змін 00P
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ця, елементами якої є характеристичні корені n

матриці A .
Розв'язуючи рівняння (10), отримаємо:
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ty

ty

0

0

0

0,0,0
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1

2

1

2

1

21
2

1

(11),

де niyi ,1,0  є координатами вектора  00 1PTy ,
а  TP 0...010  — вектор початкових ймовірнос�
тей станів підприємства.

Визначивши за формулою (11) вектор ty , от�
римаємо розв'язки системи (1):

 tyTtP (12).
Отже, розв'язавши систему (1), ми отримаємо

математичне сподівання (середню кількість партій
зернових, оброблених борошномельним підприє�
мством):

 

0m
kmmPM .

Чисельний експеримент.
Застосуємо отримані вище результати на прак�

тиці. Встановимо наступні початкові умови: нехай
інтенсивність надходження зернових складає 5
партій/год. Інтенсивність обслуговування складає
10 партій/год, по 2 тонни в кожній партії. Тоді,
 

60
5

, 60
10

. Нехай  4k , 8m .

Використовуючи (5), імовірність простою
підприємства  624,000P , а середня кількість партій
зерна, оброблених борошномельним підприєм�
ством,  513,0M  (див. (6)).

Аналогічно за формулами (8), (9) отримаємо
такі ж результати:  624,000P ,  513,0M .

Проте, якщо розв'язати систему (2) стандарт�
ним алгебраїчним методом, замінивши останній
рядок системи (2) на умову нормування та вико�
ристовуючи метод оберненої матриці, отримаємо:
 606,000P ,  506,0M .

Використавши (5), розв'язки системи в стаціо�
нарному режимі подамо в таблиці 1.

Перехід роботи системи в стаціонарний режим
відбувається за 70 хв і демонструється на рис. 3.

ВИСНОВКИ
У статті розглянуто стохастичну модель робо�

ти борошномельного підприємства на основі сис�
теми масового обслуговування з  k  каналами. Роз�
глянуто стаціонарний та динамічний режими ро�
боти підприємства. Для стаціонарного випадку ро�
боти сподівану кількість оброблених підприєм�
ством партій зернових знайдено двома методами:
методом підстановок та методом імовірнісних
твірних функцій. Для динамічного випадку модель
функціонування борошномельного підприємства
представлено у вигляді матричної системи дифе�
ренціальних рівнянь, яка була розв'язана методом
діагоналізації матриці коефіцієнтів. На прикладі
показано, що середня пропускна здатність борош�

номельного підприємства з часом стабілізується,
тобто підприємство переходить у стаціонарний
режим роботи. Отримані результати можна вико�
ристовувати для оцінки середнього завантаження
борошномельних підприємств та планування їх ви�
робничих потужностей.
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