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Демонстрируется эффективность и простота применения метода идентификации краевых условий при 
нахождении приближенного решения в задаче устойчивости отсека крыла. На реальных примерах пока-
зана хорошая сходимость получаемых решений и важность правильного учета действительных краевых 
условий. 

* * * 
Продемонстровано ефективність і легкість застосування методу ідентифікації крайових умов при знахо-
дженні наближеного розв’язку в задачі стійкості відсіку крила. На реальних прикладах показано добру 
збіжність отриманих розв’язків і важливість правильного врахування крайових умов. 

* * * 
Efficiency and simplicity of application of method of boundary conditions identification at finding of approx-
imate solution in the problem of wing section buckling. Good convergence of found solutions and importance of 
proper taking into consideration of real boundary conditions were shown on real examples. 

 
Авиация и космонавтика являются той областью 

человеческой деятельности, в которой ошибка мо-

жет привести к катастрофе. В этой области с науч-

но-технической точки зрения наиболее остро стоит 

проблема устойчивости, которая еще весьма далека 

от разрешения. Метод идентификации краевых ус-

ловий [1,2,3], разработанный авторами, призван 

способствовать рациональному решению сущест-

вующей общемировой проблемы. 

Идея метода изложена в работе [3], где для рас-

смотренных задач получены точные решения. Одна-

ко наибольший интерес представляют задачи, не 

допускающие точных решений. Таковыми являются 

все задачи устойчивости несущих элементов аэро-

космической техники. 

Целью данной работы является: 

– методическое проведение метода идентифика-

ции краевых условий в том случае, когда не удается 

как точно идентифицировать краевые условия, так и 

точно решить собственно задачу устойчивости для 

элемента системы; 

– исследовать сходимость приближенных реше-

ний к точному; 

– выполнить анализ влияния параметров систе-

мы, являющейся одномерным аналогом отсека кры-

ла, на ее устойчивость для установления ведущих 

параметров. 

Упрощенная модель отсека крыла представляет 

собой бесконечную периодическую стержневую 

систему, изображенную на рис.1. Панели и нервюры 

рассматриваются как широкие стойки (горизонталь-

ные – это панели, вертикальные – нервюры). Верх-

ние панели сжаты силой P , нижние растянуты си-

лой kP . 

 
Рис.1. Упрощенная модель отсека крыла 

Задача в такой постановке была решена в работе 

[1]. Было показано, что в силу периодичности для 

исследования устойчивости всей системы достаточ-

но рассмотреть один отсек (рис.2). Кроме того, с 

помощью предложенного в работах [1–3] метода, 

устойчивость всего отсека (рис.2) можно свести к 
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устойчивости только нервюры, что описывается 

краевой задачей (параметр устойчивости входит в 

краевые условия): 
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В [2] показано, что для задач, допускающих точ-

ный анализ, метод приводит к точному решению. 

Для данной задачи – это наименьший положитель-

ный корень трансцендентного уравнения 

   022 2   cthctg . (3) 

 
Рис. 2. Представительный элемент системы 

Предположим, что получить решение в замкну-

том виде невозможно. Для нахождения приближен-

ного решения воспользуемся методом Ритца. Вос-

станавливая из краевой задачи (1) функционал энер-

гии, получим 
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Решение будем искать в виде 
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где )X(x  – базисные функции. 

Главные граничные условия будут удовлетворе-

ны, если в качестве базисных функций принять 

)
2

sin( xn  или   nPx21 , где nP  – полиномы Лежанд-

ра. 

Условие минимума потенциальной энергии при-

водит к системе линейных алгебраических уравне-

ний относительно коэффициентов nW . В коэффици-

енты этой системы критическая сила P  входит 

трансцендентным образом. Удерживая в ряду (5) N 

членов, получим 
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Критическая сила P  находится из условия ра-

венства нулю определителя системы (6): 

0det R .   (7) 

Заметим, что если в качестве базисных функций 

выбрать   nPx21  и взять не менее двух членов 

суммы (5), то после раскрытия определителя полу-

чим трансцендентное уравнение (3). Это объясняет-

ся тем, что точным решением для функции прогиба 

стойки является полином третьей степени (см.[3]). 

Основное достоинство (имеются и другие) дан-

ного метода очевидно: решается только задача ус-

тойчивости нервюры, а ее взаимодействие с сосед-

ними элементами учитывается путем идентифика-

ции краевых условий для рассматриваемого элемен-

та системы. В том случае, когда удается точно уста-

новить краевые условия, получается точное решение 

задачи для всей системы (в задаче (1) краевые усло-

вия точные). 

Как отмечалось выше, критический параметр 

входит в уравнение (7) трансцендентным образом. 

Это обстоятельство может быть расценено как не-

достаток метода, поскольку не удается получить 

обобщенную задачу на собственные значения для 
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матриц. Однако этот недостаток – лишь кажущийся 

в силу следующих причин: 

– известен интервал  21, PPA  , которому при-

надлежит решение уравнения (7); 

– могут быть использованы эффективные чис-

ленные методы отыскания корней уравнения (7) 

(метод половинного деления на практике дает ре-

шение с точностью до 0.1% за 6–10 итераций); 

– вычисление определителя требует меньшего 

числа операций, чем решение обобщенной задачи на 

собственные значения; 

– отпадают ограничения на такие свойства мат-

рицы R , как симметричность и положительная 

определенность; 

– во многих случаях интервал A  можно сузить. 

В рассматриваемой задаче можно принять 
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Если сама стойка нагружена силой Pkc , то в 

функционале энергии (4) добавится слагаемое 
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а границы интервала A , в котором находится иско-

мое решение, определяются как 
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В приведенном выше решении были использова-

ны точные значения коэффициентов жесткости iC  

(2), полученные в работе [3]. Если предположить 

невозможность точного определения этих коэффи-

циентов (например, стойка переменной жесткости), 

то их приближенное значение можно найти, вос-

пользовавшись методом Ритца. Рассмотрим стержни 

1, 2 как один с жесткостью 1D . Функционал энергии 

для него имеет вид 
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где M  – единичный момент, действующий в уз-

ле крепления нервюры. 

Решение ищется в виде (3), где в качестве базис-

ной системы выбирается система 

))12cos(()X( xnx  , полная в энергетической 

норме оператора, выводимого из функционала (8) 
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Минимизируя функционал энергии (8) по коэф-

фициентам nW , придем к бесконечной системе ли-

нейных алгебраических уравнений относительно 

nW . Удерживая в ряде (5) N членов и решая систему 

N уравнений, можно определить такие приближен-

ные значения коэффициентов жесткости, как 
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В частном случае при constD 1  имеем: 
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Ряд в равенстве (9) суммируется и имеет значе-

ние коэффициента 1C  в формуле (2), что и следова-

ло ожидать. Аналогично определяется значение 

коэффициента 2C : 
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Ниже приводятся некоторые численные резуль-

таты. На рис.3 показана зависимость относительной 

погрешности определения критической силы 

P
PPN

P


 %100  от N , где NP  – приближенное 

значение критической силы при удержании N  чле-



Проектування аерокосмічних літальних апаратів 9

нов ряда в (5), а P  – точное значение из (3). Можно 

видеть, что при количестве членов ряда, большем 

десяти, погрешность определения критической силы 

не превышает 2%. Для расчета брались точные зна-

чения коэффициентов iC  (2). 
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Рис.3. Сходимость приближенного значения 

 критической силы 

Аналогичный график для коэффициента 1C  (9), 

изображенный на рис. 4, также показывает хорошую 

сходимость приближенных значений коэффициента 

жесткости к точному. 
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Рис. 4. Сходимость коэффициентов жесткости 

Рассмотрим систему с жесткостями DDi   для 

5...1i , нагруженную силами 2

2

4l
DP 

 , 1k , 

2

2

4l
Hkc   (стержни нагружены соответствующими 

эйлеровыми критическими силами для случая шар-

нирного соединения элементов). Полученные реаль-

ные критические силы в 1,6 раза больше эйлеровых. 

Аналогично для жесткой заделки узлов ( 2

2

l
DP 

 , 

1k , 2

2

4l
Hkc  ) реальная критическая сила меньше 

в 2,5 раза. Таким образом, при подмене реальных 

граничных условий критическая сила занижается в 

1,6 раза или завышается в 2,5 раза! 

В качестве параметрических исследований при-

водится зависимость относительной критической 

силы (
D

lP 2

24


  , 1k , 0ck ) от относительных 

жесткостей нижней панели   и нервюры   (рис.5), 

а также зависимость относительной критической 

силы ( 1 , 0ck ) от относительной жесткости 

нижней панели   и коэффициента k  (рис.6). 

 
Рис.5. Зависимость критической нагрузки 
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Рис.6. Зависимость критической нагрузки  

от жесткости нижней панели 
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Как видно из рис. 5, влияние изгибной жесткости 

нервюры на критическую нагрузку весьма значи-

тельно во всем диапазоне изменения параметра  . 

При неограниченном возрастании параметра   

кривые асимптотически приближаются к 4  вне 

зависимости от жесткости нижней панели. 

Влияние последней на устойчивость хотя и ме-

нее значительно, но также существенно (рис.6) и 

имеет примерно такой же порядок, как и влияние 

растягивающего усилия в нижней панели (параметр 

k ). 

Попытка учета влияния жесткости нервюр на ус-

тойчивость панели была предпринята в работе [4], 

которая, несомненно, ошибочна, поскольку: 

– совершенно не учтено влияние нижней панели; 

– жесткости нервюр определяются принципи-

ально неверно. 

Следствием ошибочности работы [4] является 

неверный вывод авторов о возможности использо-

вания расчетной модели верхней панели в виде не-

разрезной шарнирно опертой на жесткие опоры 

пластины. Авторы работы [4] позаимствовали не-

верные зависимости для жесткостей нервюры из 

статьи [5], в которой есть ссылка на еще более ран-

нюю работу*. 

 

Заключение 
 

Метод идентификации краевых условий является 

эффективным и простым средством решения задач 

упругой устойчивости сложных конструкций, не 

допускающих точный анализ. Применение метода 

позволило свести задачу устойчивости сложной 

конструкции к одному элементу, тем самым сделать 

более качественное ее исследование. 

                                                        
* Белоус А.А., Гришин В.В. Устойчивость и опти-
мальные параметры многопролетных панелей крыла 
большого удлинения // Современные проблемы 
строительной механики и прочности летательных 
аппаратов. Тезисы докладов МАИ на всесоюзной 
конференции.– М.: Изд.МАИ, 1983. 
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