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Рассмотрена задача устойчивости тонких пологих оболочек вращения переменной толщины в геометри-
чески нелинейной постановке. По конечноэлементной методике исследовано влияние переменности 
толщины на напряженно-деформированное состояние, устойчивость и закритическое поведение защем-
ленных по контуру сферических панелей при действии равномерно распределенного нормального давле-
ния. Обоснована достоверность полученных результатов. Изучены вопросы рациональности повышения 
несущей способности оболочек за счет увеличения толщины. 
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Введение 

 
Потеря устойчивости часто определяет несущую 

способность тонких оболочек, что особенно харак-

терно для гибких пологих оболочек вращения [1], 

широко применяемых в различных областях техни-

ки, в частности в авиационных и космических аппа-

ратах, в виде элементов несущих конструкций: 

днищ топливных баков, люков, обтекателей и др. 

Обычно из соображений простоты изготовления эти 

конструкции выполняются с постоянной толщиной. 

Задачи устойчивости для пологих оболочек враще-

ния постоянной толщины являются классическими в 

геометрически нелинейной теории оболочек и по-

этому отражены достаточно широко в литературе  

[1 – 8]. На этих оболочках изучаются нелинейные 

задачи, исследуются и тестируются методы и алго-

ритмы их решения. 

При проектировании для повышения несущей 

способности имеется ряд способов увеличения об-

щей жесткости всей конструкции за счет более ра-

ционального распределения материала в объеме 

оболочки. Одним из таких приемов является конст-

руирование оболочки с переменной толщиной [2]. 

Иногда оказывается необходимым соединить две 

оболочки неравной толщины или с разными радиу-

сами кривизны. Прочность конструкции в этой зоне 

обычно повышают, плавно меняя толщину. Для ре-

шения упомянутых проблем необходимо использо-

вать эффективные численные методы нелинейного 

расчета на устойчивость оболочек переменной тол-

щины и выполнять исследования при варьировании 

законов изменения толщины изучаемой конструк-

ции. Переменность толщины значительно усложня-

ет в теории оболочек разработку методов расчета и 

само решение задач устойчивости гибких оболочек 

[3]. Задачи устойчивости для пологих осесиммет-

ричних панелей переменной толщины при действии 

силовых нагрузок даже в осесимметричной поста-

новке слабо изучены [2 – 5] и поэтому выполненные 

исследования не дают полной и цельной картины о 

влиянии хотя бы линейного изменения толщины на 

устойчивость рассматриваемого класса оболочек. 

Авторами в целях заполнения указанного пробела 

предпринята попытка оценить эффективность таких 

оболочек и, в частности, в сравнении с оболочками 

постоянной толщины. 

 
1. Формулирование проблемы 

 
Изучается влияние линейных законов распреде-

ления толщины по меридиану на устойчивость по-

логих осесимметричных панелей в целях поиска 

рациональных форм и оценки способов повышения 

их несущей способности. Исследование напряжен-

но-деформированного состояния, устойчивости и 
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закритического поведения неоднородных оболочек 

проводится по представленной в [9 – 11] методике, 

основанной на геометрически нелинейных соотно-

шениях трехмерной теории термоупругости и поло-

жениях моментной схемы метода конечных элемен-

тов [10, 12]. Такой подход позволяет исследовать на 

основе единой методологии тонкие оболочки с гео-

метрическими особенностями по толщине, с неод-

нородностями материала, при сложном термосило-

вом нагружении. Вопросы численного обоснования 

методики для гладких, ребристых и ослабленных 

выемками и отверстиями гибких оболочек рассмот-

рены в работах [13 – 15]. 

 
2. Решение проблемы 

 
Определенные результаты по рассматриваемой 

проблеме имеются в работах Б.Я. Кантора [3, 4], где 

с позиции теории гибких пологих оболочек иссле-

довалась устойчивость, жестко защемленных по 

контуру осесимметричных сферических панелей 

линейно-переменной толщины, нагруженных рав-

номерно распределенным давлением интенсивно-

стью q. Материал оболочки изотропный. Для этих 

оболочек (рис. 1) в настоящей статье приведены 

результаты исследования сходимости и точности 

получаемых по методу конечных элементов (МКЭ) 

нелинейных решений с рассмотрением полного 

диапазона изменения параметра переменной толщи-

ны, в котором происходит потеря устойчивости па-

нели. 

 

 
 

Рис. 1. Сферическая панель переменной 
толщины 
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где r  – радиус точки в плане; a  – радиус панели в 

плане; h r( )  – толщина панели; hr 0  – толщина в 

центре панели; H – стрела подъема панели; u1' – 

нормальное перемещение в декартовой системе ко-

ординат xi' ; R – радиус срединной поверхности 

панели (см. рис. 1). 

Приняты следующие значения упругих и геомет-

рических параметров панели: модуль упругости 

E  19 6 104, МПа; коэффициент Пуассона 0,3  ;  

а = 1 м; 0,05H  м; =0 0,01rh  м. 

Рассматривались панели, для которых распреде-

ление толщины h r( )  (рис. 2) в [3, 4] было задано 

линейной функцией следующего вида: 

 h b r h b ro r o( ) ( )=0,   1 1 ,  (2) 

где b h ho r r =1 =0  – безразмерный параметр, за-

дающий толщину панели на контуре и определяю-

щий конкретный характер изменения толщины па-

нели. На рис. 2 – 8 каждому виду изменения толщи-

ны соответствует свой значок (см. рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Варианты переменной толщины 
h b ro( , )  сферической панели 

 
Панели исследовались при разных значениях па-

раметра переменной толщины bo . Определялся 

диапазон изменения параметра bo , в котором про-

исходит потеря устойчивости. 
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На рис. 3 и 4 представлены диаграммы "нагрузка 

– прогиб в центре панели" и зависимости верхнего 

qк
в
р  и нижнего qк

н
р  критических давлений от вели-

чины параметра толщины bo . Установлено, что по-

теря устойчивости панели происходит в диапазоне 

0 2,5ob  . При 2,5ob   на диаграммах "нагрузка 

– прогиб” критические точки отсутствуют и панель 

становится устойчивой. 

 

 
 

Рис. 3. Диаграммы “нагрузка – прогиб” для 
сферической панели переменной толщины 

 
Из [3, 4] следует, что деформирование рассмат-

риваемых оболочек происходит по осесимметрич-

ным формам. Поэтому за расчетную модель для 

МКЭ принята четверть сферической панели. Иссле-

дование сходимости показало, что расхождение ре-

шений по верхней критической нагрузке для разных 

значений параметра bo  составило, например для 

сеток 1212 КЭ и 2020 КЭ, 2 – 6%. Исходя из того, 

что деформирование оболочки в закритической об-

ласти имеет более сложные формы, чем в докрити-

ческом состоянии, за расчетную принята сетка 

2020 КЭ. 

Сравнение полученных результатов показывает 

хорошее совпадение не только верхнего и нижнего 

критических давлений (рис. 4), но и практически 

полное совпадение диаграмм “нагрузка – прогиб” 

(рис. 3) на рассмотренном в [3, 4] интервале измене-

ния параметра bo  (1 2 bo ). 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость qк
в
р  и qк

н
р  от параметра 

толщины bo  
 

На первом участке ( 0 1 bo ) такому линейно-

му увеличению объема соответствует практически 

линейное возрастание верхней критической нагруз-

ки. Для первого участка характерные формы дефор-

мирования и потери устойчивости представлены на 

рис. 5, а, б. 

На втором участке (1 1,75ob  ) увеличение 

объема панели не ведет к возрастанию верхнего 

критического давления: на интервале до bo =1,2 оно 

уменьшается, а на интервале от 1,2 до 1,75 – увели-

чивается. При этом происходит последовательное 

трансформирование форм деформирования и потери 

устойчивости (рис. 5, в, г). 

На третьем участке (1,75 2,5ob  ), которому 

соответствует единственная форма деформирования 

и потери устойчивости (рис. 5, г), с увеличением 

объема панели последовательно возрастает верхняя 

критическая нагрузка. 

Полученный эффект падения на втором участке 

верхней критической нагрузки, очевидно, можно 

объяснить происходящей на этом участке сменой 
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формы деформирования. Это подтверждается тем, 

что, начиная со значения параметра 1, 2ob  , когда 

устанавливается стабильная форма деформирования 

панели (рис. 5, г), величина верхнего критического 

давления последовательно возрастает. 

 
  0 0,5ob  , k  5  
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б) 0,5ob 

  
 

 
в) bo  1  
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Рис. 5. Формы потери устойчивости оболо-
чек различной переменной толщины 

 
При увеличении параметра толщины bo  имеем 

последовательное увеличение величины нижней 

критической нагрузки (рис. 4). Точка слияния кри-

вых для qк
в
р  и qк

н
р  дает предельное значение пара-

метра bo =2,5, при котором панель перестает терять 

устойчивость. 

Более полно и детально картина перестройки 

форм деформирования и потери устойчивости пане-

лей представлена на рис. 6. 

Для количественного и качественного анализа 

деформированных форм штрих-пунктирной линией 

изображена исходная форма оболочки. На меридиа-

нах осесимметричных оболочек отмечены характер-

ные места деформирования – центры образовавших-

ся вмятин и середина панелей. 

 

 
 
а 
 
 

 
 
б 
 

Рис. 6. Эволюция форм потери устойчивости оболо-
чек при изменении параметра bo : 

а – при 0 1 bo ;  б – при 1 2,5ob   
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Рис. 7. Диаграммы “нагрузка – энергия деформирования” 
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Рис. 8. Диаграммы “нагрузка – напряжения” 
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При изменении параметра bo  от 0 до 2,5 проис-

ходит смещение центра вмятины от края к середине 

панели. При bo > 1,2 вмятина локализуется в центре 

оболочки. Перемещения центральной части панели 

при 0,5ob   незначительны; при bo > 0,5 наблюда-

ется проседание центра панели, которое, начиная с 

bo > 1,2, принимает определяющий характер – ста-

новится местом выхлопа. Описанные изменения 

месторасположения вмятины в формах деформиро-

вания и потери устойчивости оболочек соответст-

вуют направлению смещения участка панели с наи-

меньшей жесткостью. 

Рассмотрим результаты анализа полной W , 

мембранной W м  и изгибной W и  энергий деформи-

рования (рис. 7). В докритической области изгибная 

энергия относительно невелика, а деформирование 

оболочки определяется в основном нелинейным 

возрастанием мембранной энергии. На закритиче-

ском участке происходит преобладающее возраста-

ние изгибной энергии при относительной стабили-

зации мембранной. 

Приведенное распределение энергий деформи-

рования соответствует установившемуся представ-

лению об изменении мембранной и изгибной со-

ставляющих для пологих панелей при действии рас-

пределенной нагрузки. 

Для демонстрации изменения напряженного со-

стояния оболочки при варьировании параметром bo  

на рис. 8 приведены диаграммы “нагрузка – напря-

жения” для мембранных и изгибных компонент тен-

зора напряжений (меридиональных 22  и окружных 

33 ), которые взяты у защемления. В докритиче-

ской стадии малые по величине мембранные и из-

гибные напряжения увеличиваются линейно с за-

метным преобладанием мембранных компонент. На 

закритическом участке изгибные напряжения изме-

няются в существенно большем диапазоне, чем 

мембранные. Можно отметить, что после потери 

устойчивости наблюдается тенденция к стабилиза-

ции мембранных и изгибных напряжений. 

 
Заключение 

 
Достоверность и точность полученных результа-

тов обоснована численными исследованиями схо-

димости конечноэлементных нелинейных решений 

и сопоставлением с нелинейными результатами ра-

бот Б.Я. Кантора. 

Проанализирована несущая способность пологих 

панелей в процессе последовательного изменения 

характера распределения переменной толщины. По-

лученные результаты можно использовать для ра-

ционального проектирования пологих оболочек 

вращения. 

Результаты решения задачи оптимизации объема 

материала для подобных сферических панелей не-

прерывно-переменной толщины при ограничении по 

устойчивости, полученные в [2], показывают, что 

более рациональным является утолщение оболочки 

в ее центральной (менее жесткой) части, а не по 

краям, где оболочка защемлена. Подобный вывод 

сделан в одной из первых работ для цилиндричес-

ких свободно опертых оболочек с линейно изме-

няющейся толщиной при внешнем равномерном 

давлении [17], где отмечено, что оболочки, утон-

чающиеся к краям, выдерживают более высокие 

критические давления, чем оболочки с утолщением 

по контуру. Таким образом, установлено, что менее 

жесткая средняя часть оболочек более нуждается в 

усилении, чем края оболочки у опор. Этот эффект 

подтверждается и в нашей работе [18], где приведе-

ны результаты исследований устойчивости и закри-

тического поведения пологих сферических панелей, 

у которых на краях толщина зафиксирована и не 

меняется, а в центре последовательно (от одной за-

дачи к другой) увеличивается. В той же работе [18] 

выполнено сравнение с оболочками постоянной 

толщины, изучено напряженно-деформированное 

состояние, приведены формы нелинейного дефор-
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мирования и потери устойчивости. По результатам 

сравнений оболочек с равным расходом материала, 

но с различными законами линейной толщины, про-

веден анализ их эффективности. 

Для крупных оболочечных форм (особенно ме-

таллических) полученные результаты можно пони-

мать как "нетехнологичные", так как криволинейная 

форма и переменная толщина (даже простейшая 

линейная) создают практически непреодолимые 

препятствия при изготовлении конструкции. Сохра-

нить рациональность распределения материала в 

оболочках линейно-переменной толщины при неиз-

менном расходе материала можно, если от криволи-

нейной формы срединной поверхности панели пе-

рейти к вписанной в нее граненной форме и заме-

нить гладкую линейно-переменную толщину сту-

пенчато-переменной. В этом случае при изготовле-

нии, например, стальных оболочек используется 

плоский листовой прокат из существующего стан-

дартного сортамента [19]. Проведенные исследова-

ния подобных граненных пологих сферических па-

нелей ступенчато-переменной толщины [20] показа-

ли, что, регулируя эксцентричность соединения гра-

ней оболочек, можно существенно изменять (увели-

чивать или уменьшать) величину критических на-

грузок. При проектировании такой подход рекомен-

дуется применять как дополнительный прием для 

рационального распределения материала. 

Обобщая изложенное, можно сделать вывод, что 

использование линейной и ступенчато-переменной 

толщин дает проектировщикам эффективные спосо-

бы существенного повышения несущей способности 

тонких пологих оболочек. Полученные результаты 

расширяют наши знания о нелинейном деформиро-

вании, потере устойчивости, закритическом поведе-

нии и рациональном распределении материала для 

таких важных для практики конструктивных эле-

ментов, как пологие сферические оболочки враще-

ния. 

В дальнейшем представляется необходимым 

изучение влияния различных законов температурно-

го нагрева на напряженно-деформированное состоя-

ние, потерю устойчивости и закритическое поведе-

ние рассмотренных оболочек. 
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