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НАКОПЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В ТОЛСТОСТЕННОМ ЦИЛИНДРЕ,  
ОБУСЛОВЛЕННОЕ УДАРАМИ ОБОЛОЧЕК 

 
Теоретически изучены закономерности изменений размера и формы внутренней поверхности толсто-
стенного цилиндра конечной длины, вызванных циклическим ударно-контактным взаимодействием с 
последовательным рядом оболочек, испытывающих действие импульсного давления.  
 
перемещения остаточные, деформации пластические, удар оболочек, нагружение импульсное  

 
Введение 

 
При импульсной штамповке деталей аэрокосми-

ческой техники и двигателей вследствие ударов за-

готовок по матрице в последней возникают и накап-

ливаются пластические деформации [1], а следова-

тельно, изменяются размеры и форма контактной 

поверхности. Во избежание брака предельные изме-

нения размеров контактной формующей поверхно-

сти матрицы ограничиваются допуском. Подобные 

процессы и ограничения наблюдаются, например, в 

казенной части артиллерийского орудия при ударах 

гильз во время выстрелов. 

В литературе явления накопления деформаций и 

перемещений в механических системах соударяю-

щихся твердых тел описаны с качественной стороны 

[2], но отсутствуют количественные исследования и 

описания методик таких исследований. 

Механико-математические модели (МММ) таких 

механических систем существенно нелинейны в 

связи с формулированием контактных условий и 

условий пластичности в виде неравенств относи-

тельно искомых функций НДС и не имеют аналити-

ческих решений. Метод численной реализации 

МММ должен позволять анализировать процессы в 

широком диапазоне, включая свободное движение 

оболочки, удар и волновую картину напряжений, 

продуцирующих пластические деформации, ударно-

колебательные движения элементов, вплоть до ус-

тановления стационарных НДС для определения 

остаточных полей деформаций, перемещений и на-

пряжений.  

Статья посвящена теоретическому анализу про-

цессов накопления остаточных перемещений, про-

гнозу изменения перемещений и методике опреде-

ления предельного по допуску на изменение разме-

ров количества циклов взаимодействия оболочек и 

толстостенного элемента упомянутых выше меха-

нических систем. 

 
1. Описание МММ 

 
Рассмотрена модельная осесимметричная меха-

ническая система, состоящая из толстостенного ци-

линдра и двенадцати тонкостенных цилиндрических 

оболочек (рис.1). В течение одного цикла взаимо-

действия очередная оболочка, деформируемая им-

пульсным давлением изнутри (1), взаимодействует 

ударным способом с цилиндром, вследствие чего в 

последнем откладываются пластические деформа-
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Рис. 1. Схема и обозначения 
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ции и изменяются размеры и форма. В следующем 

цикле цилиндр взаимодействует с новой оболочкой 

и так далее. В результате взаимодействия с множе-

ством оболочек в цилиндре накапливаются пласти-

ческие деформации и перемещения.  

Каждая оболочка с внутренним радиусом  

r1 = 68 мм, толщиной δ = 1 мм и высотой H = 80 мм 

нагружается изнутри импульсным давлением, ха-

рактерным для гидродинамической штамповки или 

выстрела, 
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где t – время от начала цикла взаимодействия;  

p0 = 1,492×108 Па – расчетная амплитуда давления;  

λ = 9,28×103 с-1 – расчетная постоянная времени. 

Полый цилиндр высотой H с внутренним и наруж-

ным радиусами R1 = 70 мм и R2 = 102,2 мм соответ-

ственно. Между оболочкой и цилиндром установлен 

первоначальный радиальный зазор Δ = 1 мм. Эле-

менты системы закреплены от осевых перемещений. 

Оболочки изготовлены из алюминиевого сплава, 

деформирующегося по упруго-идеально-

пластическому типу, с плотностью ρ = 2700 кг/м3, 

модулем Юнга Е = 7×1010 Па, коэффициентом Пуас-

сона ν = 0,33 и пределом текучести σТ =1,19×108 Па. 

Цилиндр стальной, деформирующийся по упруго-

идеальнопластическому типу, обладает следующи-

ми характеристиками: ρ = 7850 кг/м3,  

Е = 2,1×1011 Па, ν = 0,27, σТ = 7,984×108 Па. Осесим-

метричное НДС элементов системы определяется по 

методу Уилкинса [3] с использованием искусствен-

ной вязкости для гашения 

упругих колебаний элементов 

системы в конце каждого 

цикла взаимодействия.  

Закон изменения во вре-

мени, общем для всех элемен-

тов системы коэффициента 

искусственной вязкости μ в 

течение каждого цикла, пока-

зан на рис. 2. Значения параметров τ, τн, τк и μmax 

подбираются исходя из предварительных расчетов: τ 

= 0,001 с, τн = 3,38·10-4 с, τк = 6,52·10-4 с и μmax = 

5,0·105. 
 
2. Особенности перемещений 
 
На рис. 3 показаны расчетные зависимости пе-

ремещений точек образующей внутренней поверх-

ности толстостенного цилиндра от осевой коорди-

наты после первого, четвертого, восьмого и двена-

дцатого циклов взаимодействия (кривые 1 – 4 соот-

ветственно). 

Зависимости имеют подобные графики, что объ-

ясняется единой причиной – ударом оболочек. Ве-

личины перемещений растут в направлении от 

плоскости материальной симметрии системы (слева) 

к свободному торцу (справа), максимум соответст-

вует области удара свободного торца оболочки. С 

ростом количества циклов взаимодействия переме-

щения также растут. 

На рис. 4 показаны расчетные зависимости при-

ращений перемещений за один цикл взаимодействия 

от номера цикла (кривые 1 – 5 соответствуют точ-

кам образующей с координатами 5, 15, 25, 35 и  

39,5 мм соответственно). В общем зависимости 

имеют подобные графики.  

Максимальные значения приращений наблюда-

ются после первого или второго цикла взаимодейст-

вия, затем приращения монотонно убывают, причем 

зависимости имеют регулярный вид, начиная с шес-
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Рис. 3. Радиальные перемещения границы 
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того цикла взаимодействия. Происходит своеобраз-

ное упрочнение толстостенного цилиндра на дейст-

вие удара оболочек.  

Движения разных оболочек практически повто-

ряют друг друга в течение цикла, начиная с раздачи 

давлением, продолжаясь ударно-колебательным 

взаимодействием с цилиндром и завершаясь ста-

ционарным состоянием; изменения функций со-

стояния цилиндра за один цикл, вызванные действи-

ем различных оболочек, например, приращения де-

формаций или перемещений, подобны. Поскольку 

приращения перемещений положительны при пер-

вом взаимодействии (рис. 3, кривая 1), то по подо-

бию они должны быть положительны при любом 

количестве циклов. Изменчивость реакции цилинд-

ра на действие повторяющегося возмущения связана 

с его пластической «памятью» в форме накоплен-

ных пластических деформаций, имеющих припо-

верхностное расположение, и соответствующего 

поля самоуравновешенных напряжений.  

Перемещения контактной поверхности цилиндра 

обладают выраженными особенностями. Перемеще-

ния повторяют характер приращения перемещений 

за один цикл взаимодействия. Наибольшие переме-

щения наблюдаются на первых циклах, происходит 

«обмятие» цилиндра. Затем наблюдается уменьше-

ние приращений перемещений или «упрочнение» 

цилиндра. Приращения перемещений автономны, то 

есть зависят только от координаты точки наблюде-

ния. Приращения перемещений положительны. По-

ложительность и убывание приращений указывают 

на существование стационарного режима изменения 

перемещений. 

 

3. Аппроксимации перемещений 
 

Для дальнейшего анализа наблюдаемым законо-

мерностям придана форма математических зависи-

мостей с помощью аппроксимаций. Рассмотрены 

смещенная рациональная аппроксимация прираще-

ний перемещений (2), смещенная экспоненциальная 

аппроксимация перемещений (3), несмещенная экс-

поненциальная аппроксимация перемещений (4) и 

смещенная логарифмическая аппроксимация пере-

мещений (5) 
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 i 3 1 0 2u (z) p (z) p (z) ln i p (z) p (z)i    ,      (5)  

где i > 6 – номер цикла взаимодействия; p0(z), p1(z), 

p2(z) – параметрические функции, определяемые 

отдельно для каждого варианта по методу наимень-

ших квадратов [4] по расчетным значениями и 

имеющие интерполяционный характер; p2(z) соот-

ветствует асимптотическому значению приращений 

перемещений за один цикл; z – осевая координата. 

Аппроксимации (2) – (5) отвечают принципу ав-

тономности, другими словами, предполагают неза-

висимое изменение функции в каждой точке. Ана-

лиз аппроксимаций проведен в трех отношениях. 

Во-первых, изучены погрешности и невязки в каж-

дой точке вдоль оси при всех значениях цикла, а 

также их изменения с ростом номера цикла, то есть 

интерполяционные свойства. Во-вторых, аппрокси-

мации перемещений (3) – (5) использованы для оп-

ределения приращений перемещений, и наоборот, 

аппроксимации приращений (2) перемещений ис-
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Рис. 4. Приращения радиальных перемещений 
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пользованы для определения перемещений.  

В-третьих, был проведен групповой сравнительный 

анализ экстраполяционных асимптотических 

свойств аппроксимаций.  

Аппроксимации перемещений имеют более вы-

сокую точность, максимальная погрешность не пре-

восходит 0,2 %, в то время как погрешности аппрок-

симации приращений достигают 1 %. Невязки ап-

проксимации перемещений достигают максимума 

после восьми циклов, а затем падают; невязки при-

ращений перемещений монотонно растут с ростом 

количества циклов. Наибольшие значения погреш-

ностей наблюдаются вблизи свободного торца, где 

достигают максимума аппроксимируемые поля.  

Использование аппроксимаций перемещений для 

интерпретации приращений перемещений в диапа-

зоне интерполяции дает высокую точность (макси-

мальная погрешность – 4 % средневзвешенная –  

0,3 %). Использование аппроксимаций приращений 

перемещений для интерпретации перемещений дает 

еще более высокую точность (максимальная по-

грешность – 2 % средневзвешенная – 0,1 %). В об-

щем аппроксимация (2) имеет высокую точность 

интерполяции приращений перемещений, а (3) – (5) 

точность интерполяции перемещений. 

В отношении экстраполяционных свойств ап-

проксимации можно разбить на группы. На рис. 5 

показаны распределения перемещений, кривые А 

соответствуют формуле (3), Б – (4), В – (2) и Г – (5) 

после ста (а) и пятисот (б) циклов взаимодействия. 

Смещенные экспоненциальные аппроксимации при-

ращений перемещений (2) и перемещений (3) при 

большом числе циклов взаимодействия дают отри-

цательные значения приращения перемещений 

вблизи плоскости материальной симметрии или по-

всеместно (3), последняя приводит даже к отрица-

тельным перемещениям. Графики перемещений, 

описываемых выражениями (2) – (3), при больших 

количествах циклов взаимодействия представляют 

сильно неоднородные зависимости, что противоре-

чит характеру распределения перемещений.  

Выражения (4) и (5), напротив, представляют 

гладкие зависимости даже при очень большом числе 

циклов (за исключением особенности вблизи коор-

динаты 0,025 м; впрочем, относительная величина 

особенности падает с ростом количества циклов). 

Отмеченные графики обладают одинаковым харак-

тером изменения как по координате, так и в связи с 

количеством циклов и очень близкими значениями, 

кроме того, они повторяют особенности графика 

приращений перемещений за один цикл (рис. 3, 

кривая 1), сумму которых представляют. Обе ап-

проксимации показывают практически равные 

асимптотические скорости приращения перемеще-

ний. 

Высокая точность интерполяции и соответствие 

предположениям о поведении перемещений и при-

ращений перемещений позволяют выбрать аппрок-

симации (4) и (5) для формального описания пере-

мещений в зависимости от количества циклов и ис-

пользовать их для прогноза и анализа перемещений 

за пределами интервала интерполяции.  
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На рис. 6 показаны зависимости приращений пе-

ремещений (а) и перемещений (б) точек образую-

щей от количества циклов взаимодействия (кривые 

1 соответствуют точке с координатой z = 0,005м, 2 – 

0,01 м, 3 – 0,02 м, 4 – 0,03 м, 5 – 0,035 м). В течение 

100 циклов взаимодействия устанавливаются, хотя и 

не одновременно, постоянные (асимптотические) 

всюду положительные скорости приращений пере-

мещений, а кривые перемещений принимают пря-

молинейные очертания. 

Используя зависимость (4) или (5), можно опре-

делить предельное количество циклов взаимодейст-

вия, соответствующее заданному допуску на изме-

нение радиального размера цилиндра Δ, посредст-

вом решения неравенств 

0ip (z)1
3 2

0

p (z)
p (z) (1 e ) p (z)i ,

p (z)
           (6) 

 3 1 0 2p (z) p (z) ln i p (z) p (z)i .          (7) 

На рис. 7 графически представлены решения не-

равенства (7) для ряда значений допусков на изме-

нение размера цилиндра (кривая 1 соответствует  

Δ = 0,1 мм, 2 – Δ = 0,2 мм, 3 – Δ = 0,4 мм,  

4 – Δ = 0,6 мм, 5 – Δ = 0,8 мм и 6 – Δ = 1 мм). 
 

Заключение 
 

В статье представлена методика исследования 

накопления перемещений в системах с циклическим 

ударно-контактным взаимодействием элементов.  

На основе анализа результатов численного моде-

лирования построены аппроксимационные выраже-

ния, описывающие изменение перемещений кон-

тактной поверхности цилиндра, которые удобно 

использовать для прогноза изменения размеров, на-

пример, матриц для импульсной штамповки.  
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Рис. 7. Допустимое количество циклов 
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Рис. 6. Экстраполяция перемещений 


