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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ  СИСТЕМ  ДЛЯ АЛГОРИТМИЗАЦИИ  РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ МЕТОДОМ ЧАСТИЦ 

 
Изотропная среда рассматривается как коллектив модельных частиц, для которых постулируется потен-
циал парного взаимодействия. Рассмотрены два метода введения подсистем. Один из них оказывается 
пригодным для решения задач теории пластичности. Даны тестовые  примеры  вычислений.  
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Введение 
 
Изучение упругого состояния образцов из изо-

тропного вещества при малых деформациях в на-

стоящее время не является актуальным, поскольку 

разработаны теоретические методы, реализованные 

в виде стандартных пакетов программ. Авиацион-

ные материалы зачастую используются в условиях, 

когда деформации или скорости деформации вели-

ки. Помимо упругости, приходится рассматривать и 

пластические свойства вещества с учетом диссипа-

ции энергии и влияния тепловыделения на пластич-

ность, а также конечность скорости передачи воз-

мущений.  

В предлагаемой работе сплошная среда рассмат-

ривается в виде совокупности модельных частиц, 

для которых задается закон парного взаимодействия 

путем введения потенциала [1]. Применение метода 

частиц в газовой динамике, теории простых жидко-

стей, плазмы  и при изучении кристаллов описаны в 

большом количестве работ [2 – 7]. Использование 

этого метода при изучении деформаций твердого 

тела требует особых приемов.  

 
1. Формулирование проблемы 

 
Рассматривается система источников потенциала 

ir
 , i = 1, 2, .., n. Потенциал является скалярной 

функцией, зависящей от расстояния jiij rr


  

между источниками. В качестве модельных в дан-

ной работе приняты потенциалы класса Ленарда-

Джонса [2]: 
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где величина s подбирается так, чтобы обеспечить 

минимум потенциала при 1 ; параметры  k  и A  

подлежат дополнительному определению в процес-

се идентификации модели по результатам экспери-

мента либо путем сравнения с существующими ме-

тодами. Предполагается также, что существует пре-

дельный радиус f  действия сил притяжения.  

В исходном (недеформированном) состоянии по-

тенциальная энергия образца в целом минимальна; 

она слагается из потенциалов взаимодействия  пар 

модельных частиц: 

 



ij

ji rrU min .                  (2) 

Свойство (2) выполняется автоматически, если 

образец представлен равномерной треугольной сет-

кой со сторонами ячеек величины 1, в узлах которой 

расположены центры модельных частиц (источники 

потенциалов) [8].  

Предположим, к внешней границе приложено 

усилие, приводящее к деформации образца. Для вы-
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полнения свойства (2) требуется преобразовать узлы 

сетки; это и составляет существо задачи. Проблемой 

является поиск оптимального вычислительного про-

цесса, обеспечивающего минимизацию суммарной 

потенциальной энергии. Основные затраты машин-

ного времени приходятся на поиск ближайших со-

седей отдельной модельной частицы [1, 2, 6, 7]. Для 

преодоления этой трудности предлагается введение 

подсистем модельных частиц, причем для случаев 

абсолютной упругости и пластичности требуются 

свои методы декомпозиции. 

 

2. Расчетная схема при соблюдении 
абсолютной упругости 

 

В этом случае каждая модельная частица являет-

ся ведущей для подсистемы, в которую входят так-

же ближайшие к ней, найденные перед началом вы-

числений. В процессе перемещения модельных час-

тиц структуры подсистем остаются неизменными. 

Итерационная процедура имеет следующий вид: 
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iB  – список номеров частиц, входящих в под-

систему, порожденную i -й частицей; 
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),(  – равно-

действующая сил, действующих на i-ю частицу со 

стороны частиц, входящих в подсистему; 

Nh  – шаг итерации, убывающий к нулю по мере 

возрастания количества итераций.  

Итерационная процедура (3) не учитывает зави-

симость от температуры. 

На рис. 1 показано последовательное изменение 

формы образца при осадке, демонстрирующее пове-

дение после потери устойчивости. Оба торца, под-

вижный и неподвижный, защемлены. Параметр k в 

формуле (1) для данного примера был выбран рав-

ным 0,25, что соответствует  податливому упругому 

материалу. В положении 3 зафиксировано начало 

разрушения. 

 

Рис. 1. Осадка упругого образца 
          
При снятии внешних усилий, если не зафикси-

ровано разрушение связей, образец принимает пер-

воначальную форму, что соответствует абсолют-

ной упругости.  

До момента потери устойчивости с большой 

точностью выполняется закон Гука. Малые откло-

нения от линейности зависимости между напряже-

нием и деформацией связаны с отклонением от 

параболичности формы потенциальной ямы в вы-

ражении (1) в окрестности минимума.  

Для практического применения описываемого 

метода было проведено сравнение с результатами, 

полученными по стандартному методу конечных 

элементов для расчета осадки дюралюминиевой 

пластины (модуль Юнга – 72 ГПа, коэффициент 

Пуассона – 0,3) длины 10 мм и высоты 100 мм; от-

носительная деформация была принята равной 3%. 

Толщина по третьей координате несущественна, 

поскольку рассматривался 2-D случай. Сравнитель-

ные результаты приведены на рис. 2. Штриховой 

линии соответствует давление в 1700 МПа. Можно 

отметить как качественную схожесть полученных 

результатов, так и некоторые особенности, обнару-

женные при применении рассматриваемого метода, 

а именно – разрыв производных по длине в концах 

нижнего торца, в котором задано краевое условие в 

виде защемления.  

1 2 3 
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Рис. 2. Распределение усилий на верхнем и нижнем 
торцах образца при осадке с   = 0,03 

  

Приведенный пример позволяет определить кон-

станты А потенциалов в формуле (1) в зависимости 

от параметра k в той же формуле. 

 

3. Учет пластичности 
 

В реальном веществе отсутствие абсолютной уп-

ругости объясняется изменениями во внутренней 

микрокристаллической структуре [7]. Для примене-

ния рассматриваемой расчетной схемы следует 

учесть возможность преобразования подсистем, оп-

ределяемых каждой модельной частицей. С этой 

целью рабочая расчетная область покрывается квад-

ратной сеткой; каждой ячейке приписываются но-

мера тех частиц, центры которых ей принадлежат. 

Каждая ячейка тем самым образует подсистему [2, 

6, 7]. Для определения «соседей» данной модельной 

частицы следует рассмотреть только те частицы, 

которые расположены в данной ячейке и прилегаю-

щих к ней. Подсистема, в которой ведущей является  

текущая частица, состоит из тех частиц, которые 

удалены от нее на расстояние, не превышающее 

радиуса действия сил f . В процессе простран-

ственного перемещения модельной частицы прихо-

дится следить за тем, какой из ячеек квадратной 

сетки она принадлежит в текущий момент времени.  

В работе [1] модельные частицы интерпретиро-

вались как осцилляторы, амплитуды колебаний ко-

торых линейно связаны с тепловой скоростью. При 

повышении температуры увеличивается вероятность 

того, что модельная частица «перепрыгивает» в но-

вое положение равновесия [7]. Увеличение произво-

дительности ЭВМ и применение методов теории 

систем позволяет резко увеличить количество мо-

дельных частиц. Основа алгоритма состоит в том, 

что шаг h  в итерационной схеме (3) является неиз-

менным (для данной температуры).  

При небольших скоростях деформации и уме-

ренных значениях величины шага h  моделируемый 

образец ведет себя как абсолютно упругое тело. На 

рис. 3 приведена иллюстрация численного экспери-

мента по поведению прямоугольного образца, если 

подложке и верхней стенке приписывались потен-

циалы, равные нулю в рабочей области и резко воз-

растающие при проникновении модельных частиц  в 

«запрещенную» область.  

 

Рис. 3. Соблюдение упругости при перестраиваемых 
подсистемах 

 

При увеличении скорости деформации и длины 

шага  результирующая форма образца соответствует  

полученной аналитически в работах по высокоско-

ростному деформированию [8]. При высоких скоро-

стях деформации существенным становится влияние 

инерционных сил. Для их учета добавляется зави-

симость текущей местной скорости от предыдущих 

перемещений как результат их усреднения  за коли-

чество итераций, имеющее порядок отношения теп-

ловой скорости к скорости деформации. Изменения 

в формуле (3) состоят в том, что к величине пере-

мещения следует добавить  получаемую оценку век-

p  на верхнем торце 

Реакция на нижнем торце 

       № узлов 

k=1 

k=661 

f

Стандарт 
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тора местной скорости, умноженную на константу, 

зависящую от плотности вещества. Общий объем 

необходимой для вычислений памяти при этом воз-

растает.  

 

Рис. 4. Одна из форм образца при  
высокоскоростной осадке 

 

Заключение 
 
В данной работе рассмотрена лишь малая часть 

задач упругости и пластичности твердых тел, кото-

рые могут решаться системным методом модельных 

частиц. Значительного увеличения общего числа 

частиц можно достичь введением не только подсис-

тем, как в данной работе, а и «надсистем», что, в 

принципе, легче, чем для газов; это открывает пер-

спективы для применения многопроцессорных вы-

числительных систем.  

Метод частиц в дальнейшем предполагается 

применить как для расчетов по прочности, так и для 

определения усилий, при которых происходит поте-

ря устойчивости, а также для выявления условий 

разрушения. Описываемый метод применим также 

для решения задач по определению прочностных 

свойств многослойных образцов; достаточно соот-

ветствующим образом задать потенциалы для раз-

личных областей модели образца. 
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