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ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ СИЛОВОГО КЕССОНА 
КРЫЛА МЕТОДОМ ИДЕНТИФИКАЦИИ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ  

 
Дано решение развиваемым авторами методом весьма важной для самолето-
строения достаточно сложной задачи устойчивости тонкостенной пространст-
венной системы, моделирующей силовой кессон крыла. Идея метода четко 
прослежена благодаря последовательному выполнению трех его основных 
этапов. Показано, что нарушение или загрубление действительных краевых 
условий элементов системы может привести к значительным ошибкам в опре-
делении критического параметра нагрузки. Эффективность метода обоснова-
на путем сравнения с данными, полученными по методу конечных элементов. 

 

силовой кессон крыла, краевые условия, метод конечных элементов  

 
Введение 

 

В механике деформируемого твердого тела проблема устойчивости и 
колебаний наиболее остро стоит при изучении поведения под нагрузкой 
разветвленных тонкостенных пространственных систем, к которым отно-
сятся, прежде всего, конструкции аэрокосмических техники, особенно 
большегрузных самолетов, в создании которых Украине принадлежит ве-
дущее положение в мире. 

К настоящему времени в рамках двух исторически сложившихся на-
правлений исследования в этой области [1, 2], отличающихся как строго-
стью и теоретической обоснованностью, так и своими приверженцами, 
данная проблема далека от своего разрешения. 

Даже ретроспективный взгляд на историю науки позволяет обнаружить 
сочетание непрерывного и скачкообразного ее развития. Причем, непре-
рывность относится к установлению основ научного направления, а скач-
кообразность – к его методам. По крайней мере, так обстояло и обстоит с 
наукой о деформировании. Примером тому могут служить метод конечно-
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го элемента (МКЭ) и метод граничных интегральных уравнений (МГИУ) в 
различных его модификациях. На становление этих методов потребова-
лось более полувека, хотя история науки о деформировании берет свое 
начало от О. Коши и С. Пуассона. 

В задачах механики деформируемого твердого тела наибольшее при-
знание получил МКЭ, благодаря его алгоритмической простоте, что важно 
для инженеров, и глубокой теоретической проработке усилиями выдаю-
щихся математиков современности. Однако МКЭ присущ каскад общеиз-
вестных недостатков, наиболее остро ощущаемых в задачах устойчивости 
и колебаний. Приложение же МГИУ в отмеченных задачах наталкивается 
на принципиальные трудности. 

Метод идентификации краевых условий (МИКУ), которому посвящена 
настоящая работа, в отличие от других методов, используемых для расче-
тов составных конструкций, позволяет исследование совокупности крае-
вых задач для отдельных элементов с внутренними краевыми условиями 
(условиями перехода, "склейки") заменить исследованием одной краевой 
задачи для выделенного по произволу элемента (блока) с полным учетом 
условий упруго взаимодействия со всей системой. Иными словами, выде-
ленный по произволу элемент погружается в некую упругую среду, свой-
ства которой необходимо выяснить (идентифицировать). 

Метод впервые был применен в 1991 году при решении практически 
важной проблемы, возникшей в АНТК "Антонов" при проектировании 
новой авиационной техники. 

Основные положения метода были обозначены в работах [3, 4], идея 
метода с достаточной полнотой прослежена в работе [1]. Сегодня с уве-
ренностью можно сказать, что метод прошел стадию обоснования, впере-
ди – этап формализации, становления и развития метода как "вглубь", так 
и "вширь". 

 
1. Основные положения метода  и этапы его реализации 

 
Укрупнено основные положения метода таковы: 
1. Согласно общей теории системного анализа, изучение свойств и эво-

люции сколь угодно сложной системы принципиально возможно прово-
дить поблочно (поэлементно). 
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2. На смежных границах блоков (элементов) системы имеют место ус-
ловия сопряжения (перехода, "склейки"): кинематические и статические, 
ответственные за условия непрерывности и равновесия соответственно. 
Между граничными функциями обобщенных перемещений и обобщенных 
сил существует взаимнооднозначное соответствие. 

3. Коль скоро указанное соответствие установлено, задача исследова-
ния всей системы редуцируется к задаче исследования выбранного ее бло-
ка. 

4. Поскольку неважно, какие граничные факторы принять за независи-
мые (перемещения или силы), то становится возможным для выбранного 
блока ставить задачу как в перемещениях, так и в напряжениях, что, в 
свою очередь, дает принципиальную возможность получения двусторон-
них оценок критических параметров. 

Применительно к задачам упругой устойчивости метод реализуется в 
три этапа: 

1. Определение исходного состояния, испытуемого в дальнейшем на 
устойчивость. 

2. Постановка и решение промежуточных краевых задач с целью иден-
тификации краевых условий для выбранного блока системы. 

3. Постановка и решение собственно задачи устойчивости уже выде-
ленного блока. Определенный здесь параметр устойчивости является па-
раметром устойчивости всей системы. 

 
2. Исследование устойчивости  силового кессона крыла 

 
Ниже приводится решение не тривиальной задачи устойчивости отсека 

кессона крыла крупнофюзеляжного самолета (рис. 1). 
Пусть исследуемым блоком, который необходимо рассмотреть наибо-

лее скрупулезно, будет нервюра. Она описывается следующими моделями 
теории упругости: пластина Кирхгофа (напряженно-деформированное 
состояние (НДС) и устойчивость стенки), балка малой кривизны (НДС и 
устойчивость поясов нервюры), стержень и балка (НДС стоек и устойчи-
вость соответственно). К "отбрасываемой" части системы относятся пане-
ли, компенсаторы и (или) кницы, описываемые, хотя и упрощенными, но 
достаточно адекватными реальным элементам конструкции, моделями 
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пластины и балки переменного сечения. Граничные условия всей рассчи-
тываемой конструкции формулируются из следующих, наиболее прибли-
женных к действительности, предположений: выделенный отсек является 
одним периодом бесконечной системы, а стенки лонжеронов обладают 
абсолютной жесткостью в своей плоскости и абсолютной податливостью 
из нее. 

 
Рис. 1. Отсек кессона крыла крупнофюзеляжного самолета 

 
 Первый этап метода 

 

Как уже было отмечено, первый этап реализации МИКУ – определение 
исходного НДС, – имеющий самостоятельное значение (определение 
прочности конструкции), характерен для всех бифуркационных задач. Оп-
ределение НДС панелей тривиально –панели находятся в состоянии одно-
родного растяжения-сжатия. 

Более точное сугубо неоднородное внутреннее исходное НДС при за-
данном внешнем1 (вид нагрузок может быть самым произвольным) выде-
ляемого блока определено в работе [5]. 

В виду того, что неоднородность исходного поля напряжений значи-
тельно влияет на параметр устойчивости, определению этого поля уделено 
значительное место. Энергетическим методом определено исходное на-

                                                        
1 Внутреннее, внешнее НДС – установившаяся терминология МИКУ. 
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пряженное состояние для трех типов условий на прямолинейной части 
границы при дискретном расположении подкрепляющих элементов в об-
ласти. В случае применимости конструктивно-ортотропной модели, ис-
ходное состояние опреде-
лено методом разделения 
переменных в области в 
сочетании с методом орто-
гонализации по криволи-
нейной границе. 

На рис. 2 показаны поля 
нормированных к внешней 
нагрузке погонных уси-
лий, неоднородность ко-
торых здесь обусловлена 
только видом граничных 
условий по линии стыков-
ки стенки нервюры и 
стенки лонжеронов в со-
ответствии с оговоренной 
выше моделью (сжимаю-
щая нагрузка равномер-
ная, пояса прямолиней-
ные, работа стоек учтена 
конструктивно-
ортотропной моделью). 

Принятые на рисунке 
обозначения таковы: Nx,   
Ny – нормальные усилия 
на площадках стенки нер-
вюры, перпендикулярных 
оси 0x и 0y соответствен-
но, Nxy – касательные уси-
лия на тех же площадках. Остальные обозначения приведены в подрису-
ночной надписи. 
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Рис. 2. Неоднородные поля погонных 

усилий (Nx, Ny, Nxy,)  
в равномерно сжатой стенке нервюры  

(H – высота, L – длина, λ = L/H – 
удлинение) с прямолинейными поясами 
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Как видно из рисунка исходное поле является сугубо неоднородным, и 
все погонные усилия соизмеримы. При классических граничных условиях 
Nx и Nxy отсутствуют, а Ny = 1. Такое распределение Ny здесь достигается 
только на границе y = ±H/2 (при x = 0 и x = L имеет место известное из 
теории тригонометрических рядов явление Гиббса). Пренебрежение неод-
нородностью исходного состояния может привести и приводит к большим 
погрешностям: при λ = 1, например, эта погрешность составляет более 
20% в сторону занижения. Погрешность значительно увеличивается, если 
учесть неоднородность, вызванную произволом нагрузок, дискретным 
расположением стоек, наличием подкрепленной криволинейной границы. 

 
 Второй этап метода 

 
Центральный этап МИКУ – определение жесткости (податливости) 

границы выделенного из системы блока, рассмотрен в работах [1, 6, 7], где 
в зависимости от условий взаимодействия нервюры и панелей построены 
коэффициенты жесткости с учетом преднапряженного состояния конст-
рукции, в составе которой работает нервюра. Это взаимодействие может 
происходить как посредством упругих элементов (компенсаторов, книц), 
так и непосредственно (нервюра жестко соединена с панелями). 

В первом случае решение задачи сводится к определению коэффициен-
тов жесткости Cθ, Cw, Cθw, Cкр в соотношениях: 

,;; кркрk,к,kθwkwkkθwkθk θСMwCCMCwCQ       (1) 

где Qk, Mk, Mk,кр – поперечная сила, изгибающий и крутящий моменты, 
действующие в точке соединения k-того компенсатора с нервюрой; wk, φk, 
θкр – прогиб, угол поворота и угол закручивания стенки нервюры в этой 
же точке. Коэффициенты жесткости wC , wC  и C  имеют следующую 
структуру: 

 11wC ;   12wC ;   22C , 

где   




 

22
0 2 QMQQMQ waaw ; 0

2
11  awQ ; 

022  M ;  0012  aaw QM ; Qw ,  Q  и Mw , M   – 

прогиб и угол поворота концевого сечения компенсатора при действии 
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Q1 = 1 и M1 = 1 соответственно; 0  – угол поворота панели в точке креп-
ления компенсатора при действии единичного момента; a – длина компен-
сатора. Он рассматривается как одномерный упругий элемент наделенный 
переменными жесткостями на изгиб из плоскости нервюры, сдвиг и кру-
чение. Параметры M , MQ w  , Qw , крС  определяются методом сил 

и представляются [2] квадратурными формулами. 
Угол поворота панели в точке крепления компенсатора ( 0 ) при дей-

ствии единичного момента определен в работе [1]. Коэффициенты жест-
кости панелей, которые связывают действующий момент и угол поворота 

2
H

xii CM   (i = 1 для верхней панели, i =2 – для нижней), задаются 

соотношениями (в обозначениях работы [1]): 
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В работе [6] это решение получено для задачи, не допускающей точно-
го анализа (Ei и Ii переменны по длине). 

Непосредственное взаимодействие нервюры и панелей происходит по 
линии. Связь между функциями моментов и углов поворотов определена в 
работе [7] и в обозначениях этой работы имеет вид: 
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Отметим, что в предельном случае, когда ширина панелей бесконечно 
велика, то первая формула в выражении C1n и формула для C2n (4) перехо-
дят в соответствующие формулы одномерной модели (2). 

Принципиально важно, что подлежащий определению в дальнейшем 
параметр устойчивости входит в выражения коэффициентов жесткости: 
именно посредством связей типа (1) учитывается совместная работа эле-
ментов системы. 

Теперь остается рассмотреть лишь устойчивость выбранного блока 
(здесь – нервюры), а это стандартная задача собственно устойчивости. 
Полученный при этом параметр устойчивости будет общим для всей сис-
темы. 

 
2.3. Третий этап метода 
 
Собственно задача устойчивости всего отсека, сведенная к задаче ус-

тойчивости только одной нервюры, решена энергетическим методом Рит-
ца в работе [8]. 

В качестве примера можно привести расчеты устойчивости нервюры, 
близкой по своим геометрическими и жесткостным параметрам к нервюре 
самолета типа АН. Конфигурация и схема нагружения приведены на 
рис. 3. Верхняя панель сжата, нижняя растянута равномерными усилиями. 

Нижний пояс нервюры крепится 
непосредственно к нижней пане-
ли, а верхний – крепится посред-
ством девяти компенсаторов. 

Ниже под параметром устой-
чивости понимается коэффици-
ент, пропорционально которому 
изменяется внешняя нагрузка, 
что общепринято. Для данного 

конкретного случая нагружения нервюры приведем значения этого пара-
метра для четырех моделей системы "панели + компенсаторы": 

1. Система "панели + компенсаторы" обладают бесконечно большой 
мембранной жесткостью и исчезающе малой изгибной. Параметр устой-
чивости κ = 2,00. 

Рис. 3. Конфигурация и схема 
нагружения нервюры 
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2. Панели и компенсаторы наделены бесконечными изгибными и мем-
бранными жесткостями. Параметр устойчивости κ = 5,93. 

3. Панели не нагружены, но имеют вместе с компенсаторами конечные 
жесткости, соответствующие данным АНТК "Антонов". Здесь κ = 3,34. 

4. И, наконец, если учитывать все факторы (в отличие от случая 3 пане-
ли нагружены), то κ = 1,74. 

Таким образом, параметр устойчивости нервюры, работающей в соста-
ве преднапряженной конструкции, оказывается ниже, чем параметр ус-
тойчивости свободно опертой нервюры. В данной конструкции потерю 
устойчивости "провоцирует" сжатая верхняя панель, которая и задает ос-
новную форму потери 
устойчивости нервюры 
(рис. 4). 

Заметим, что при на-
хождении параметра 
устойчивости прибли-
женно решаются задачи 
об определении исход-
ного НДС и устойчивости нервюры, все остальные решения получены в 
замкнутом виде, причем, даже указанные приближенные решения получе-
ны или полуаналитическими методами, или классическими вариационны-
ми методами с использованием базисов, обеспечивающих быструю схо-
димость. Возможность комбинировать различные виды решений для от-
дельных элементов с целью "балансировки" между точностью, сходимо-
стью и адекватностью является одним из достоинств МИКУ. Так, при ре-
шении указанных задач независимо от условий опирания для получения 
критических параметров устойчивости понадобилось введения в задаче 
устойчивости 99 неизвестных (11 функций – по длине нервюры и 9 функ-
ций по высоте). Параметр устойчивости, расчитанный по МКЭ без учета 
компенсаторов и панелей (свободное опирание поясов нервюры) с введе-
нием 2880 неизвестных, составил 2,18 (в сравнении с 2,00). Этот результат 
убедительно свидетельствует о несравнимо высокой точности данного 
метода, чем МКЭ. 

 
Рис. 4. Форма потери устойчивости нервюры 
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Заключение 
 

1. Поставлена и решена методом идентификации краевых условий за-
дача об устойчивости силового кессона крыла. Задача об устойчивости 
тонкостенной пространственной системы редуцирована к задаче устойчи-
вости выделенного ее блока – нервюры, моделируемой подкрепленной в 
области и на криволинейной границе пластиной Кирхгофа. 

2. Дано решение задачи о внутреннем НДС выделенного блока при 
произвольном внешнем НДС (нагрузка), описываемом обобщенными 
функциями. 

3. Идентификация краевых условий для рассмотренного варианта взаи-
модействия силовых панелей и лонжеронов выполнена точно: для коэф-
фициентов жесткости, учитывающих действительный характер взаимо-
действия панелей и нервюры, получены замкнутые выражения. 

4. Показано, что замена по произволу действительных условий взаимо-
действия блоков сложной системы приводит к значительной погрешности 
в определении критических усилий. 

5. Эффективность МИКУ (точность, сходимость приближенных реше-
ний и оперативность) обоснована путем сравнения необходимого числа 
вводимых неизвестных и точности искомых параметров с данными МКЭ. 

6. Метод позволяет установить блок (элемент) системы, наиболее от-
ветственный за ее потерю устойчивости. В рассматриваемом случае таким 
блоком оказалась сжатая панель кессона, хотя при иных сочетаниях гео-
метрических и жесткостных параметров элементов системы, а также дей-
ствующих нагрузок блоком-"провокатором" потери устойчивости может 
оказаться нервюра. 

7. Полученные результаты позволяют обобщения на другие силовые 
агрегаты планера самолета. 

8. Основными задачами дальнейшего исследования являются: 
– теоретическое обоснование положений метода; 
– развитие метода "вглубь" и "вширь"; 
– постановка и решение промежуточных краевых задач теории ребри-

стых пластин, оболочек и состоящих из них пространственных систем с 
учетом преднапряженного состояния; 
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– получение двусторонних оценок критических параметров; 
– разработка математического обеспечения. 
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