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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  

ВЕРТОЛЕТНОЙ ДВИГАТЕЛЬНОЙ УСТАНОВКИ,  
УЧИТЫВАЮЩАЯ КРУТИЛЬНУЮ ЖЕСТКОСТЬ ТРАНСМИССИИ 

 
Рассмотрена упруго-массовая модель вертолетной двигательной установки, учитывающая крутильные 
колебания трансмиссии при изменении режимов работы. Реализованы алгоритм и программа расчетов 
крутильных колебаний с учетом динамики роторов системы «винт – редуктор – свободные турбины». 
Получены результаты, согласующиеся с нелинейной поузловой динамической моделью и позволяющие 
определить собственные частоты крутильных колебаний в двигательной установке. 
 
вертолетная двигательная установка, крутильные колебания и углы, упруго- массовая модель, пе-
реходные процессы, динамика роторов, собственные частоты колебаний 

 
Введение 

 
Опыт эксплуатации большинства вертолетов 

свидетельствует, что на низких частотах, близких к 

собственным частотам крутильных колебаний эле-

ментов двигательной установки (ДУ), могут возник-

нуть автоколебания замкнутой системы «регулятор – 

двигатель – трансмиссия – несущий винт – регуля-

тор». Устранить опасные последствия указанного 

явления можно путем соответствующего выбора 

закона управления, но для этого необходимо ис-

пользовать модели динамики вертолетных ДУ, учи-

тывающие крутильную жесткость трансмиссии. 

 
1. Формулировка проблемы. 

Объект исследования 
 

Существующие модели описывают динамику ро-

торов ГТД, кинематически жестко связанных с вер-

толетными механизмами (винтом, редуктором и 

др.). Для математического описания возможности 

возникновения крутильных колебаний в действую-

щие модели необходимо ввести уравнения, учиты-

вающие крутильную податливость соединительных 

валов. 

Объектом исследования является пяти-массовая 

упругая колебательная система (рис. 1), включаю-

щая в себя нижний (1) и верхний (2) несушие винты, 

свободные турбины двигателей (3, 4) и вертолетный 

редуктор (5). Динамические свойства приведенной 

на рис. 1 системы характеризуются осевыми момен-

тами инерции J и мгновенными значениями кру-

тильных углов φ, приведенными к средней частоте 

вращения несущих винтов  , а также коэффициен-

тами крутильной жесткости c. В связи с малым зна-

чением общего приведенного момента инерции ре-

дуктора по сравнению с приведенными моментами 

инерции турбин и винтов действительную много-

массовую схему редуктора заменяем эквивалентной 

одномассовой с моментом инерции J5 . 
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Рис. 1. Структура упруго-массовой модели  

ДУ вертолета 
 

2. Математическая модель 
 

2.1. Уравнения вынужденных колебаний 
 

Систему уравнений, описывающих вынужден-

ные колебания рассматриваемой упруго-массовой 
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системы, без учета демпфирующих факторов, мож-

но представить в виде: 

iiiii MxcJ  ; (i = 1, …, 4);      (1) 
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где Mi – крутящие моменты; i  – крутильные углы; 

)4...1(,5  ix ii  – относительные крутильные 

углы в связях системы. 

В системе уравнений (1) крутящие моменты Mi 

представляют собой внешние возмущающие воздей-

ствия, в общем случае зависящие от времени; про-

изведения cixi – мгновенные значения крутильных 

моментов, вызванные крутильными деформациями 

валов. 

 
2.2. Уравнения динамики роторов 

 
Уравнения (1) описывают колебательно-враща-

тельное движения элементов ДУ с переменными уг-

ловыми скоростями i . Общее движение системы 

представляет собой вращение со средней угловой 

скоростью и колебательно-вращательное. Для опре-

деления средней угловой скорости винтов   исполь-

зуем предположение об абсолютной жесткости свя-

зей и известное уравнение динамики роторов: 
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Здесь различные угловые скорости элементов 

системы приведены к осредненной угловой скоро-

сти вращения несущих винтов. Применение уравне-

ния (2) позволяет рассматривать первые производ-

ные от колебательных углов как отклонения от уг-

ловой скорости вращения абсолютно жесткой сис-

темы. Таким образом, в результате решения систе-

мы (1) и уравнения (2) можно найти функции вида 

ii   , описывающие динамику роторов. 

 
2.3. Линеаризованная математическая модель 

 
Полученная выше система уравнений является 

нелинейной в силу нелинейного характера зависимо-

сти моментов от средней частоты вращения. Выбирая 

в качестве переменных отклонения величин от номи-

нальных значений на установившемся режиме, пред-

ставим упруго-массовую модель ДУ в виде 

 4,...,1,0  iMMxcJ iiiiii   ; 
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где iM  – отклонения крутящих моментов в связях 

от номинальных значений iM 0 ;  

  – отклонение угловой скорости от номи-

нального значения 0 .  

При этом номинальные значения iM 0  во всех 

связях одинаковы по абсолютной величине, а знаки 

этих величин зависят от направления приложения 

моментов (положительным будем считать момент, 

увеличивающий угловую скорость). 

 

2.4. Начальные условия 
 

Начальными условиями для системы уравнений 

(3) служат значения крутильных углов на номиналь-

ном режиме работы ДУ и нулевое значение отклоне-

ния угловой скорости. Однако, поскольку количество 

углов на один превышает количество моментов, не-

обходимо задать одно из значений i  как опорное, 

относительно которого исчисляются остальные углы. 

Для обеспечения удобства решения системы уравне-

ний (1) выберем в качестве опорного угловое поло-

жение вала редуктора и примем 005  . При этом 

остальные начальные условия принимают вид 

 4,...,1,0
00  i

c
Mx

i

i
ii                  (4) 

и                   00  . 

В такой постановке начальные значения кру-

тильных углов упруго-массовой модели ДУ опреде-

лены относительно редуктора вертолета. 
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3. Реализация модели 
 

3.1. Аппроксимации крутящих моментов 
 
Крутящие моменты несущих винтов в общем 

случае зависят от   и значения угла общего шага 

несущего винта ош . Аппроксимируем эту зависи-

симость функцией следующего вида: 

  22
210  ошошi bbbM , (i = 1, 2),   (5) 

где bj  – постоянные коэффициенты. 

Будем определять с помощью (5) как номиналь-

ные значения крутящих моментов iM 0  с учетом 

правила знаков (см. п. 2.3), так и отклонения момен-

тов несущих винтов 

   00  MMM i ,(i = 1, 2) .    (6) 

Отклонения крутящих моментов свободных тур-

бин аппроксимируем выражением вида 

iтGiткткiстстi GanаnaM ,,,  , (i = 3, 4),(7) 

где iтiткiст Gnn ,,, ,,   – отклонения от номиналь-

ных значений частот вращения свободных турбин и 

турбокомпрессоров, а также расходов топлива соот-

ветственно; аj – постоянные коэффициенты. 

Средние частоты вращения свободных турбин 

прямо пропорциональны средней частоте вращения 

несущих винтов, а отклонение частот вращения тур-

бокомпрессоров описываются уравнениями 

iтGiткткiтк Gdndn ,,,   , (i = 3, 4),   (8) 

где dj – постоянные коэффициенты. 

 

3.2. Программная реализация 
 

Реализация модели (3) с начальными условиями 

(4) осуществлена с помощью программы, созданной 

в среде VisSim. Уравнения движения интегрировали 

методом Рунге-Кутта 4-го порядка с шагом по вре-

мени 10–4 с. Значения аппроксимационных коэффи-

циентов аj, dj определены с помощью нелинейной 

поузловой динамической модели вертолетного ГТД, 

а bj – по экспериментальным характеристикам не-

сущего винта. В качестве источника возникновения 

крутильных колебаний задавали изменение общего 

шага лопастей винта. 

 
3.3. Пример расчета 

 
В качестве примера рассмотрим переходные 

процессы, происходящие в вертолетной ДУ при 

скачкообразном переводе лопастей винта из поло-

жения на взлетном режиме до нейтрального в отсут-

ствие системы автоматического управления (САУ), 

представленные на рисунках 2…5. 

 

 
Рис. 2. Относительные частоты вращения 0/ : 

○ – турбокомпрессора; 
□ – свободной турбины 

 

 
 

Рис. 3. Относительная скорость упруго-массовых 
колебаний свободной турбины 04,3 / . 

 
На рис. 2 представлена динамика переходного 

процесса по частотам вращения свободных турбин и 

турбокомпрессоров. Частоты вращения турбин уве-

личиваются из-за резкого снижения нагрузки на ва-

лах, а частоты вращения турбокомпрессоров оста-

ются неизменными вследствие отсутствия измене-

ния расхода топлива. Полученные результаты каче-

ственно и количественно соответствуют результа-
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там расчетов по нелинейной динамической модели 

ДУ. Такое же соответствие наблюдается при сопос-

тавлении результатов расчетов крутящих моментов.  

На рис. 3, 4 представлены относительные скоро-

сти упруго-массовых колебаний 0/i  свободных 

турбин и нижнего винта соответственно (зависи-

мость для верхнего винта аналогична и близка к 

представленной на рис. 4). Полученные результаты 

демонстрируют наличие свободных колебаний с 

разными частотами и амплитудой до 1% у свобод-

ных турбин и до 1,7% у нижнего винта. 

 

 
Рис. 4. Относительная скорость упруго-массовых 

колебаний нижнего винта 01 /  
 

Частотная спектральная характеристика, в каче-

стве примера приведенная для нижнего винта 

(рис. 5), позволяет определить опасные с точки зре-

ния возникновения автоколебаний частоты. В на-

шем примере таковыми могут быть колебания с час-

тотами примерно 0,7; 2; 16,5 Гц, которым соответст-

вуют пики на характеристике рис. 5. 

 

 
Рис. 5. Спектральный состав упруго-массовых  

колебаний нижнего винта (БПФ) 

Заключение 
 

Полученные результаты расчетов позволяют 

сделать следующие выводы: 

1. Динамика рассмотренной многороторной сис-

темы соответствует предварительным инженерным 

представлениям о ее поведении, что подтверждает 

состоятельность разработанной математической 

модели. 

2. Уровень амплитуды крутильных колебаний 

роторов невелик, поэтому при исследовании таких 

характеристик переходных процессов, как характер-

ное время, наличие и уровень забросов ими можно 

пренебречь. 

3. Однако частотные свойства указанных коле-

баний требуют учета их влияния на динамику САУ, 

так как, во-первых, характерные частоты колебаний 

лежат в частотном диапазоне управляющих воздей-

ствий в случае использования электронной САУ, а 

во-вторых, эти колебания могут повлиять на выход-

ные сигналы датчиков частоты вращения роторов, 

которые участвуют в формировании обратных свя-

зей в контурах управления. 

4. Учитывая п. 3, дальнейшие исследования 

предложений по учету углового положения лопа-

стей винта в контуре управления частотой вращения 

свободной турбины следует проводить с использо-

ванием данной математической модели. 
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